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Vorwort  zur  deutschen  Ausgabe 


o*- 


Unter  den  Lehrbüchern  der  Differential-  nnd  Integral- 
reehnnng,  welche  im  Laufe  des  letzten  Decenniums  yeröffent- 
licht  worden  sind,  erscheint  das  Werk  des  Herrn  Serret  zu 
einem  ersten,  grundlegenden  Studium  besonders  geeignet;  denn 
es  verbindet  mit  klarer  Präcision  eine  grolse  Vollständigkeit 
in  den  Anwendungen  dieser  Theorie.  Je  yollkommener  die 
Einsicht  in  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Funktionen,  von 
denen  die  komplexen  doch  nur  eine  besondere  Art  bilden^ 
geworden  ist,  um  so  mehr  erhöhen  sich  die  Anforderungen 
an  eine  exakte  Begründung  der  Analysis.  Dieselbe  wird  in 
dem  vorliegenden  Werke  dadurch  angestrebt  und  erreicht,  dafs 
alle  Lehrsätze  zwar  nicht  immer  in  der  vollen  Allgemeinheit 
ihrer  Gültigkeit  dargelegt,  jedoch  stets  mit  genauer  Angabe 
der  Voraussetzungen  bewiesen  werden.  Dies  nur  ist  zunächst 
notwendig,  ja  f&r  den  Beginn  des  Studiums  allein  zweckmäfsig. 
Denn  dieses  soll  vor  aUem  dazu  führen,  dafs  der  Anfänger 
alsbald  erkennt,  wie  vielseitig  und  vollkommen  die  Methode 
ist,  mit  welcher  wir  die  stetigen  Formen  und  Bewegungen  der 
mefsbaren  Groisen  bis  zu  ihren  Grenzen  zu  imtersuchen  ver- 
mögen. Der  erste  Teil,  die  Differentialrechnung,  enthält  daher 
eine  umfassende  Theorie  der  Kurven  und  Flächen,  während 
in  der  Litegralrechnung  eine  Theorie  der  Differentialgleich- 
ungen gegeben  ist,  wie  sie  in  den  deutschen  Lehrbüchern, 
abgesehen  von  dem  Werke  des  Herrn  Dienger,  das  schon 
einer  früheren  Zeit  angehört,  eigentlich  vollständig  fehlt. 
Freilich  ist  gerade  auf  diesem  Gebiete,  besonders  bei  den 
linearen  Gleichungen,  die  Art  der  Problemstellung  in  den  letzten 
Jahren  eine  wesentlich  neue  geworden;  doch  bleiben  die  älteren 
Methoden  eines  Euler  und  Lagrange  als  Grundlage  des 
Ganzen  nach  wie  vor  unentbehrlich,  wenn  auch  das  Bestreben, 
alle  Probleme  in  dieselbe  Form  zu  zwingen,  sich  als  wertlos 
erwiesen  hat.  Für  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ist  nur  die  Methode  von  Cauchy, 
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für  Gleichungen  zweiter  Ordnung  die  Yon  Monge  und  Ampere 
angegeben,  und  ich  habe  dies  auch  in  der  yorliegenden  Aus- 
gabe nicht  geändert;  zumal  da  die  Jacobischen  Arbeiten  jetzt 
zugänglicher  als  früher  geworden  sind. 

In  der  Erkenntnis,  dals  es  nicht  thunlich  ist^  dem  Stu- 
dierenden^  der  sich  neue  Begriffe  zu  eigen  machen  soll,  ein 
Lehrbuch  zu  empfehlen,  welches  in  einer  fremden  Sprache  ge- 
schrieben ist,  selbst  wenn  er  dieselbe  einigerma&en  beherrscht, 
habe  ich  diese  deutsche  Bearbeitung  unternommen,  als  ich  im 
vorigen  Herbst  meine  Lehrthätigkeit  für  längere  Zeit  unter- 
brechen muljste.  Die  Genehmigung  dazu  wurde  mir  in  bereit- 
willigster Weise  von  dem  Herrn  Verfasser  sowohl,  wie  von 
dem  Verleger,  Herrn  Gauthier-Villars,  erteilt,  denen  ich 
meinen  verbindlichsten  Dank  hierfür  ausspreche.  Meiner  Arbeit 
liegt  die  zweite  Ausgabe  des  französischen  Originales  zu 
Grunde,  deren  Bände  in  den  Jahren  1879  und  1880  erschienen 
sind.  Es  war  nicht  mein  Bestreben^  den  Inhalt  des  Werkes 
zu  erweitem,  das  sich  schon  in  vielen  Kapiteln  durch  aus- 
gedehntere eigene  Untersuchungen  des  Herrn  Serret  aus- 
zeichnet. Auch  die  allgemeinen  Lehrsätze  habe  ich  fast 
sämtlich  in  dem  Umfange  belassen,  welche  der  Verfasser  ihnen 
gegeben  hat.  Die  Werke  der  Herren  Dini,  Pasch,  du  Bois- 
Beymond;  sowie  mein  eigenes  vor  einigen  Jahren  erschienenes 
Buch  können  für  Fragen  dieser  Art  zur  Ergänzung  dienen; 
auch  darf  ich  wohl  auf  meine  beiden,  soeben  in  den  Mathe- 
matischen Annalen  veröffentlichten  Abhandlungen:  „die  all- 
gemeinen Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Funktionen  einer 
reellen  Variabelen  mit  ihren  Ableitungen"  für  weitere  Studien 
verweisen.  Gröfsere  Änderungen  oder  Ausfühnmgen^  welche 
mir  trotzdem  wünschenswert  erschienen,  und  die  zumal  in  der 
Begründung  der  Integralrechnimg  an  mehreren  Stellen  sich 
finden,  habe  ich  durch  kleineren  Druck  kenntlich  machen  lassen. 

Der  Druck  des  zweiten  Teiles  soll  unmittelbar  nach 
Vollendung  des  ersten  beginnen,  so  dafs  der  Band  im  nächsten 
Frühjahr  erscheinen  wird. 

Juni  1884. 

Axel  Harnack. 


Yorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Einer  Aufiforderong  des  Herrn  Verlegers  folgend  habe  ich 
die  Besorgung  der  zweiten  Auflage  des  SerreirHarnack'sclien 
Werkes  übernommen.  Bei  meiner  Arbeit  leiteten  mich  folgende 
allgemeine  Erwägungen: 

Die  in  dem  Vorwort  von  Hamack  geschilderten  Vorzüge 
des  Serret'schen  Werkes^  welche  es  für  Studierende  besonders 
geeignet  machen,  sollten  nicht  verwischt  werden.  Es  konnte 
aber  das  Werk  nicht  so  bleiben,  wie  es  war,  wollte  ich  anders 
nicht  ganz  darauf  verzichten,  die  neueren  Errungenschaften  auf 
dem  Gebiete  der  Analysis  zu  berücksichtigen.  Schon  Hamack 
hat  durch  in  den  Text  eingestreute  Bemerkungen  diejenigen 
Ergänzungen  angebracht,  welche  er  seiner  Zeit  für  notwendig 
erachtete.  Hatte  ich  nun  diesen  Modus  beibehalten  wollen,  so 
hatte  es  sich  für  mich  nur  darum  gehandelt,  die  Hamack'schen 
Noten  passend  zu  vervollständigen.  Ich  sah  aber  bald  ein,  dafs 
dadurch  das  Buch  einen  so  inhomogenen  Charakter  erhalten 
hätte,  dafs  es  seinen  ursprünglichen  Vorzug  grofser  Lesbarkeit 
vollständig  verloren  hätte.  So  entschlolk  ich  mich  denn  die 
Hamack'schen  Bemerkungen  und  diejenigen  Änderungen  und 
Zusätze,  die  ich  selbst  für  notwendig  erachtete,  in  den  Text  zu 
verweben.  Ich  mufste  demnach  einen  Teil  des  Stoffes,  der  sich 
in  allen  neueren  Lehrbüchern  der  Analysis  findet,  auch  in  den 
Serret  hinübertragen.  Nur  muCste  ich  mir  darüber  klar  werden: 
wo  sollte  ich  da  die  Grenze  ziehen?  Hierüber  will  ich  jetzt 
Rechenschaft  ablegen. 

Ich  beginne  mit  den  sachlichen  Änderungen.  Voll- 
ständig umgearbeitet  wurden  das  erste  und  elfte  EapiteL 
Im  ersten  Kapitel  wurde  der  Begriff  der  Zahl  als  etwas  jedem 
Geläufiges  und  Evidentes  angenommen;  nur  die  Einteilung  der 
Zahlen  wurde  gegeben,  um  die  Analogie  mit  den  Funktionen 
hervortreten  zu  lassen;  eine  um  so  ausführlichere  Darlegung 
erfuhr  der  Begriff  der  Grenze.  Das  elfte  Kapitel  soll  den 
Studierenden  auf  die  moderne  Funktionentheorie  ein  wenig 
vorbereiten,  ohne  jedoch  gar  zu  sehr  ins  Einzelne  zu  gehen. 

Grofsere  Änderungen  findet  man  a)  in  dem  Abschnitte 
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über  die  Extremwerte  von  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher 
(Kapitel  VI),  wo  einige  Unrichtigkeiten  beseitigt  sind,  b)  bei 
den  singulären  Punkten  einer  ebenen  Kurve;  es  handelt  sieh 
hauptsächlich  um  eine  vereinfachende  Darstellung,  die  allzu 
weitläufige  Rechnungen,  im  Besonderen  die  trigonometrischen 
Funktionen  vermeidet;  c)  mochte  ich  noch  auf  einen  Punkt 
von  prinzipieller  Bedeutung  hinweisen,  er  betriflft  das  Ver- 
hältnis des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  zum  zweiten,  der 
Integralrechnung.  Ich  bin  der  Meinung,  dafs  eine  derartige 
Trennung  von  Differential-  und  Integralrechnung  keineswegs 
notwendig  und  auch  nicht  in  jeder  Hinsicht  wünschenswert 
ist.  Ist  aber  einmal  ein  Werk  ganz  nach  dem  Gesichtspunkte 
einer  solchen  Trennung  angelegt,  wie  es  doch  beim  Serret  der 
Fall  ist,  und  wie  es  auch  dem  überwiegenden  Brauche  ent- 
spricht, so  soll  auch  der  Begriff  des  Integrales  so  vollständig 
wie  möglich  aus  dem  die  Differentialrechnung  lehrenden  Teile 
verbannt  werden;  wenigstens  gilt  dies,  solange  es  sich  um  die 
Definition  des  Integrales  als  Grenzwert  einer  Summe  handelt. 
Demgemäfs  entfernte  ich  alle  die  Betrachtungen,  die  mehr 
oder  weniger  versteckt  ein  Integral  in  dieser  Weise  einführten, 
da  sie  sich  im  zweiten  Bande  viel  schärfer  und  kürzer  erledigen 
lassen.  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Artikel:  Nr.  192, 
Flächeninhalt  einer  ebenen  Kurve;  193,  Bogenlänge  einer  ebenen 
Kurve;  257,  Bogenlänge  einer  Raumkurve.  Im  elften  Kapitel 
über  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  benutzte 
Serret  —  wenn  auch  versteckt  —  den  Begriff  des  Integrales 
einer  komplexen  Veränderlichen,  erstreckt  über  einen  Weg  in 
der  komplexen  Ebene.  Auch  dies  ist  bei  meiner  Umarbeitung 
im  ersten  Bande  fortgelassen  mit  der  Absicht,  jenen  Begriff 
in  der  Integralrechnung  zu  bringen. 

Was  nun  im  Übrigen  die  sachliche  Bearbeitung 
des  ersten  Bandes  betrifft,  so  ging  mein  Bestreben  dahin,  den 
Sätzen  eine  möglichst  präcise  Fassung  zu  geben  und  offenbare 
Unrichtigkeiten  nach  Kräften  auszumerzen.  In  dieser  Hinsicht 
hat  mir  das  Werk  von  Genocchi  Peano,  das  auch  in  den 
Bemerkungen  öfter  citiert  ist,  sehr  gute  Dienste  geleistet. 
So  ist  nun  ein  Werk  zustande  gekommen,  das  einen  Kom- 
promisstandpunkt einnimmt  zwischen  denjenigen  Büchern,  die 
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nur  die  allerersten  Uuterweisungen  fftr  Anfanger  geben  und 
denjenigen^  welche  nur  den  Gesichtspunkt  einer  wissenschaft- 
lichen Entwicklung  unbekümmert  um  paedagogische  Absichten 
im  Auge  haben.  Zum  SchluTs  habe  ich  noch  einige  Bemer- 
kungen zusammengestellt,  die  dem  Leser  ermöglichen  sollen 
auf  Grund  der  Lektüre  des  Serretschen  Buches  sich  in  einigen 
Punkten  weiter  zu  bilden,  in  welchen  er  eine  genauere 
Orientierung  erstrebt  Dabei  war  es  keineswegs  meine  Absicht, 
immer  direkt  auf  die  Originalarbeiten  zurückzugehen  sondern 
nur  solche  Quellen  anzugeben,  welche  zur  Orientierung  über 
den  fraglichen  Gegenstand  mir  jedesmal  am  geeignetsten 
erschienen. 

Zum  Schlüsse  sind  noch  einige  Änderungen  Yon  äufser- 
licher  Natur  zu  yerzeichnen.  Die  einzelnen  Ejtpitel  sind 
konsequent  in  bestimmte  Paragraphen  geteilt  und  die  Nummern 
der  einzelnen  Artikel  durchgängig  mit  Überschriften  versehen 
worden;  dadurch  erfuhr  auch  das  Inhaltsverzeichnis  eine 
Yervollstandigung.  Am  Ende  des  Werkes  findet  sich  ein 
alphabetisches  Sachregister. 

Ich  kann  nicht  hoffen,  dars  die  jetzige  Ausgabe  des  Serret- 
Hamackschen  Werkes  allen  Wünschen  und  Forderungen,  die 
mau  an  sie  zu  stellen  hat,  gerecht  wird,  und  wenn  ich  auch 
vielfach  mit  Fachgenossen  über  die  Anlage  des  Unternehmens 
und  über  Einzelheiten  Rücksprache  genommen  und  ihnen  viele 
Batschlage  zu  danken  habe,  so  enthält  eine  derartige  Aufgabe 
gar  Vieles,  das  ganz  vom  subjektiven  Ermessen  des  Einzelnen 
abhängt.  Um  so  dankbarer  werde  ich  Berichtigungen  und 
Ratschläge  aufiiehmen,  die  mir  aus  dem  Leserkreise  zugehen, 
zumal,  wenn  sie  sich  für  die  beiden  folgenden  Bände  benutzen 
lassen  würden.  Es  erscheint  hiermit  der  erste  Band^  die  beiden 
anderen  werden  bald  nachfolgen. 

Der  Verlagsbuchhandlung  bin  ich  für  die  Bereitwilligkeit, 
mit  der  sie  allen  meinen  Wünschen  entgegengekommen  ist, 
zu  grobem  Danke  verpflichtet. 

Göttingen,  im  November  1896. 

6.  Bohlmanii. 
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Erstes  Kapitel. 
Einleitende  Begriffe, 

§  1.  Ton  den  Zahlen. 

L  Die  GnmdgesetBe.  Dasjenige^  was  die  Zahlen  charak- 
terigiert^  das  sind  die  Gesetze,  welchen  sie  gehorchen.  Diese 
lassen  sich  auf  einige  wenige  Grandformeln  zurückfEIhren, 
deren  Gültigkeit  zunächst  für  die  ganzen  positiven  Zahlen 
festgestellt  wird.  Man  kennt  4  elementare  Bechnnngsarten, 
die  4  Species  genannt:  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation, 
Division.    Für  sie  sind  die  oben  erwähnten  Grandformeln  diese : 

/.  Addition, 

1)  Associatives  Gesetz: 

(a  +  &)  +  c  -  a  +  (6  +  c). 

2)  Eommutatives  Gesetz: 

a  +  i  -■  i  +  «. 
II.  MuUiplikation. 

1)  Associatives  Gesetz: 

(ab)^^  a(bc). 

2)  Eommutatives  Gesetz: 

ab  =  ba. 

3)  Distributives  Gesetz: 

(a  +  b)c  ^=ac  +  bc. 
a.  Der  Bereich  der  rationalen  Zahlen.  Die  sogenannten 
indirekten  Operationen,  Subtraktion  und  Division,  lassen  sich 
im  Bereiche  der  ganzen  positiven  Zahlen  nicht  mehr  allgemein 
ausführen.  Man  definiert  deshalb  neue  Grofsen,  die  negativen 
ganzen  Zahlen  und  die  Quotienten  von  ganzen  Zahlen  oder 
Brüche;   jene    um    die   Subtraktion,    diese    um    die   Division 
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allgemein  möglich  zu  machen.  So  entsteht  der  Bereich  aller 
rationalen  Zahlen.  Dabei  zeigt  sich,  dafs  fär  die  rationalen 
Zahlen  die  oben  genannten  Rechnnngsgesetze  erhalten  bleiben 
und  eben  aus  diesem  Umstände  leitet  man  die  Berechtigung 
her  sie  ebenfalls  Zahlen  zu  nennen.  Freilich  eine  sehr  wich- 
tige Thatsache  ist  ^hier  anzumerken:  Nicht  möglich  ist  die 
Diyision  durch  NulL    Vielmehr  beachte  man  immer  die  Regel: 

Man  dividiere  nie  durch  eine  ZaM,  bevor  man  sich  über- 
eeugt  hat^  was  geschieht,  wenn  diese  Zahl  mdl  ist 

8.  Der  Bereich  der  reellen  Zahlen.    Eine  Gleichung  wie: 
z^  —  2  =  0 
hat   im   Gebiete   der  rationalen  Zahlen   keine  Losung.     Man 
weifs  aber,  dafs: 

Y2  =  1,414  . . . 

sich  mit  beliebig  groiser  Annäherung  durch  rationale  Zahlen 
darstellen  läÜBt.  Dieser  umstand  hat  zur  Folge,  dafs  bei 
passender  Interpretation  auch  für  )/2  die  obigen  Rechnungs- 
gesetze  erhalten  bleiben.  }/2  ist  also  eine  Zahl.  Allgemein 
kann  man  zeigen: 

„Jede  Gröfse,  welche  sich  mit  beliebig  grofser  Annäherung 
durch  rationale  Zahlen  darstellen  lälst,  befolgt  die  oben  ge- 
nannten Gesetze.     Sie  heÜBt  deshalb  eine  Zahl.'^ 

Nehmen  wir  alle  so  entstehenden  Zahlen  zu  den  ratio- 
nalen Zahlen  hinzu,  so  entsteht  der  Bereich  aller  reellen  Zahlen 
überhaupt. 

Jede  nicht  rationale  Zahl  heifst  irrational.  ]/2  ist  irrational. 
Auch  die  Zahl,  welche  die  Länge  eines  Halbkreisbogens  mit 
dem  Radius  1  müjst: 

Ä  «  3,14159  . . . 
ist  irrational.    Man  unterscheidet  aber  die  irrationalen  Zahlen 
noch  weiter.    Eine  Zahl  x,  welche  —  wie  }/2  —  einer  alge- 
braischen Gleichung: 

a^a;»  +  a^x""-^  -| ^.  a,  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  a^a^. .  .a^  genügt,  heÜBt  eine 
dgAraische  Zahl.  Jede  nichtalgebraische  Zahl  heüjst  trans- 
cmdent.    n  ist  transoendent. 
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Über  den  Bereich  der  reellen  Zahlen  hinausgegangen 
wird  im  elften  Kapitel  dieses  Bandes.  Bis  dahin  soll  —  wenn 
nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  bemerkt  ist  —  unter  Zahl 
schlechthin  immer  eine  reelle  Zahl  yerstanden  werden. 

Bildet  man  die  Reihe  yon  Begriffen  : 

Beeüey  algebraische,  rationale,  ganee  l^       .      Zahl, 

so  ist  in  ihr  jeder  folgende  B^riff  als  Spezialfall  im  Torher- 
gehenden  enthalten. 

4«  Der  absolute  Betrag.  Die  reellen  Zahlen  sind  —  ab- 
gesehen von  der  Null  —  positiv  oder  negatiy.  unter  dem 
„äbsoltUen  Betrage*^  einer  Zahl  a  versteht  man  a  oder  —  a, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  Der  absolute  Betrag 
von  null  ist  selbst  null.  Den  absoluten  Betrag  von  a  be- 
zeichnet man  nach  Weierstrass  durch  |a|.  Es  ist  also: 
|7|-|-7|  =  7. 

Es  seien  jetzt  a,  b,  . .  .n  eine  Reihe  von  Zahlen ,  und 
tt,  ß,  . .  .V  ihre  absoluten  Betrage.     Dann  ist: 

a  —  4:«,  i  —  +  i5;  ...«  —  +  !'. 
Rechts  gut  in  jeder  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen^ 
je  nachdem  die  linke  Seite  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  nun  die  Summe  a  +  6  +  *  *  •  +  ♦*  nicht  negativ,  so  ist: 
|a  +  6H [-n|  =  a  +  6+-..  +  n-=  +  a  +  jS +  ...  +  !/. 

Nimmt  man  in  der  letzten  Summe  alle  Zeichen  positiv,  so 
wird  diese  nicht  verkleinert;  es  ist  also: 

|a+6+...ni<a  +  iS-| [•  v  ^\a\  +  [bl-] h|w|. 

Ist  dagegen  die  Summe  a  +  6  +  •  •  •  +  ♦•  negativ,  so  ist 
die  Summe  von  —  a,  —  6,  —  •  •  •  —  n  positiv  und  daher 
nach  dem  eben  Bewiesenen: 

i_a_6 „|^|_a|  +  |_6|  +  ...  +  |_„|. 

Da   aber  immer   |  —  a;  |  »=  |  o;  {   ist,   so   gilt   auch   in  diesem 
Falle  die  Beziehung: 

|a  +  6  +  ...  +  «l^|fl|  +  |6|  +  ...  +  |„l, 
d.  h.: 

Der  absolute  Betrag  einer  Summe  ist  kleiner  oder  höchstens 
gleich  der  Summe  der  absoluten  Beträge.    Der  Fäll  der  Gleich- 

1* 
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heit  tritt  nur  ein,  wenn  aUe  von  nuU  verschiedenen  Summanden 
das  gleiche  Vormchen  haben, 

5.  Geometrisohe  Bepriisentation  der  Zahlen  dnroh  Punkte 
einer  Geraden.  Nehmen  wir  auf  einer  geraden  Linie  will- 
kürlich einen  festen  Punkt  0  und  eine  Längeneinheit  an^  8o 
können  wir  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  P  der  Gera- 

Fig.  1.  den  von  0  mit  Hülfe  jener  Längen- 

^ r?     einheit  messen.   Der  so  gefundenen 

^  Zahl  erteilen  wir  das  positive  oder 

negative  Zeichen^  je  nachdem  P  rechts  oder  links  von  0  liegt. 
Den  Punkten  P  der  Geraden  entsprechen  somit  bestimmte 
Zahlen.  Umgekehrt  können  wir  einer  Zahl  einen  bestimmten 
Punkt  der  Geraden  zuordnen  ^  indem  wir  von  0  aus  eine 
Länge  OP  abtragen^  welche  durch  den  absoluten  Betrag  jener 
Zahl  gemessen  wird^  und  zwar  wird  man  P  rechts  oder  links 
von  0  annehmen^  je  nachdem  das  Vorzeichen  der  Zahl  positiv 
oder  negativ  ist.  Praktisch  hat  freilich  die  Genauigkeit  einer 
solchen  Messung  ihre  Grenzen.  Wir  wollen  uns  jedoch  vor- 
stellen^ dafs  wir  die  Genauigkeit  der  Messung  so  weit  treiben 
könnten  wie  wir  wollten.  Alsdann  kann  man  das  folgende 
Axiom  aussprechen: 

Axiom,  Die  Gesamtheit  aller  redien  Zahlen  x  und  die 
Gesamtheit  aUer  Punkte  P  einer  Geraden  lassen  sid^  durch 
unsere  Messung  eindeutig  aufeinander  heziehen;  dergestalt,  dafs 
jeder  reellen  Zahl  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Geraden  entspricht 
und  jedem  Punkte  der  Geraden  eine  und  mir  eine  reelle  Zahl, 

§  2.  Ton  den  Funktionen. 

6.  Veränderliche.  Funktionen.  Die  Grölsen^  welche  den 
mathematischen  Untersuchungen  zu  Grunde  liegen ,  sind  von 
zweierlei  Art;  die  einen  besitzen  einen  bestimmten  festen  Wert^ 
die  anderen  können  unendlich  viele  verschiedene  Werte  an- 
nehmen. Jene  nennt  man  konstante,  diese  veränderliche  oder 
variabele  Gröfsen.  Die  Gesamtheit  der  Werte ,  welche  eine 
Veränderliche  annimmt,  heifst  ihr  Variabüitätsbereich, 

Hat  man  bei  einer  Aufgabe  mehrere  Variabele  zu  be- 
trachten, so  kann  man  einigen  von  ihnen  willkürliche  Werte 


Einleitende  Begriffe.  5 

beilegen,  und  alsdann  erhalten  die  anderen  Yariabelen  be- 
stimmte Werte.  Erstere  heiüsen  die  unabhängigen  Veränder- 
licJieny  die  anderen  die  abhängigen  Veränderlichen  oder  die 
IkmkHanen  der  unabhängigen. 

So  führt  z.  B.  die  Untersuchung  des  Kreises  auf  drei 
Grofsen:  den  Radius,  die  Peripherie  und  die  Fläche.  Erteilt 
man  einer  dieser  Grofsen  willkürliche  yerschiedene  Werte,  so 
bekommen  die  anderen  beiden  bestimmte,  entsprechende  Werte; 
sie  sind  also  Funktionen  der  ersten,  welche  selbst  hierbei  die 
unabhängige  Variabele  ist. 

Bei  einem  geraden  Ereiscylinder  hat  man  vier  Gröfisen 
zu  betrachten:  den  Radius,  die  Höhe,  die  Oberfläche  und  das 
Volumen.  Hier  kann  man  zweien  der  GroJsen  willkürliche 
Werte  beilegen,  die  anderen  beiden  bekommen  alsdann  be- 
stimmte Werte,  sie  sind  also  Funktionen  tou  zwei  unab- 
hängigen Yariabelen. 

Allgemein  definiert  man: 

y  ist  eine  Funktion  der  einen  Veränderlichen  x,  wenn  jedem 
Werte  der  Veränderlichen  x  ein  bestimmter  Wert  y  eugeordnel  wird 

y  ist  eine  Funktion  der  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .,  wenn 
jedem  Wertsysteme  der  Veränderlichen  x^,  x^,  . . .  ein  bestimmter 
Wert  y  zugeordnet  ist 

7.  Einteilung  der  Funktionen.  Die  Funktionen,  welche 
wir  betrachten  werden,  werden  meistens  analytisch  definiert 
sein  durch  eine  Formel,  welche  die  Veränderlichen  x  enthält 
und  deren  Werte  die  Funktionswerte  y  repräsentieren. 

Man  teilt  die  Fxmktionen  in  ähnlicher  Weise  ein,  wie 
wir  es  für  die  Zahlen  bereits  kennen  gelernt  haben. 

unterwirft  man  die  Veränderlichen  und  Eonstanten  einer 
endlichen  Anzahl  yon  Additionen,  Subtraktionen  und  Multi- 
plikationen, so  entsteht  ein  Polynom  oder  eine  gcmze  rationale 
Funktion.     Die  Gleichung: 

y  =  aoic"»  +  a^x"^-^  -\ f-  «m 

definiert,  wenn  die  a  Eonstanten  sind,  y  allgemein  als  ganze 
rationale  Funktion  von  x.  Sind  die  a  ganze  rationale  Funk- 
tionen einer  zweiten  Variabelen  x^,  so  ist  y  eine  ganze  ratio- 
nale Funktion  von  x  und  x^,  sind  die  Eoeffizienten  a  ganze 
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rationale  Funktionen  von  Xi  und  x^,   so   wird  [y  eine  ganze^ 
rationale  Funktion  von  x,  x^y  x^  u.  s.  w. 

Der  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen: 


ao«'"  +  aix'"-^H h«, 


m 


do«'  +  5,a:'— ^  +  ...  +  5^ 

heilst  eine  gd>rochme  rationale  Funktion.  Die  ganzen  und  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  zusammen  bilden  den  Bereich 
der  roitionalen  Funktionen  schlechtiiin. 

Ist  y  Wurzel  einer  algebraischen  Qleichung,  deren  Koef- 
fizienten ganze,  rationale  Funktionen  sind,  so  heifst  y  eine 
algdyraische  Funktion.  Die  algebraischen  Funktionen  umfassen 
also  als  spezielle  Falle  die  rationalen,  y  ■»  |  yx  \  ist  demnach 
eine  algebraische  Funktion  ebenso  wie  y  «•  —  |  yx  \ ;  denn  in 
beiden  Fällen  genügt  y  der  algebraischen  Gleichung: 

y«-a;  — 0. 

Eine  nicht  algebraische  Funktion  heifst  eine  transcendenie. 
sinrr  ist  eine  transcendente  Funktion  yon  x. 

Eine  Funktion  y  heifst  explicäe  gegeben ,  wenn  die  sie 
definierende  Gleichung  nach  y  aufgelöst  ist;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  y  imflicite  gegeben.  |  yx  \  ist  durch 
y  =  I  yx  I  explicite,  durch  y*  —  a?  =  0  implicite  gegeben. 

Der  Variabilitätsbereich  von  x,  für  welchen  die  ganzen 
rationalen  Funktionen  von  x  definiert  sindj  besteht  aus  allen 
reellen  Zahlen  überhaupt;  der  für  die  gebrochenen  rationalen 
Funktionen  umfaGst  ebenfalls  (alle  reellen  Zahlen  x,  ausge- 
nommen die  etwaigen  Nullstellen  des  Nenners;  |y^|  endlich 
ist  nur  definiert  fCir  den  Variabilitätsbereich  aller  positiven 
reellen  x. 

um  zu  bezeichnen^  dafs  y  eine  Funktion  von  x  oder  eine 
solche  von  Xi,  x^,  u.  s.  w.  ist,  schreibt  man: 

y  =  f{x)   bezw.  y  «=  f{x^j  x^),  u.  s.  w. 

Der  Buchstabe  f  zur  Bezeichnung  einer  Funktion  ist  zwar 
die  Regel,  er  kann  aber  auch  durch  jeden  anderen  ersetzt 
werden. 

Geometrisch  repräsentiert  man  gewohnlich  Funktionen 
einer  Veränderlichen    durch    Kurvensfüge,    Funktionen    zweier 
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Veränderlichen  durch  Flächen.  Wir  wollen  nun  einige  spesielle 
transcendente  Funktionen  betrachten. 

8.  Die  Bxponentialftinktion  a'.  Ist  a  eine  positive  Zahl, 
so  ordnet  der  Ausdruck  a*  jeder  Zahl  x  eine  positive  Zahl  a* 
zu.  Von  denjenigen  Werten  von  a',  die  nicht  reell  und 
positiv  sindy  sehen  wir  hier  ab.  Die  so  entstehende  Zu- 
ordnung der  Zahlen  x  und  a'  macht  a*  zu  einer  Funktion 
von  X.  Um  uns  über  den  Verlauf  von  ihr  zu  unterrichten, 
zeichnen  wir  die  Kurve  y  «*  a*.  Je  nach  dem  Werte  von  a 
sind  da  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)    a>l.  /J)    a— 1.  y)    a<l. 

a)  Ist  zunächst  \a>l,  so  hat  die  Kurve  ungefähr  die 
untenstehende  Gestalt,  die  sich  auf  den  Fall  a  -»  2  bezieht. 
Die  Figur  lehrt  uns  Folgendes: 

Wenn  Xy  von  sehr  grofsen  negativen  Werten  aus  wach- 
send, bis  0  geht,  wächst  die  Funktion  a'  von  sehr  kleinen 
positiven  Werten  bis  1.  Geht  dann 
X  von  0  bis  zu  sehr  grofsen  posi- 
tiven Zahlen,  so  wächst  a'  weiter 
und  zwar  immer  stärker  von  1  bis 
zu  sehr  grolsen  positiven  Zahlen.  In 
arithmetischer  Progression  stehen- 
den Abscissen  entsprechen  in  geo- 
metrischer Progression  stehende  Or- 
dinaten.  a*  wächst  also  beständig 
und  nimmt  daher  jeden  positiven 
Wert,  und  jeden  nur  einmal  an. 

ß)  Ist  a  BS  1 ,  so  ist  a'  eben- 
falls beständig  gleich  1. 

y)  Ist  endlich  a  <  1 ,  und  geht  x  von  sehr  grofsen  nega- 
tiven Werten  aus  wachsend  durch  0  und  weiter  zu  sehr  grofsen 
positiven  Werten,  so  fallt  umgekehrt  a*  von  sehr  grofsen  posi- 
tiven Werten  beständig  bis  a^  *»  1  und  dann  weiter  bis  zu 
immer  kleineren  positiven  Werten,  a'  nimmt  wieder  jeden 
positiven  Wert  und  jeden  nur  einmal  an. 

9.  Die  goniometriflohBn  Funktionen.  Die  goniometrischen 
Funktionen  sind: 
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Sinus  y    CoBinuSy    Tangens^     Cotangens. 
Wir  bezeichnen  sie  durch: 

sin^    coSy    tgy     ctg. 

Die  goniometrischen  Funktionen  sind  im  Unterschiede  von 

den  bisher  betrachteten  nicht  numerisch,  sondern  geometrisch 

flg.  3.  definiert.     In  der  Trigonometrie 

aber  wird  schon  gelehrt,  wie  man 

zu  jedem  Winkel  eines  Kreises 

den  nnmerischen  Wert  der  Pnnk- 

tionen  sin,  cos,  etc.  mit  beliebiger 

Annäherung  berechnen  kann. 

Die  Zahl  Xj  durch  welche 
die  Gröfse  des  Winkels  gemessen 
wird,  ist  hierbei  als  absolute  Zahl 
gedacht,  sie  giebt  die  Länge  des 
zum  Winkel  gehörigen  Bogens, 
gemessen  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  (rergl.  Fig.  3). 
Die  volle  Umdrehung,  der  Winkel  von  360*^,  erhält  dabei  den 
Zahlenwert  2%  und  jeder  Winkel,  dessen  Gradzahl  a  ist,  den 
numerischen  Wert: 

^  ~  36Ö         18Ö ' 

Man  nennt  dieses  Winkelmafs  das  ncUürliche. 

Ein  Winkel  Ton  a  «=  1^  wird  im  natürlichen  Winkelmafs 
durch  die  Zahl 

'^  -  I^  -  0,01745 
gemessen.     Umgekehrt    entspricht    dem   Winkel    a?  =  1    im 
Gradmafs: 

Zeichnet  man  unter  Festhaltung  des  natürlichen  Winkel- 
mafjses  die  Kurven 

y  — sin«,    y  — cosa;,    y  =  tga;,    y  =  ctga?, 
so  zeigen  diese  das  aus  der  Goniometrie  bereits  bekannte  Ver- 
halten.    Folgendes  möge  dabei  hervorgehoben  werden. 

1)  Alle  vier  Funktionen  sind  periodische  Funktionen  von  x, 
d.  L  sie  bleiben  ungeändert,  wenn  man  das  Argument  x  um 
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eine  gewisse  Eonstante,  die  Periode  genannt,  Termehri    Die 
Periode  von  sin  und  cos  ist  2x,  die  von  tg  und  ctg  bereits  sr. 


smx 
eosae 


2)  SIqus  und  Cosinus  nehmen  alle  Werte  zwischen  —  1 
und  -f-  1  an,  Tangens  und  Cotangens  alle  reellen  Werte  über- 
haupt. 

3)  Der  Sinus  nimmt  in  dem  Intervalle  —  y  =  ^  =  Y  ^^® 
Werte  zwischen  —  1  und  -|-  ^  ^^^  jeden  nur  einmal  an;  denn, 


2" 


n 

Y 


wenn  x  von  —  ^  l^is  "f"  "^  g®^*;  wächst  sina;  von  — 1  bis 


Fig.  5. 


4-  !•  Der  Cosinus  nimmt  alle 
Werte  zwischen  —  1  und 
-|-  1  und  jeden  nur  einmal 
in  dem  Intervalle  O^x^x 
an.  Beschränken  wir  bei 
Tangens  und  Cotangens  das 
X  auf  dieselben  Intervalle 
wie  bezw.  bei  Sinus  und 
Cosinus,  so  nehmen  tg  und 
ctg  alle  reellen  Zahlenwerte 
und  jeden  nur  einmal  an. 

Ausnahmestellen  sind  x  «»  — 

fOr  den  Tangens,  X'^0  und 
o;  s»  3t  für  den  Cotangens^ 
wo  die  fraglichen  Funk- 
tionen keinen  bestimmten 
endlichen  Wert  haben;  viel- 
mehr können  sie  dort  sowohl  4~  <^  ^^^  —  oo  sein. 

10.   Die  inverse  Funktion.     Es  sei  y  «s  f(x)  eine  Funk- 
tion von  Xf  für  jedes  x,  welches   dem  Intervalle  « ^  ^  ^  & 
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angehört.  Alsdann  entspricht  jedem  Werte  x  dieses  Inter- 
valles  ein  bestimmter  Wert  y.  Die  Gesamtheit  dieser  Werte  y 
möge  dem  Intervalle 

angehören.  Nimmt  nun  f(x)  in  dem  Intervalle  jeden  Wert 
zwischen  Ä  und  B  einmal  und  nur  einmal  an,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  jedem  Werte  y  des  Intervalles  Ä  bis  B  ein 
und  nur  ein  bestimmter  Wert  Xy  für  welchen  y  -=  f(x)  wird. 
Es  ist  dann  auch  x  eine  Funktion  von  y,  x  ^^  q)(j/)  und  zwar 

heifst  q)(y)  eine  bu  fix)  inverse 
Jkn^ton.  Die  nebenstehende  Figur 
sucht  die  Definition  zu  erläutern. 
Der  Kurvenbogen  giebt  den  Ver- 
lauf der  Funktion  y  =  f(x)f  wenn 
X  als  Abscissenachse^  y  als  Ordi- 
natenachse  gewählt  ist.  Die  Pro- 
jektion der  Eurvenpunkte  auf  die 
a;-Achse  liefert  alle  Punkte  des 
Variabilitätsbereiches  «  ^  a?  ^  6. 
Die  Lote  oder  Ordinaten  in  diesen  Eurvenpunkten  geben  die 
zugehörigen  Fonktionswerte  y.  Projiziert  man  den  Eurvenzug 
auf  die  y-Achse^  so  wird  auf  dieser  gerade  das  Intervall  von 
A  bis  B  abgeschnitten.  Da  umgekehrt  jedem  Werte  y  dieses 
Intervalles  ein  und  nur  ein  Wert  x  des  Intervalles  a  bis  h 
entsprechen  soU,  so  wird  bei  der  Projektion  des  Eurvenbogens 
auf  die  y-Achse  der  Abschnitt  von  Ä  bis  B  lückenlos  und 
überaU  einfach  überdeckt.  Betrachtet  man  jetzt  y  als  unab- 
hängige Veränderliche  und  sucht  denjenigen  Wert  x  in  dem 
Intervalle  von  a  bis  6,  für  welchen  y  «=  f(x)  wird,  so  bildet 
man  die  Funktion  X'=g)(y).  Geometrisch  wird  diese  erhalten, 
indem  in  den  einzelnen  Punkten  y  des  Intervalles  Ä^y  ^B 
Parallelen  zur  o;- Achse  von  der  Länge]  und  Richtung  gezogen 
werden,  die  jedesmal  durch  x^»  g){y)  bestimmt  sind.  Dabei 
entsteht  genau  der  alte  Kurvenmg  f4?ieder.  Nur,  dafs  dieses  Mal 
die  Äbscissen-  und  Ordinaienachse  ihre  BoUe  vertauscht  haben. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Funktion  y  '^{x?  und 
weisen  x  alle  positiven  Zahlen  als  Variabilitätsbereich  an. 
Dann  nimmt  y  ebenfalls  alle  positiven  Zahlenwerte  an   und 
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jedem  positiven  Werte  x  entspricht  ein  und  nur  ein  positiver 
Wert  y  und  jedem  positiven  Werte  y  ein  und  nur  ein  positiver 
Wert  X.  Hier  wird  dann  o; «»  j  yjf  {  die  betreffende  zu  tx?  inverse 
Funktion.    —  |  |/y  ]  wäre  die  andere  zu  a^  inverse  Funktion. 

IL  Der  Logazithmiu.  Betrachten  wir  die  in  8.  definierte 
Funktion  y  «»  a',  so  sahen  wir,  wenn  x  von  —  oo  bis  +00 
lauft,  nimmt  y  alle  positiven  Werte  und  jeden  nur  einmal  an. 
Natürlich  ist  dabei  a  als  positiv  und  von  Null  und  1  ver- 
schieden vorausgesetzt.  Es  wird  daher  umgekehrt  x  eine 
Fimktion  von  y  werden.  Die  so  entstehende  Funktion  heilst 
bekanntlich  der  Logarithmus  von  y: 

a;  — «logy. 

Durchlauft  y  alle  positiven  Zahlen  von  0  an,  so  nimmt  der 
Logarithmus  alle  positiven  und  negativen  Werte  und  jeden 
nur  einmal  an.  Für  negative  Werte  von  y  ist  *logy  nicht 
definiert. 

12.  Die  oyolometriflohen  Funktionell.  Die  inversen  Funk- 
tionen der  goniometrischen  Funktionen  heifsen  die  cyclo- 
metrischen. 

a.   Ist  z.B.  y  ■=  tga;,  so  wird,  wenn  z  von  —  y  bis  -f-  ~ 

lauft,  y  alle  negativen  und  positiven  Werte  durchlaufen  und 
jeden  Wert  nur  einmal  annehmen.  ^^^  ^ 

Jedem  Werte  y  entspricht  daher 
ein  und  nur  ein  Wert  x  zwischen 

—  -g   und  +  y.  0?  wird  so  eine 

Funktion  von  y,  welche,  wenn  y 
alle  reellen  Werte  durchläuft,  alle 

Werte  zwischen  —  ~    und  +  -  - 

annimmt.  Die  so  definierte  Funk- 
tion heifst  der  Arcus  Tangens  von 
y  und  man  schreibt: 

x  — arctgy, 
weil  X  ein  Bogen  ist,  dessen  Tangens  gleich  y  ist. 

Die  so  entstehenden  Werte  x  sind  aber  nicht  die  einzigen, 
welche  die  Gleichung  y  —  tgrr  erfüllen.  Da  vielmehr  der  Tangens 
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die  Periode  n  besitzt,  so  ist  auch  y  »»tg(a;-|-%9r),  wo  1c  iigend 
eine  ganze  Zahl  ist,  und  daher  erfCQlt  auch: 

a;  =  arctgy  -f-  Ten 
die  Gleichung  y  -» tg^.    Jede  Funktion  der  Form  arc igy  +  lcTC 
ist  daher  eine  zum  Tangens  inverse  Funktion.    Die  Gleichung 
X  =  arctgy  +  ää  liefert  aber  aUe  Werte  Xy  welche  y  —  tga; 
genügen,  wenn  Tc  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft. 

b.  Ist  dagegen  y  =  ctg  n?  und  durchläuft  x  alle  Werte 
von  0  bis  ä,  so  durchläuft  y  alle  reellen  Werte  und  jeden 
nur  einmal,     umgekehrt  wird  daher: 

x  =s  arcctgy 
eine  Funktion,  welche  alle  Werte  zwischen  0  und  n  und  jeden 
nur  einmal  annimmt,  wenn  y  alle  reellen  Werte  durchläuft 
Aüe  Werte  a;,  welche  y  «-  ctg  x  erfüllen,  liefert  die  Gleichung 

X  «■  arcctgy  +  Ja, 
wenn  h  alle  ganzzahligen  Werte  durchläuft. 

c.  Ist  femer  y  :?=  sin  a;  und  durchläuft  x  alle  Werte  von 

—  Y  bis  +  y,  80  durchläuft  y  alle  Werte  von  —  1  bis  -f- 1 
und  setzt  man  umgekehrt: 

a;  =  arc  sin  y, 
so  wird  dies   eine  Funktion,   welche   nur   für   alle  Werte   y 
zwischen  —  1   und  +  1    definiert   ist.     Durchläuft  y    dieses 

Intervall,  so  nimmt  x  alle  Werte  zwischen  —  ~  und  +  -^ 
und  jeden  nur  einmal  an. 

Da  aber  sina;  =  sin(3r  —  x)  ist,  so  ist  neben  x  =  arc  sin  y 
auch 

X  =  yc  —  arcsiny 

eine  Losung  der  Gleichung  y  =  sina;.  Da  endlich  sin  (a;  -|-  2kye) 
=  sina;  ist,  so  stecken  alle  Lösungen  der  Gleichung  y  =3  sina; 
in  den  zwei  Formeln: 

X  <=  arc  sin  y  -f-  2i^ 

a?  =  —  arcsiny  -{-  (2Ä  +  1)«, 
in  welchen  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

d.  Ist  endlich  y  =  cos  a?  und  durchläuft  x  alle  Werte  von 
0  bis  Ä,  so  durchläuft  y  alle  Werte  von  —  1  bis  +  1  ^i^d 


Einleitende  Begriffe. 


13 


X  -»  arc  cos  y 
wird  eine  Funktion,-  welche;  wenn  y  alle  Werte  zwischen  —  1 
nnd  -f  1  durchlänft,  alle  Werte  zwischen  0  und  n  und  jeden 
nur  einmal  annimmt.   Eine  neue  Lösung  der  Gleichung  y^^cosx 
ergieht  sich  wegen  cosa:  -=  C08(2ä  —  x\  nämlich: 

x  =  27C  —  arc  cos  y 
und  alle  Losungen  jener  Gleichung  stecken  in  den  zwei  Formeln: 

X  "B  arc  cos  y  -|~  ^^^ 

Ä  —  —  arc  cos  y  +  2ä;ä, 
in  welchen  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

§  3.  Der  Begriff  der  Grenze. 

18.  Ghrenzwert  bei  waohaendem  x.  Wir  wollen  der  Ver- 
änderlichen X  den  Variabilitätsbereich  aller  reellen  Zahlen  von 
b  bis  a  anweisen,  b  eingeschlossen,  a  ausgeschlossen: 

b^x<a 
und   in   diesem  Bereiche   jedem  Werte   x  einen   bestimmten 
Wert  y  zuordnen,  also  y  zu  einer  Funktion  yon  x  machen. 

Der  nebenstehende  Kurven- 
zug stelle  diese  Funktion  yor. 
Mau  wird  versucht  sein  die  Kurve 
auch  bis  a  fortzusetzen,  und  so 
entstände  eine  Ordinate^.  Diese 
Ordinate  nennt  man  den  Grenz- 
wert, dem  y  oder  f(x)  sich  nähert, 
wenn  x  sich  wachsend  dem  Werte 
a  nähert.  Dieser  Grenzwert  hat 
also  mit  dem  Werte,  der  f{x) 
selbst  an  der  Stelle  a  vorge- 
schrieben ist,  d.  h.  mit  f(a)  gar 
nichts  zu  thun.  An  der  Stelle  x 
gar  nicht  definiert. 


Vig.  8. 


A 


A¥6 


a-h    a 


•  a  ist  ja  die  Funktion  noch 
Vielmehr  wird  Ä  nur  von  den  Werten  f(x) 
abhängen,  welche  die  Funktion  vor  der  Stelle  ^  -*  a  annimmt. 
Die  beiden  folgenden  Figuren  beziehen  sich  auf  andere  Möglich- 
keiten, wie  f{x)  sich  mit  gegen  a  wachsendem  x  dem  Werte  A 
nähern  kann. 
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In  Fig.  8  nähert  sich  f{x)  wachsend^  in  Fig.  9  abnehmend, 
in  Fig.  10  oscülierend  dem  Grenzwerte  Ä.  Das  eben  geschil- 
derte Fortsetzungsgefühl  kommt  daher,  dafs  in  allen  Fallen 
Yor  x^^a  lauter  Ordinaten  liegen,  die  sämtlich  nur  noch  sehr 
wenig  von  A  abweichen. 


Flg.  9. 


Fig.  10. 


a-h 


a 


-OS 


Versteht  man  also  unter  6  eine  kleine  positive  Zahl  und 
zieht  zur  a;- Achse  im  Abstände  A  —  6  und  J.  +  <y  Parallelen 
und  bildet  so  einen  kleinen  Streifen  yon  der  Breite  2tf,  so 
werden  von  einer  bestimmten  Stelle  an  —  in  den  Figuren  ftlr 
alle  X  hinter  a  —  %  —  die  zugehörigen  Kurvenpunkte  in  dem 
Streifen  eingeschlossen  sein.  Ja  sogar,  wenn  man  beliebig 
klein  die  Zahl  <T,  also  auch  die  Breite  2tf  des  Streifens,  vor- 
giebt,  so  kann  man  immer  eine  Stelle  vor  a,  a;  =  a  —  ä 
finden,  so  dafs  fOr  alle  auf  a  —  h  folgenden  Werte  von  x  bis 
zur  Stelle  x^=^a  hin  die  Endpunkte  der  zugehörigen  Ordi- 
naten y  in  den  vorgegebenen  Streifen  hineinfallen,  der  von 
den  Parallelen  zur  a;- Achse  im  Abstände  -4.  +  <y  und  A  —  6 
begrenzt  wird.  Diese  Beob^achtungen  führen  zur  folgenden 
Definition  des  Grenzwertes: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x)  erMU  den 
Grrenmjoert  A,  wenn  x  Us  a  wächst,  so  bedetUet  dies: 

Wird  eine  (beUdng  Meine)  positive  Zahl  6  wülkürlich  vor- 
geschruben,  so  Jcofm  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden^ 
so  dafs: 

.      \f(a^h')-A\<6 

wird  für  jedes  positive  W,  das  kleiner  als  h  ist. 
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Fig.  11. 

y 


-'h 


£inige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erlaatem. 

Beispiel  I.  Wächst  x  von  einer  negativen  Zahl  bis  0, 
so  erhalt  die  Funktion  y  «» rc*  an  der  Stelle  a;  -»  0  den  Grenz- 
wert null. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  wird  bereits  durch  den 
Anblick  der  untenstehenden  Figur  plausibel  gemacht.  In 
der  That;  sei  6  eine  beliebig 
kleine  y  vorgegebene  positive 
Zahl;  etwa: 

fS  _  0,001 ; 

alsdann  wird  nach  der  Behaup- 
tung ^«»O  und  a«0;  es  ist     + 

also  zu  zeigen,  dals  eine  po- 
sitive Zahl  h  gefunden  werden 
kann,  so  daCs 

i(_V)8|<  0,001 
wird  für  jedes  V  <  Ä.     Diese 
Bedingung  ist  aber  erfQllt,  wenn  h  *»  0,1  gesetzt  wird. 
Beispiel  IL    Die  zahlentheoretische  Funktion 

in  welcher  nach  Gaufs  [z]  die  gröfste  ganze  in  x  enthaltene 
Zahl  bedeutet,  erhalt,  wenn  rr  bis  a  »»  3  wächst,  den  Grenz- 
wert 2. 

Das  geometrische  Bild 
der  Funktion  wird  durch  die 
nebenstehende  Fig.  12  gelie-  y  ,„  r^n 

fert.  Die  Kurve  verläuft  so, 
daCs  für  alle  Xj  die  in  den 
Intervallen 

0^a?<l, 

l^a?<2, 

2  ^  a?  <  3,  ... 
liegen,  die  Funktion  y  einen 
im    ganzen    Intervalle    kon- 
stanten  Wert  behält,  nämlich  bezw.    0,  1,  2,  ... .     In   dem 
Endpunkte  jedes  IntervaUes  springt  sie  plötzlich  auf  einen  um 
1  höheren  Wert. 


Flg.  12. 


y 
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Gebe  ich  nun  6  beliebig  klein ^  etwa  gleich  ^  vor,  so 
wird  die  Di£Perenz 

|[3-Ä']-2|  =  0<^ 

für  jedes  %',  welches  den  Bedingungen 
2  ^  3  —  Ä'  <  3 
genügt,  also  für  jedes  positive  V^  welches  kleiner  als  1  ist. 

Beispiel  HL  Nähert  sich  x  vom  Negativen  her  der 
Null,  so  strebt  die  Funktion  y  «=  sin—  überhaupt  gar  keinem 
Grenzwerte  für  a;  —  0  zu. 


Während  nämlich  x  vom  Negativen  her  bis geht, 

nimmt  y  ununterbrochen  ab  von  0  bis  —  1,  in  den  immer 


kleiner  werdenden  Intervallen  von  a;  — bis  x  ^ 


2^ 


von  o;  «=s  —  -—  bis  ic  —  —  ^— ,  u.  s.  w.  schwankt  nun  y  be- 

ständig  zwischen  —  1  und  +  1  hin  und  her,  so  dafe,  wie 
klein  man  auch  das  Intervall  von  a;  =  —  Ä  bis  a?  =  0  nehmen 
mag,  immer  noch  y  •«  sin—  in  ihm  den  Wert  —  1  sowohl 
als  -{- 1  annehmen  kann,  so  dafs  die  Oscillationen  nicht  gegen 
null  konvergieren.  Giebt  man  also  z.  B.  <T  -*  ^  vor,  so  kann 
man  nie  eine  Zahl  h  finden,  so  dafs  für  alle  x  zwischen  —  h 
und  0     sin  —    <  <y  bleibt. 

X 

14.  Grenswert  bei  abnehmendem  x.    Wir  wollen  jetzt  x 
den  Yariabilitätsbereich  erteilen: 

a<x^Cj 
also  a  ausschliefsen,  c  einschliefsen   und   nun  wieder  jedem 
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Werte  x  des  Bereiches  einen  bestimmten  Wert  y  zuordnen, 
so  dals  y  eine  Funktion  von  x  wird.  Denkt  man  sich  die 
Kurvenzüge  der  Figuren  8.  9.  10.  an  der  Ordinate  y  —  -4  ge- 
spiegelt, so  entstellen  zu  ihnen  ganz  symmetrische  Eurvenzüge, 
deren  Ordinaten  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  dem 
Werte  Ä  zustreben.  Sie  geben  dann  ein  Bild  dafür,  wie  eine 
Funktion  f(x)  bei  nach  a  abnehmendem  x  sich  dem  Grenz- 
werte A  nähern  kann. 

Versteht  man  wieder  unter  6  eine  beliebig  klein  vor- 
gegebene positive  Zahl  und  konstruiert  wieder  einen  von  den 
Parallelen  y  =  -4  —  6  und  y  =  Ä  -{•  6  eingeschlossenen 
Streifen,  so  wird  für  jeden  Wert  x,  der  gröfser  als  a,  aber 
kleiner  als  a  -{•  h  ist,  der  Endpunkt  der  zugehörigen  Ordi- 
nate y  =  f(x)  in  den  Streifen  hineinfallen.   Wir  defiaieren  also: 

Definition.  Wenn  man  sagty  die  Funktion  f{x)  erhält 
den  Grenistcert  J.,  t^enn  x  bis  a  abnimmt,  so  bedeutet  dies: 

Wird  eine  {bdiehig  kleine)  positive  Zahl  tf  mükürlich  vor- 
geschrieben, so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

\fia  +  h)-A\<6 
wird  für  jedes  positive  h',  das  kleiner  als  h  ist. 

Nehmen  wir  unsere  früheren  Beispiele,  so  sehen  wir: 

Beispiel  L  Nimmt  x  von  einer  positiven  Zahl  bis  0 
ab,  so  erhält  die  Funktion  y  =«  a;'  an  der  Stelle  a?  =  0  den 
Grenzwert  0. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  lehrt  wieder  fast  schon 
der  blofse  Anblick  auf  die  rechte  Hälfte  der  Figur  11.  Ist  6 
wieder  eine  beliebig  kleine,  vorgegebene  positive  Zahl,  etwa: 

<f  —  0,001, 
so  wird  zu  zeigen  sein,  dals  für  ein  passendes  h: 

|Ä'»|<  0,001 
wird  für  jedes  positive  h,  das  kleiner  als  h  ist.     Auch  hier 
ist  h  es  0,1  das  gesuchte  h, 

Beispiel  IL     Die  Funktion  y  =  [x]  erhält,  wenn  x  bis 
a  «=«  3  abnimmt,  den  Grenzwert  3.     In  der  That  wird 
\[3  +  ¥]-3\^0<ö 

für  beliebig  kleines  positives  6,  wenn  nur  die  positive  Zahl  h' 
kleiner  als  1  ist. 

Serret,  Diff.-  u.  Integral-Bechnung.    I.    2.  Aufl.  2 
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Beispiel  HL  Die  Funktion  y  -«  sin—  erhalt  für  rc  —  0 
auch  dann  keinen  bestimmten  Grenzwert,  wenn  x  vom  Posi- 
tiven her  abnehmend  sich  der  Null  nähert;  denn  auch  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  rechts  vom  Nullpunkte  er- 
reicht sie  die  Werte  +  1  und  —  1. 

1J5.  Grenawert  überhaupt.  In  unseren  drei  Beispielen 
hat  also  die  Funktion  y  *»  f(x)  an  der  gwade  betrachteten 
Stelle  X  '^  a  nur  in  dem  ersten  Falle  einen  bestimmten  Grenz- 
wert, der  denselben  Wert  hat,  von  welcher  Seite  aus  man 
auch  sich  x  dem  Werte  a  nähern  läfst.  Denn  x^  wird  für 
o;  *a  0  in  beiden  Fallen  null,  [x]  hat  zwar  bei  beiden  Rich- 
tungen der  Annäherung  einen  bestimmten  Grenzwert  fClr 
x  SS  3,  aber  dieser  ist  2,  wenn  x  sich  wachsend,  er  ist  3, 
wenn  x  sich  abnehmend  der  Stelle  x^^S  nähert,    sin—  end- 

X 

lieh  besitzt  för  a?  «=  0  weder  bei  der  einen  noch  bei  der 
anderen  Art  der  Annäherung  an  o; ««  0  dort  einen  bestimmten 
Grenzwert.  Nur  von  Funktionen,  welche  wie  x*  an  der  be- 
trachteten Stelle  bei  beiden  Arten  der  Annäherung  denselben 
Grenzwert  hat,  sagen  wir,  sie  besitzen  schlechthin  an  der 
Stelle  X  '^  a  einen  bestimmten  Grenzwert  und  wir  sagen  daher: 

Definition.  „Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x)  liat 
den  Grengtoert  Ä  an  der  Stelle  X'^  a,  so  keifst  dies  f(x)  hat 
sowohl  bei  nach  a  wachsendem  y  als  nach  a  abnehmendem  x  den 
Grenzwert  J.." 

Vergleicht  man  die  fOr  den  Grenz  virert  bei  abnehmendem 
und  wachsendem  x  gegebenen  Definitionen  untereinander,  so 
erkennt  man,  dals  sie  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  dort 
vorkommenden  GröUse  h*  unterscheiden;  daher  kann  die  letzte 
Definition  auch  durch  diese  ersetzt  werden: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  hat  den 
Grenzwert  A  an  der  Stelle  x^^  a,  so  heifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6  vorgeschrieben^ 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 
\f(a  +  h')-A\<6 

wird  für  jedes  von  null  verschiedene  A',  dessen  Betrag  kleiner 
als  h  ist. 
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Betrachten  wir  wieder  unser  Beispiel  a^  an  der  Stelle  0 
und  wählen  6  »^  O^OOl;  so  wird 

|V»|<  0,001 
f&r  jedes  h'y  Ar  welches  |  A'  |  <  0,1  isi 

Hat  eine  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  x^^  a  den  Grenz- 
wert Ay  so  nennt  man  diesen  auch  den  Limes  von  f{x)  fCür 
X  =  a  und  schreibt: 


lim    f{x)'»Ä. 
«  —  a 


Es  ist  also: 


lim    «"  —  0. 
X  —  0 

16.  Funktionen  mehrerer  Verilnderliohen.  Die  vorher- 
gehenden Definitionen  lassen  sich  mutatis  mutandis  auch  auf 
Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  x^x^. , .  ausdehnen.  Ist 
die  Zahl  dieser  Veränderlichen  2,  so  kann  man  zur  geome- 
tiiflchen  Interpretation  greifen,  indem  man  die  2  Veränder- 
lidhen  x^^  x^  durch  Punkte  einer  Ebene  und  den  zu  jedem 
Wertsysteme  x^^  or,  zugehörigen  Funktionswert  y  durch  ein 
Lot  von  der  Lange  y  auf  der  Ebene  {x^  x^)  im  Punkte  {x^  x^) 
repräsentiert.     Setzt  man  allgemein 

a?!  «-s  a|,  ^  C9I  Ol,  . . ., 
so  sagt  man,  man  fixiert  eine  bestimmte  Stelle  für  das  Wert» 
System  x^,  rr,,...    Die  Stelle  oder  das  Wertsystem  rr^,  ^j, ... 
ist  null,  wenn  alle  x  einzeln  null   sind.    Die  Definition  des 
Grenzwerts  lautet  hier  so: 

Definition,  Wenn  man  sagty  die  Fxmktion  f{x^y  ^a;--0 
hat  den  Qrensswert  A  an  der  Stelle  x^  «»  a^,  ^r^  «»  o^, . . .,  so 
heifs  dies: 

Wird  eine  (helid>ig  Meine)  positive  ZM  ö  vorgeschrieben, 
so  Jcann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

|/-(a,  +  V,«.  +  V,---)-^l<<^ 
wird  für  jedes  von  nvdl  verschiedene  Wertsystem  W,  welches  den 
Bedingungen: 

IVKMVK»,... 

genügt. 
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§  4.    Die  Begriffe  +  oo  und  —  oo. 
17.    Endlicher  GhrenEwert  bei  unendlichem  x.    Zeichnet 

mau  sieb  die  Kurve  y  =   v»  ^  erhält  man  zwei  Aste  in  der 

sc 

in  Figur  14  dargestellten  Weise.  Der  den  positiven  Werten 
X  entsprechende  Ast  nähert  sich  mehr  und  mehr  der  Abscissen- 
achsC;  je  gröfser  x  wird,  ohne  sie  jemals  zu  erreichen.    Man 

sagt  daher,  wenn  x  posi- 
tiv unendlich  grofs  wird, 

hat  -i  zum  Grenzwert  null 

und  schreibt 

lim    -\  =  0. 

x^ 

Nimmt  x  von  einem  ne* 
gativen  Werte  aus  immer 
mehr  ab,  so  nähert  sich 
der  andere  Ast  ebenfalls 
immer  mehr  der  o;- Achse, 
ohne  sie  je  zu  erreichen. 

Man  sagt  entsprechend,  -|  hat  den  Grenzwert  null,   wenn  x 

negativ  unendlich  grofs  wird  und  schreibt  : 


lim 


^  =  0. 


Ä  —  — oo 


Schliefst  man  den  Grenzwert  der  Funktion  j/,  also  y  ■=*  0, 
wieder  in  einen  Streifen  ein,  indem  man  im  Abstände  +  ^ 
und  —  6  Parallelen  zur  Abscissenachse  zieht,  so  bleiben  von 
einem  bestimmten  x  an  (in  der  Figur  von  a;  =  +  n,  bezw.  —  n 
an)  die  zugehörigen  Eurvenpunkte  beständig  innerhalb  dieses 
Streifens  und  dies  gilt,  wie  klein  man  auch  die  Zahl  ö  wäh- 
len mf^.    Dementsprechend  definiert  man: 

Definition.     Wenn  man  sagt,  die  FunJcHon  f{x)  hat  den 

Orenetvert  Ä,  wenn  x  his  ['^         .    .      ^,  und: 
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lim   f{x)  a»  -1, 


00 


lim      f{x)  —  A 

Ä  —  —  00 

schreibt y  so  keifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6  vorgesehrieben, 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  n  finden,  so  dafs 
\f(x)-Ä\<if 

ioivd  fiir  jedes  \  ^^  .     |  ä,  dessen  Betrag  n  übersteigt 

In  dem  Beispiele  y  =    ,  sei  6  ^^  0,0001  vorgeschrieben 


Ä' 


nnd  za  zeigen ,  dafs    lim     - ,  -=>  0  ist.     Dann  ist   ein  n   zu 


X  ^  CO 


finden,  so  dais  für  jedes  ^  >  n 

1 


x' 


<  0,0001 


wird.    Das  gesuchte  n  ist  n  =  100. 

18.   Unendlioher  Grenswert  bei  endlichem  x.   Betrachtet 

man  hingegen  y  «»  -^  in  der  Nähe  von  o; »»  0,  so  wird,  wenn 
X  sich  (von  irgend  einer  Seite  her)  der  Null  nähert,  y  immer 
greiser  und  gröfser.  Man  sagt  daher  ~  hat  an  der  Stelle 
^  «a  0   den   Grenzwert  oo.      Würde  man  die  Kurve  an  der 

X '  Achse   spiegeln,    so   entstände   die   Kurve   y »» ^,    die 

Funktion  y  -« j  hätte  für  o;  —  0  den  Grenzwert  —  oo. 

Schreibt  man  bei  der  Kurve  y  »»    ,  eine  beliebig  greise 

X 

positive  Zahl  N  vor,  und  zieht  im  Abstände \^  zur  x  Achse 
eine  Parallele,  so  schneidet  diese  die  Kurve  in  zwei  Punkten, 
deren  Abscissen  die  Länge  h  haben  und  jeder  Abscisse,  deren 
Länge  kleiner  als  h  ist,  entspricht  eine  Ordinate  y,  die  noch 
groDser  als  die  vorgegebene  Ordinate  n  ist.  Demnach  defi- 
niert man: 

Definition.    Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  hat  an  der 

Stelle  X  «^  a  den  Grenzwert  |  _  «>;  wwi  schreibt: 
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lim    f{x)  ■=  I  J^  oo, 


80  keifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  grofse)  positive  Zahl  N  vergeschriebenf 
$0  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden^  so  dafs: 

[-^fia+h')>N 

wird  für  jedes  von  NuU  verschiedene  A',  dessen  Betrag  Meiner 
als  h  ist. 

19.     UPOTdUoher  Grenawert  bei   unendliohem  x.     Die 

Funktion  y  «  ar^,  deren  Eurrenbild  in  Figur  5  dargestellt  ist, 
hat  für  a?  -»  +  ^3^  den  Grenzwert  +  <x>,  für  a? «-«  —  oo  den 
Grenzwert  —  cx>.  Würde  man  die  Kurve  an  der  y- Achse 
spiegeln  y  so  entstände  das  Bild  der  Funktion  —  x^  und  diese 
weist  für  ic  =  +  <^  ^^^  Grenzwert  —  oo,  für  a?  —  —  oo  den 
Grenzwert  -f"  <^  ^^^'  Genau  so  wie  in  den  vorhergehenden 
Fällen  führt  diese  Beobachtung  zu  der  Definition: 

Definition.     Wenn  man  sagt^  die  Funktion  f(x)  hat  für 

{  den  Grenmjoert  +  oo  ( —  <x>)  und  schreibt: 

a:—  —  cx>  I        V         / 

lim    f{x)  -=  cx>,  (—  <x>), 

{x^  —  00 

SO  keifet  dies: 

Wird  eine  (beliAig  grofse)  positive  Zahl  N  vorgeschrieben, 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  n  finden^  so  dafs: 
+  ax)>N,(-f{x)>N) 

wird  für  jedes  \         y     ^9  dessen  Betrag  n  übersteigt 

Natürlich  giebt  es  auch  Funktionen,  welche  auch  fBr 
a;  "B  cx)  keinen  bestimmten  (endlichen  oder  unendlichen)  Grenz- 
wert haben;  sina;  schwankt,  wie  grofs  auch  x  werden  mag, 
zwischen  den  Grenzen  +  1  ^^^  —  1;  die  es  immer  wieder 
erreicht,  hin  und  her;  ein    lim    sina;  existiert  also  nicht. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorhergehenden,  dals  die  Symbole 
-|-  00  und  —  00  manche  Eigenschaften  mit  den  Zahlen  ge- 
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mein  haben.  Da  sie  aber  ift  anderen  Punkten  durchaus  nicht 
ihren  Gesetzen  gehorchen,  werden  wir  sie  iiicht  als  Zahlen 
bezeichnen  dürfen.  Wenn  daher  im  Folgenden  von  Zahlen 
die  Rede  ist,  oder  Buchstaben  a  . . .  eingefOhrt  werden,  sollen 
die  Symbole  +  oo  und  —  oo  stets  ausgeschlossen  sein. 

§  6.    Stetigkeit. 

20.    Stetigkeit  von  Funktionen  Biner  Verimderllohen. 

Betrachten  wir  die  bisher  gezeichneten  Kurven  an  denjenigen 
Stellen,  an  welchen  wir  sie  untersucht  haben  der  Reihe  nach 
und  beginnen  mit  [x\,  so  macht  diese  Funktion  an  der  Stelle 
X  «B  3  (und  ebenso  für  jeden  anderen  ganzzahligen  Wert  vou  x) 
einen  Sprung  (vgl.  Fig.  12),  sie  wird  dort  unstetig,  sie  hat  au 
der  Stelle  o;  -=>  3  nicht  denselben  Grenzwert,  je  nachdem  x 
wachsend  oder  abnehmend  in  die  Stelle  x=^S  hineinrückt. 
Noch  weniger  hat  sin  —  (Fig.  13)  an  der  Stelle  x  ==*0  einen 
bestimmten  Grenzwert ,  auch  diese  Funktion  wird  man  nicht 
als  stetig  in  o; «»  0  bezeichnen  wollen.  Die  Funktion  y  ««  -, 
besitzt  für  o;  -»  0  zwar  einen  bestimmten  Grenzwert  (Fig.  14), 
aber  dieser  ist  unendlich  grofs  und  deshalb  wird  auch  y  «»  -, 
an  der  Stelle  x  «=  0  nicht  stetig  genannt  werden  können. 
Damit  also  eine  Funktion  f(x)  allgemein  an  der  Stelle  x  »^  a 
stetig  genannt  werden  darf,  ist  jedenfalls  notwendig,  dafs  f(x) 
an  der  Stelle  x  ^^  a  einen  bestimmten,  endlichen  Grenzwert 

besitzt: 

lim    f(x)  =  A. 
o;  —  a 

Diese  Bedingung  erfüllt  z.  B.  die  Funktion  x^  für  2; »»  0 
(vgl.  Fig.  11).  An  dieser  Stelle  besitzt  x^  einen  ganz  be- 
stimmten Grenzwert.  Aber  noch  mehr,  dieser  Grenzwert  ist 
genau  gleich  dem  Zahlenwerte,  welchen  0^  erhält,  wenn  man 
einÜEUsh  x -» 0  in  den  Ausdruck  der  Funktion  a?  einsetzt; 
denn  der  Grenzwert  ist  ebenso  wie  der  Funktionswert  für 
o;  —  0  gleich  nuU.  In  der  That  verläuft  auch  die  Kurve 
y  Bsax^  im  Punkte  a;  —  0,  wie  der  blofse  Anblick  lehrt,  ganz 
stetig.    Wir  werden  deshalb  als  eine  zweite  Bedingung  für  die 
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Stetigkeit  die  einfahren,  dafs  der  Grenzwert  von  f(x)  für  a? "»  a 
gleich  f{a)  selbst  ist.     Also: 

A^fia). 

Wie  notwendig  diese  zweite  Bedingung  ist,  lehrt  ein  sehr 
einfaches  Beispiel,  welches  an  unsere  Funktion  x^  anknüpft. 
Wir  definieren  eine  Funktion  y  =«  qp(a;),  indem  wir  festsetzen 
q>{x)  soll  für  jedes  von  null  verschiedene  x  denselben  Wert 
wie  x^  haben,  nur  für  x  =*0  setzen  wir  q>(x)  —  7.  So  will- 
kürlich diese  Mafsregel  ist,  das  so  konstruierte  fp(x)  fällt  unter 
den  BegriflF:  „FunkHon  von  x".  Das  Kurvenbild  von  y  =^  fp(x) 
wird  genau  das  der  Figur  11  sein,  nur  für  x  ^>^0  springt  die 
Ordinate  auf  den  Wert  y  =  7.  Für  diese  Funktion  q)(x)  bleibt 
also 

lim    q>(x)  =  0 
aj  «■  0 

denn  der  Grenzwert  von  tp(x)  tilr  x  ^0  hängt  ja  nur  von  den 
Werten  in  der  Nähe  von  a;  =  0  ab  und  diese  stimmen  sämt- 
lich mit  denen  von  x^  überein.     Aber  es  ist: 

9»(0)-7 

denn   das   haben  wir  ja   festgesetzt.     Es  ist  also  hier  zwar 

lim  f(x)  =»  A  ein  bestimmter  Wert;  dieser  ist  aber  verschie- 
X  ^  a 

den  von  f(a)  und  dem  entspricht,  dafs  das  geometrische  Bild 

der  Kurve  y  =  ip{x)  an  der  Stelle  0  eine  Unstetigkeit  aufweist. 

Also  erst  die  Bedingungen 

lim  f{x)  =-  ^  =  f{a) 
Ä  =»  a 

charakterisieren  mathematisch  ausreichend  die  Forderung,  dafs 
f{ic)  an  der  Stelle  a  stetig  ist  und  wir  definieren  daher  jetzt 
ganz  kurz: 

Definition.  Wenn  wir  sagen,  die  Funktion  f(x)  ist  stetig 
an  der  Stelle  a;  «=  a,  so  heifst  dies,  sie  hat  für  a:  =  a  einen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert  und  dieser  Grenewert  ist  f{a). 

Erinnert  man  sich  der  Bedeutung  der  Ausdrucksweise: 
eine  Funktion  besitzt  an  einer  bestimmten  Stelle  einen  ge- 
wissen endlichen  Grenzwert,  so  kann  man  die  Definition  der 
Stetigkeit  auch  so  fassen: 
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Definition.  Wenn  wir  sagen y  die  Funkticn  f(x)  ist  stetig 
an  der  Stdle  x  »=»  a,  so  Keifst  dies: 

Ist  6  eine  (heliAig  Mein)  vorgegebene  positive  Zahl,  so  kann 
man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,,  so  dafs: 

\f(a  +  h')-fia)\<6 
wird  für  jedes  K',  dessen  Betrag  .kleiner  als  h  ist 

2L  Stetigkeit  von  Funktionen  mehrerer  Vei^Lnderliolien. 
Analog  definiert  man  die  Stetigkeit  der  Funktionen  mehrerer 
Veränderlichen  so: 

Definition.  Wenn  man  sagt  die  Funktion  /"(ar,,  x^,  ...) 
ist  stetig  an  der  Stelle  x,  ■»  a^,  x^  «=>  ag,  . .  •>  so  heifst  dies,  sie 
hat  an  dieser  Stelle  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  und 
dieser  Orenewert  ist 

Hiermit  deckt  sich  die: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x^,  x^,  ...) 
ist  stetig  an  der  Stelle  x^  «=»  a^,  x^  '^  a^,  . . .,  so  heifst  dies: 

Ist  6  eine  (beliebig  klein)  vorgegä)ene  positive  Zahl,  so  kann 
man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 

|/-(a,+V,  a,  +  V,--.)-/'(«.«.-.-)l<* 
tcird  für  jedes  Wertsystem  (h^  h^  . . .),  welches  den  Bedingungen: 

I  V  i  <  *;   I  ^'2  !<*;••  • 

genügt. 

22.  Bin  allgemeiner  Sata.  Sind  f^,  f^,  -  >  ^fn  Funktionen 
von  Xi,  x^,  ...  Xm,  die  an  der  Stelle  Xi  =•  aj,  rc^  =  Oj,  ...  Xm 
=  Om  stetig  sind  und  dort  die  Werte  b^,  bz,  . . .  6n  annehmen 
und  ist  g  (y^,  y^,  ...  y«)  an  Stelle  y^  =  b^,  y,  —  b^,  ...  y,  —  &• 
stetig,  so  ist  auch  g{f^,  f^,  ...  /*„)  eine  Funktion  von  x^  ...x^, 
welche  an  der  Stelle  x^  —  a^,  a;,  =  aj,  . . .  a;«  «=»  «m  stetig  ist. 

Ist  6  eine  vorgeschriebene  positive  Zahl^  so  läfst  sich 
eine  positive  Zahl  k  finden,  so  dafs: 

\9iy17  •••  yn)—g(b^  ...  bn)\<(f 
wird  fOr  jedes  Wertsystem  y,  welches  den  Bedingungen  ge- 
nügt: 

|yi-6J<Ä,  !y2-62l<*,  •••  \yn  —  bn\<k. 
Denn  ^(yi  • . .  y«)  ist  ja  an  der  Stelle  yi  =  61,  . . .  y«  =  6n  stetig. 
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Aber  jedes  y  —  f(Xi . .  .Xm)  ist  an  der  Stelle  ^  «-  a|,  . . .  d^ 
«=  (hn  stetig  und  nimmt  dort  einen  der  Werte  b  bsl  ALio 
läXst  sich  eine  positive  Zahl  h  finden^  so  deSa  &Lc  jedes  f: 

I  f(Xi  ...Xm)—  f{a^  . . .  Om)  I  <  * 
wird,  sobald: 

I  «1  —  «1  I  <  Ä;  •  •  •  I  «"m  —  a«  1  <  Ä 
ist.    Folglich  läTst  sich  zu  jeder  vorgeschriebenen  positiven 
Zahl  6  eine  Zahl  %  finden  ^  sodals: 

\9i.fx(<>:)-.'fnix))-g{f,{a)...Ua))\<6 
wird  für  jedes  Wertsystem  x^  welches  den  Bedingungen 

I  ^1  —  «1  I  <  Ä;   •  •  •    \Xm  —  am\<h 

genügt.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

28.  Beispiele  von  stetigen  Funktionen«  a.  Bas  Produkt 
von  X  und  einer  Konstanten  G,  also  Cx  ist  für  jeden  Wert  x 
eine  stetige  Funktion  von  x. 

Zeichnet  man  sich  die  Kurve  y  «»  Cx^  so  ist  diese  eine 

im  Winkel  arctg  C  gegen  die  positive  Richtung  der  rc- Achse 

geneigte  gerade  Linie,  welche  an  keiner  Stelle  eine  Unstetig- 

keit  aufweist.    Der  exakte  Beweis  für  den  Satz  liegt  in  der 

Thatsache^  dab    lim  Cx  «»  Ca  ist     um    aber   dies   zu  er- 

X  ^^  a 
kennen y   braucht  man  nur  eine  positive  Zahl  h  zu  finden^  so 

dals  C7  •  (a  +  Ä')  —  Ca  «=■  CA'  absolut  kleiner  wird  als  irgend 

eine  vorgegebene  positive  Zahl  ö,  wenn  nur  \h'  \<h  ist.   Die 

gesuchte  Zahl  h  ist: 

b.  Eine  Konstante  C  ist  für  jeden  Wert  x  eine  stelige 
FurJction  von  x. 

Die  Kurve  y  ^=C  ist  eine  im  Abstände  C  zur  a;- Achse 
gezogene  parallele  Gerade  und  läfst  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung bereits  sehr  wahrscheinlich  erscheinen.  Diese  ist 
aber  auch  sofort  erwiesen;  denn  für  jede  Zahl  a  ist 

und  für  jedes  K  auch: 

/•(o  +  Ä')  =  C, 
mithin  ist  immer: 


Einleitende  Begriffe.  27 

iZ-Ca  +  Ä') -/•(«)  1-0; 
und  dies  ist  gewÜB  kleiner  als  irgend  eine  positive  Zahl  tf. 

e.  Xi^x^istan  jeder  Stdle  o^  «-  a|,  ^  —  Og  eine  stetige 
FunkHon  wm  x^  und  x^ 

Geometrisch  wird  der  Verlauf  der  Funktion  y  *—  ^  +  ^ 
durch  eine  Ebene  dargestellt,  die  durch  den  Eoordinatenanfang 
hindurchgeht  und  gegen  die  Achsen  in  leicht  2u  bestimmen- 
der Weise  geneigt  ist  Die  Anschauung  laust  an  keiner  Stelle 
der  Ebene  eine  Unstetigkeit  erkennen. 

Ist  in  der  That  tf  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene 

positive  Zahl  und  setzt  man  A  *»  y»  ^o  ^^<1  ^^  jedes  Wert- 
system {x^j  rCg);  welches  den  Bedingungen  jo^i  —a|  |<A,{rC| — (h\'*^^ 
genügt,  auch: 

I  (^1  +  ^f)  -  («1  +  ö«)  l<  I  ^i  -  «1 1  +  I  ^  -  «>  |<2Ä-<f. 

d.  Sind  fi  (xi.. ,  Xm)  und  f^  (a^i . . .  x^)  an  der  Stdle 
Xi  1B  Ox;  ...  Xn^'^  Om  stetig,  so  gilt  Oleiihes  van  ihrer  Summe: 

f\  \Xi  .  .  .  Xm)  +  t%  \pl  •  •  •  ^my* 

Setzt  man: 

^1  —  A  (^  •  •  •  ^))   ^1  —  ^l(«l  •  •  •  «m) 

und 

so  sind  laut  Annahme  f^  und  f^  an  der  Stelle  x^'^  a^,  ,  .. Xm 
-»  Om  stetig  und  nehmen  dort  die  Werte  b^ ,  b^  an.  yj  -f  y, 
ist  aber  nach  dem  vorigen  Satze  gewifs  an  der  Stelle  y^^^b^, 
y,  SB  6,  stetig.  Also  greifen  die  Voraussetzungen  von  22 
Platz  und  es  folgt,  dafs  auch 

gifi.Q'-fi  +  n 

an  der  Stelle  x^  '^  a^,  . . .  Xm  '^  Om  stetig  ist. 

e.  Sind  f^,  ^,  ...  fn  an  der  Stelle  a?i  =  ai, . . .  a;„  =  a», 
stetig,  so  gut  Gleiches  von  ihrer  Summe:  /i  +  ^j  +  •  •  •  +  /!•. 

Ist  der  Satz  bereits  für  f^,  /'s  . .  ./ii  — i  bewiesen,  so  weifs 
man,  dais  /i  +  /i  +  •  •  •  ^ _ i  an  der  Stelle  a^^  —  a,, . . .  a?«  —  »m 
stetig  ist.  Gleiches  gilt  von  fn,  also  nach  d.  auch  von 
/i  +  ^  +  •  •  •  +  A-i  +  A.  Nun  gilt  der  Satz  für  «  =  2, 
also  gilt  er  auch  für  n  —  3,  u.  s.  w. 
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f.  Das  Produkt  x^  X2  ist  an  jeder  Stelle  iCi  «=  «i,  a?»  "=  «» 
eine  stetige  Funktion  van  x^  und  x^. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  laTst  zunächst  die  geo- 
metrische Anschauung  yermuten.  Die  Gleichung  y  =^  x^x^ 
stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vor  und  das  Modell  eines 
solchen  läfst  keinerlei  ünstetigkeiten  erkennen. 

Thatsächlich  ist  zunächst  unmittelbar  klar,  dafs  x^  x^  m. 
der  Stelle  x^^^O,  x^^^O  stetig  ist.  Denn  setzt  man  &  es  |  y^  |^ 
so  wird  \xi  x^\<ö  für  jedes  Wertepaar  x^^  x^y  das  den  Be- 
dingungen \x^\<hy  I  oTg  1  <  Ä  genügt,  a?!  x^  ist  aber  auch 
an  jeder  anderen  Stelle  x^  ^^  a^y  o;,  =  a,  stetig.  Denn 
{x^  —  a,)  {x^  —  a^  ist  gewifs  an  dieser  Stelle  stetig.  Nach  a. 
sind  aber  auch  a^  x^  und  a^  x^,  nach  b.  auch  —  a^  a,  an  der- 
selben Stelle  stetig.     Also  ist  nach  e.  auch  die  Summe 

x^  x^  =  (Xi  —  ttj)  (rCg  —  a^)  +  ßi  ^Jj  -f-  a^  x^  —  a^  a^ 

an  derselben  Stelle  stetig,  w.  z.  bw.  w. 

Mit  Hülfe  von  No.  22  schliefst  man  analog  wie  bei  d.: 

g.  Sind  /i  (a?! . . .  a;«)  und  /i  (rcj  . . .  Xr^  an  der  Stelle 
Xi==>  ttij  . . .,  Xm"^  am  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  ihrem  Pro- 
dukte fi  (x)  •  f^  (x). 

Und  durch  den  Schlufs  von  n  auf  «  +  1  ergiebt  sich 
wie  bei  e.: 

h.  Sind  /i,  /i, . . .  fn  an  der  Stelle  aJi  =•  a,,  . . .  a?«  —  Om 
stetig y  so  gilt  Gleiches  von  ihrem  Produkte:  fif^-'-fn- 

Da  eine  Eonstante  C  ebenso  wie  x^,  x^.-.Xm  für  alle 
Stellen  a^i  *»  <7i;  •  • .  x^^^^  a^  stetig  ist,  so  gilt  Gleiches  von 
einem  Produkte  von  beliebig  vielen  dieser  Funktionen: 


C-Xy^'^X. 


«1 


2 


Addiert  man  irgend  eine  endliche  Anzahl  solcher  Tenne,  so 
entsteht  wieder  eine  stetige  Funktion  der  x\  dafs  heifst: 

i.   Eine  ganze  rationale  Funktion  ist  überall  stetig. 

Femer  gilt  der  Satz: 

k.    —  is^  stetig  an  jeder  Stelle  x  ^^^  a,  die  von  null  ver- 

SS 

schieden  ist. 

Setzt  man  x  —  a  «=^h' y  so  wird: 
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J 1 

X         a 

Setzt  man  nun 

A  — 


LVL  _^ \h- 


ala  +  Ä'i  ^  ia|(|a,-|V,)' 


la« 


wo  <s  eine  yorgeschriebene  (beliebig  kleine)  Zahl  ist,  so  wird 
fOx  jedes  h' ,  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist: 

1"   1^  lH-|a,« 
d.  i. 


|a|(|a|-!Ä',) 
Also  wird  dann  fOr  |  A'  {  <  A  aacb: 


<<f. 


X         a 


1       _   1 


<(f. 


1.  J«^  /'(a?!  Xj . . .  rcm)  ö«  der  Ä^ßß  a?i  —  a^,  . . .  a:«  =  o« 
s^%  und  von  null  verschieden  ^  so  gilt  Gleiches  von  77 r  • 

Der  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorigen  und 
von  22. 

Ist  daher  f(x^ . . .  rtVn)  eine  ganze  rationale  Funktion,  so 
ist  Y  stetig  an  allen  Stellen,  an  welchen  f  nicht  null  ist. 
Jai  g(x^  . . .  x^  eine  zweite  ganze  rationale  Funktion,  so  ist 
diese    überall    stetig,    also   ist   nach    g.    das    Produkt   g  •  y 

stetig  an  allen  Stellen,  an  welchen  f  nicht  verschwindet    Mit- 
hin gilt  der  Satz: 

m.  Jede  rationale  Funktion  ist  stetig  an  allen  Stelleny  an 
welchen  ihr  Nenner  nicht  verschwindet. 

n.  Wenn  die  Funktion  f(x)y  während  x  aUe  Werte  des 
Intervaües  a^x^h  durchläuft,  beständig  wachsend  alle  Werte 
von  A  bis  B  annimmt,  und  immer  einen  bestimmten  endlichen 
Wert  behält,  so  ist  sie  stetig  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Inter- 
vaües von  a  bis  b. 

Ist  X  ^s^  Xq  irgend  eine  Stelle  im  Iimeren  des  Intervalles 
von  a  bis  i,  rcj  >  x^  eine  zweite  solche  Stelle,  so  bilde  man 
die  Differenz 

f{!^i)—f{^^  =  ^' 
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Dann  ist  r  positiv.  Ist  nun  6  eine  vorgeschriebene  positive 
Zahl;  so  kann  erstens  sein 

t  ^6 
Alsdann  setze  man  ar^  "»  ^o  +  ^i*   Alsdann  ist  bereits 

für  jedes  positive  h\  das  kleiner  als  \  ist.  Ist  dagegen  etvei- 
tens  t>  6,  so  wird  nach  Voraussetzung,  wahrend  x  alle  Werte 
zwischen  Xq  und  Xi  durchlief,  f(x)  —  /"(a^o)  beständig  wachsend 
alle  Zahlen  von  0  bis  r  passiert  haben.  Für  eine  bestimmte 
Stelle  a;  ==  a^Q  +  Ä^  zwischen  x^  und  x^  wird  daher  jene  Diffe- 
renz auch  den  Wert  6  angenommen  haben  und  für  jedes  po- 
sitive h\  das  kleiner  als  Aj  ist,  wird  dann  wieder: 

.  o<f{x,+h')-ax,)<tf. 

Betrachtet  man  ebenso  eine  Stelle  x^  <  Xq,  so  findet  man 
eine  positive  Zahl  h^,  so  dafs  •    • 

0<f(Xo)-f(x,-h')<6 
wird  für  jedes  positive  %',  das  kleiner  als  h^  ist.  Nimmt  man 
daher  h  gleich  der  kleineren  der  beiden  Zahlen  A^  und^,  so  wird 

\nx,  +  h')-f(x,)[<6 

für  jedes  A',  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist  f(x)  ist  also 
stetig  an  der  Stelle  ar ««  a?Q. 

Vertauscht  man  f{x)  mit  —  f(^),  so  ergiebt  sich  sofort: 
0.  Wenn  die  Funktion  f(x),  wahrend  x  aUe  Werte  von 
a  bis  b  durchiäufly  beständig  abnehmend  alle  Werte  von  Ä  bis  B 
annimmt,  und  dabei  immer  einen  bestimmten  endlichen  Wert  be- 
hott,  so  ist  sie  stetig  an  jeder  Stdle  innerhalb  des  IntervaUes 
von  a  bis  b. 

Aus  den  letzten  beiden  Sätzen  ergiebt  sich  sofort: 

p.  Die  Funktion  a*  ist  stetig  an  jeder  Stelle  ar,  u;enn  a  eine 
positive  Z(M  ist. 

Ist  a  >»  1,  so  ist  die  Function  konstant  1,  wir  kommen 
auf  eine  Trivialität  und  den  bereits  bewiesenen  Satz  b. 

Ist  a>  1,  so  gilt  für  jedes  noch  so  grofse  Intervall,  in 
dem  man  x  variieren  läfst,  der  Satz  n.;  deim  für  a  >  1  wächst 
a'  beständig;  ist  a  <  1,  so  nimmt  a'  beständig  ab,  und  es 
gilt  der  Satz  o. 
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q.   Die  Funktion  sino?  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 
In  dem  Intervalle  von  0  bis  ^    wächst  der  Sinus^  es  gilt 
Sats  D.,  Yon  -^  bis  %  nimmt  er  ab,  es  gilt  Satz  o.    sino;  ist 


n 


also  gewÜB  an  jeder  Stelle  Kwischen  0  mid        und  zwischen 
-Y  und  %  stetig.    Er  ist  aber  auch  an  der  Stelle  ^  ""  »  stetig, 


denn  sinx  nähert  sich  mit  gegen  y  wachsendem  x  sowohl 
als  mit  gegen  -^  abnehmendem  o?  dem  Grenzwerte  Imid  gleich- 
zeilig  ist  sin  Y  —  1.  Analog  erkennt  man,  dars  er  auch  in 
0  und  X  stetig  ist.    Die  Formeln 

sin  (2«  —  a:)  "»  sin  o;,  sin  a;  —  sin  (a:  +  2  far) 
lehren  jetzt,  dafs  er  auch  fELr  alle  anderen  aus  dem  Intervalle 
0  ^x^x  heraustretenden  x  stetig  ist. 

r.  Die  Funktion  cos  x  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 

Es  ist  cosa?  -■  sin  (y  —  xj. 

s.  Die  Funktionen  tg  x  und  ctg  x  sind  stetig  an  jeder  Stelle, 
die  von  (2k  -f-  1)  y  beew.  k%  verschieden  ist,  k  bedeutet  eine 
ganze  Zahl. 

Es  ist: 

.  sin  X        .  cos  X 

toafszs ctttX'^    , 

^  cosa;'       ^  sin« 

Der  Quotient  zweier  stetigen  Funktionen  ist   stetig  an 

jeder  Stelle,  an  der  der  Nenner  nicht  null  ist  (1.)  cos  a;  wird 

aber  null  far  a;  «■  {2k  +1)  y  und  sin  a?  für  a;  —  ht, 

t.  Die  Funktion  *log  x  ist  für  jeden  positiven  Wert  stetig, 

Ist,  um  die  Ideen  z,\x  fixieren  a  >  1 ,  so  nimmt  ^log  x 
bestandig  wachsend  alle  reellen  Zahlenwerte  an,  wenn  x  von  0 
ani^ehend  wachsend  alle  positiven  Zahlen  durchläuft.  Es 
findet  also  Satz  n.  Anwendung.     Ist  a<l,  so  gilt  Satz  o. 

u.  Die  cyclometrischen  Funktionen  sind  stetig  für  alle  Werte 
X,  für  die  sie  definiert  sind. 

Geht  X  von  —  1  bis  +  1,  so  durchläuft  arcsina;  bestän- 
dig wachsend  alle   Zahlen  von  —    -  bis  +  y,  arccosrc  be- 
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ständig  abnehmend  alle  Zahlen  Ton  %  bis  0.    Beide  sind  also 

nach  n.  und  o.  stetig  für  alle  Werte  x  zwischen  —  1  und  +  1. 

Durchläuft  x  wachsend  alle  reellen  Zahlen,  so  durchläuft 

arctg  X   beständig   wachsend   alle  Werte   von  —  -^-  bis  +  -- , 

arc  ctg  X  beständig  abnehmend  alle  Werte  von  %  bis  0.    Beide 
sind  also  nach  n.  und  o.  stetig  an  jeder  Stelle  x. 


§  6.    Das  Bechnen  mit  Grenzwerten. 

24.  Beohnungsregeln  für  den  Limes. 

Ist  g  eine  Punktion  von  j/i,  y^  -  "Vn,  welche  an  der  Stelle 
y^  ^=bi^  ...  ffn'^'hn  Stetig  ist,  so  ist  bekanntlich  an  der 
Stelle  yi  =  6i,  ...  y«  —  &»: 

limSf(yi,  y, . . .  y«)  =y(&i,  6,,  . . .  K). 
Sind  nun  die  y  noch  Funktionen  von  x^  . , .  Xmi 
Vi  =  /i  («1  •  • .  ^m),  . . .  y«  =  A  (a?i . . .  fl?m), 
welche   an   der    Stelle  aj^  =  a, ,  . . .  x«  =»  Om  die   Grenzwerte 
6i,  62  •  •  •  &«  haben,  so  ist  für  alle  f  an  der  Stelle  a: 

lim f(x^  ...Xjn)  =  h 
und  daher: 

lim^(yi,  yj . . .  y,)  =  ^(lim/;,  . . .  lim/;) 
oder  auch: 

lim^(/;,  /i.../;)=5f(lim/i,  ...  lim/«) 
Die  Limites  beziehen  sich  jetzt  auf  beiden  Seiten  darauf,  dals 
(rcj . . .  Xm)  in  die   Stelle  (a,  .  . .  Ob»)  hineinrücken   sollen.    Es 
gilt  also  der  Satz: 

Wenn  die  Funktionen  /\  (a^  . . .  a?m)  . .  .fn(xi. . .  x„)  an  der 
Stelle  a?!  =  fli . . .  a:^  =  ÄTO  bestimmte  endliche  Grenrnjoerte  6^ . . .  6» 
hesitfsen  und  g{jf^  ...  y«)  ak  FtifiÄ^io«  der  y  an  der  Stelle 
y^  «=  ij . . .  y«  «=  6n  5fc%  ist,  so  ist  an  der  Stelle  a^i  =  äj  ,  . .  .Xm 
—  a«limj(/i,  ^8.../;)=^ (lim/;,  ...  lim/;). 
Ist  z.  B.  ^  =  y^  +  y„  so  folgt: 

a)  lim  (/;  +  Q  =  lim  /;  +  lim  f^. 
in  Worten: 

Wenn  /\  (iCi  . . .  a?;,»)  «wd  /^  (a?,  . . .  a:,„)  an  der  Stelle 
a?!  —  Oj  ...  a;,„  =  Oot    hestimmte   endliche    Qrenewerte   besüjseny 
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so  ist  der  Limes  der  Summe  von  fi  und  f^  gleich  der  Summe 
der  Limiks  von  f^  und  f^. 

Unter  derselben  Yoraossetznng  ergiebt  sieb: 

b)  lim  c  '  f       "»  c  •  lim  /*,  wo  c  eine  Eonstante  bedeutet 

c)  lim  (/i  •  f^)  «»  lim  /i  •  lim  f^  in  Worten: 

Der  Limes  eines  Produktes  ist  gleich  dem  Produkte  der 
Limites. 
Und,  weim  nocb  lim  f^^O  ist: 

d)  Um  -§-  —  y^  in  Worten: 

Der  Limes  eines  Quotienten  ist  gleich  dem  Quotienten  der 
Limites. 
Überhaupt  gilt  nach  23  i.: 

Wenn  /",,  f^-  "fm  «»  der  SteUe  Xj  =»  Oj . . .  Xm  —  «m  he- 
stimmte  endliche  Grenswerte  besitzen  und  g  eine  ganze  rationale 
Funktion  bedeutet,  so  ist: 

limjr(/;.../;)— 5f(lim/;,  ...  lim/«). 

26.   Bestimmung  des  Grenswerts  duroh  Binengung. 

Von  Wichtigkeit  ist  der  folgende  Satz,  den  wir  der  Be- 
quemlichkeit halber  nur  für  Funktionen  Einer  Veränderlichen 
aussprechen,  obwohl  es  evident  ist,  dalis  er  ebenso  für  beliebig 
viele  Veränderliche  gilt. 

Ist  lim  f(x)  —  A  und   lim  g{x)  ^m  A  und  für  aUe  Werte 
X  ^  a  X  '^  a 

X  in  hinreichender  Nahe  rechts  und  links  von  a  f{x)  ^  ip{x)  ^  g{x)^ 

so  ist  auch    lim    q){x)  —  A. 
X  ^^  a 

Nach  Voraussetzung  ist  für  irgend  ein  0: 

\f(a  +  h')-A\<if,  \g{a  +  h')-Ä\<6 

für  alle  h',  deren  Betrag  kleiner  als  eine  gewisse  Grölse  h  ist 
Also  wird: 

-<f<f(a  +  h')-'A<6     ^a<cg(a  +  h')^A<6. 
Nun  folgt  aber  aus: 

f(a  +  h')^fp(a  +  h')^g(fl-\-h') 
f(a  +  A')  -A^ip(a-i-  A')  —  A^g(a  +  Ä')  —  ^ 
Also 
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—  0<ip(a  +  V)  —  A<6]\(p{a  +  h')'-Ä\<6 

d.  i. 

lim    q)(x)  —  Ä. 
a;  —  a 


26.   Anwendung. 

I 


Es  ist  bekaantlicli  för  O^x^^ 


Also  ist  auch: 

^      ^  sin  o; 
cosx  smx^x^-^^^ 

und  daher: 

^     X    ^     1 

cos  rc  <C  — —  ^ 

=  sm  a?  —  cos  a: 

Da  aber    lim   cosa;  —  1   und    lim    ——  ■■  1  ist,  so  ist  auch: 

A  .^  /\   COS  3S 


und  also  auch 


lim      .^-1 
a:-0«^^ 


..        sina;        . 
hm    -— -  ■«  1 . 

aj-0     * 
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Der  erste  Diflerentialqnotient  der  Fimktionen 
einer  nnabMngigen  Yariabelen. 


y 

^^ 

A 

9 

0 

/ 

'    i 

r     * 

§  1.  Die  abgeleitete  Funktion. 

87.  Definition  der  Attleitiing.     Gegeben  sei  eine  Funk- 
tion f(x),  die  fELr  alle  Zahlen  z  in  einem  bestimmten  Inter- 
yalle  definiert  ist    Die  nebenstehende  Figur  mag  den  Verlauf 
der  Funktion  geometrisch  yersinnlicheo. 
Ist  a:  (—  OP)  ein  bestimmter  Wert  ^  '^^ 

der  unabhängigen  Veränderlichen,  so 
ist  f{x)  (—  MP)  der  augehörige  Funk- 
tionswert. Lassen  wir  jetzt  x  um  eine 
(positive  oder  negative)  Zahl  zunehmen, 
etwa  um  h  (—  PP*),  so  wird  f(x  +  h) 
(—  M'P^  der  zax  +  h  (««■  OP')  gehörige  Funktionswert  sein. 
Der  Zuni^me  h  (—  MQ)  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
entspricht  also  die  Zunahme  fix-^-h) — f{pS)  (■— JM'^)  der 
Funktionswerte.     Der  Quotient  beider  Zunahmen  wird  also: 

eine  bestimmte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  x  und  %. 

(.Bf  0\ 
'MO/   ^®*    ^^^   Tangens    des 

Winkels,  welchen  die  Sehne  MM'  mit  der  positiven  Richtung 
MQ  der  Abscissenachse  bildet.    Besitzt  nun  f(Xf  h),  als  Funk- 
tion von  h  betrachtet,  an  der  Stelle  A  -»  0  einen  bestimmten 
Grenzwert^  so  vrird  dieser  eine  Funktion  von  x  allein: 
\imr{x,h)'^f{x). 
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Dieser  Grenzwert  heifst  nach  Lagrange  die  Ableitung  der 
Funktion  f{x)  und  wird  ebenfalls  nach  Lagrange  einfach  mit 
f(x)  bezeichnet. 

Geometrisch  giebt  er  den  Tangens  des  Winkels,  welchen 
die  Tangente  MB,  im  Punkte  M  an  die  Kurve  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  n;- Achse  bildet.  Denn  wenn  h  in  die  Null 
hineinrückt,  rückt  M'  nach  M  und  die  Sehne  Jlf'Jlf  dreht  sich 
um  Mj  bis  sie  in  die  Lage  MB  kommt. 

Man  definiert: 

Definition.  Hat  für  einen  iestimmten  Wert  von  x  der 
Q^tient  A^  +  ?0-/-(x)^  ^^„  j,  „„ß  ^i,^  ^  Grenzwert: 

Ä  =  0  '^ 

so  keifst  dieser  die  Ableitung  der  Funktion  f{x)  an  der  SteUe  x. 
Nach  dem,  was  in  Nr.  15  über  den  Begri£P  des  Grenz- 
wertes gesagt  ist,  ist  es  selbstverständlich,  daTs  sowohl,  wenn 
h  von  einem  positiven  Werte  aus  abnehmend  nach  0  hinein- 
rückt, als  auch,  wenn  h  von  einem  negativen  Werte  ans  zu- 

fix  -\-K) fix) 

nehmend  nach  0  hineinrückt,  der  Quotient  i — -^^  einen 

bestimmten  und  jedes  Mal  denselben  Grenzwert  haben  muCs. 
Dies  läuft  darauf  hinaus,  dafs  —  unter  h  eine  positive  Zahl 

verstanden  —  die  beiden  Aus- 
^'-  "•  drücke: 

f{x+h)-m  ^^  f(x-h)-f{x) 
h  —  h 

für  nach  null  abnehmendes  h  den- 
selben Grenzwert  erhalten  müssen. 
Haben  wir  z.  B.  eine  Kurve, 
welche  wie  die  in  Fig.  16  im 
Punkte  M  eine  Ecke  hat,  so 
'jc  haben  wir  in  diesem  Punkte  nicht 
eine  bestimmte  Tangente,  viel- 
mehr wird  hier  eine  Tangente  zur  Rechten  MB^  zu  unter- 
scheiden sein,  welche  aus  der  Sehne  MMi  entsteht,  wenn  M^ 
nach  M  hineinrückt  und  eine  Tangente  zur  Linken  MB^, 
welche  aus  der  Sehne  MM^  hervorgeht,  wenn  M^  nach  M 
hineinrückt. 


Der  erste  Differentialqnotient. 
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Im  Folgenden  jedoch  werden,  so  lange  niclit  das  Gegen- 
teil ausdrücklich  bemerkt  ist,  immer  nur  solche  Funktionen 
von  X  betrachtet  werden,  welche  mindestens  für  ein  Intervall 
Xq^x-^X  die  folgende  Forderung  erfüllen. 

Forderung  ?L  Die  Funktion  f{x)  besiisft  an  jeder  Stelle  x 
des  IntervaUes  ^o  ^  ^  ^  ^  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^^  bestimmien 
endlichen  Wert,  sondern  auck  eine  bestimmte,  endliche  Ableitung. 

Wir  werden  sehen,  dab  für  die  bekannten  Funktionen 
wie  x"*,  sinx,  u.  s.  w.  die  Forderung  8  immer  erfüllt  ist. 
Femer  mag  noch  die  folgende  Bemerkung  angeknüpft  werden: 

Bemerkung.  In  dem  Intervalle,  in  welchem  eine  Funk- 
tion f(x)  die  Forderung  Ä  erfuUt,  ist  sie  auch  stetig. 

Denn  hat  f{x)  an  der  Stelle  x  ^=^  a  einen  bestimmten 
endlichen  Wert,  so  ist: 

und  mithin: 


/»-o 


\f{a  +  h)- 
h 


(f(a) 


"] 


lim  {f(a  +  Ä)  —  f(a) }  —  lim  | 
Ä— 0^  '       Ä-o  ^ 

«  lim  «?+-*)-/(«} .  limA  -  r (a)  •  Um  Ä  -=  0. 

Also  ist: 

lim  f(a  +  h)^f(a) 

Ä=0 

und  da  f(a)  auch  endlich  sein  soll,  so  ist  nach  Nr.  20  f(x) 
an  der  Stelle  x  *^  a  auch  stetig.  Dies  gilt  für  jeden  Wert  a 
des  IntervaUes  iCo  ^  ^  ^  -^• 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs 
man  an  einer  Unstetigkeitsstelle 
gewifs  nicht  auf  einen  bestimm- 
ten endlichen  Wert  der  Funktion 
und  der  Ableitung  rechnen  darf. 

28.  DerlfittelwertsatB.  Be- 
trachtet man  in  nebenstehender 
Figur  den  Eurvenzug  m^M  und 
zieht  die  Sehne  m^  M,  so  werden 

die  Tangenten  in  den  einzelnen  Eurvenpunkten  von  der  in  m^ 
vorhandenen  Richtung  schliefslich  in  diejenige  Richtung  über- 


38  Zweites  Kapitel. 

gehen,  welche  die  Tangente  in  M  hat.  Inzwischen  wird  einmal 
eine  Lage  der  Tangente,  etwa  in  ifii,  eintreten ,  welche  der 
Sehne  m^ilf  parallel  ist.  Ist  x^  die  Abscisse  dieses  Ponktes  m^ 
und  sind  Xq  und  X  die  Abscissen  der  Punkte  m^  und  M,  und 
ist  endlich  y  >»  f(x)  die  Gleichung  der  Kurve  m^M^  so  wird 
die  Richtung  der  Sehne  n^M  durch  den  Quotienten: 

f(X)  -  fix,) 

gegeben.  Die  Richtung  der  Tangente  in  Mi  hingegen  ist 
durch  r(^i)  bestimmt,  den  Wert  der  Ableitung  Ton  f(x)  im 
Punkte  x^.    Mithin  wird: 

Diese  Beobachtung  führt  zu  dem  sogenannten 

Mittelwertsate.  ErfiüU  f{x)  die  Forderung  %  ßr  jedes  x 
in  dem  Intervalle  Xq^x^X,  so  ist: 

^^g^"--r(«.)    und    x,<x,<X. 
Ein  arithmetischer  Beweis  des  Satzes  ist  der  folgende: 

Der  Quotient 

f(X)  -  f(x,) 

X  —  Äo 

hat,  der  Voraussetzung  nach,  einen  endlichen  Wert.  Nennt 
man  diesen  Wert  Ä,  so  hat  man 

(1)  \f(X)  -  AX]  -  [fix,)  -  Ax^  -=  0. 
Bezeichnet  man  mit  q)(x)  eine  Funktion,  welche  durch 

die  Gleichung 

(2)  ^(x)  -  [fix)  -  Ax]  -  [fix,)  -  Ax,] 

definiert  ist,  so  ist  nicht  nur  (p{Xq)  «"  0,  sondern  infolge  der 
Gleichung  (1)  auch  (p(X)  "»  0.  Die  Funktion  verschwindet 
also  fttr  diese  beiden  Werte  von  x.  Wir  nehmen  JOa:^  an 
und  lassen  x  von  x^  bis  X  wachsen.  Die  Funktion  q>(x)  ist 
an  der  An&ngsstelle  null.  Nimmt  man  nun  an,  daCs  sie  nicht 
konstant  0  ist^  so  erhält  sie  im  Intervalle  entweder  nur  positive 
Werte,  oder  nur  negative,  oder  sie  besitzt  sowohl  positive, 
wie  negative  Werte.  Wenn  die  Funktion  positive  Werte  erhält, 
so  giebt  es,  da  sie  an  den  Endpunkten  verschwindet,  einen 
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gröfsten  Wert^  der  an  einer  oder  an  mehreren  Stellen  im  Innern 
des  Interralles  erreicht  wird.  Solch  eine  Stelle  sei  Xi  nnd  der 
zogehdrige  Wert  der  Funktion  9(^1);  alsdann  sind^  wie  klein 
auch  immer  h  gewählt  wird^ 

9(0?,  —  Ä)    nnd    9(^1  +  *) 

kleiner  oder  gleich  9(^1)1  jedenfalls  nicht  gröber.  Wenn 
dagegen  q>(x)  im  Intervalle  yon  Xq  bis  2  negativ  wird,  so 
giebt  es  einen  kleinsten  Wert  der  Funktion,  der  an  einer  oder 
mehreren  Stellen  im  Innern  des  Intervalles  erreicht  wird,  und 
die  Gröüsen 

9(a?i  —  Ä)    und     (p(x^  +  *) 

sind,  wenn  Xi  solch  eine  Stelle  beseichnet^  gröfser  oder  gleich 
9(^1)7  jedenfalls  nicht  kleiner.  In  beiden  Fällen  haben  die 
Differenzen 

9(^1 —*)  — 9(^1)    ™d    9(^1  +  A)  -  9(^1) 
dasselbe  Vorzeichen,  und  folglich  sind  die  Quotienten 

(3)  y(g|  —  A)  —  y(gi)    ^j    y(gt+^)  — y(^i) 

von  entgegengesetstem  Vorzeichen. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dab  auch  die  Annahme  nicht 
ausgeschlossen  wird,  dafs  einer  dieser  Quotienten  bei  kleinen 
Werten  von  h  stets  0  bleibt,  was  dann  eintritt,  wenn  die 
Funktion  fp(x)  den  nämlichen  Wert  innerhalb  eines  Intervalles 
von  endlicher  Länge  behält  Ist  insbesondere  die  Funktion 
9(0;)  konstant  gleich  0,  f&r  alle  Werte  von  x  zwischen  x^ 
und  2,  so  sind  beide  Quotienten  gleich  0. 

Die  Quotienten  (3)  konvergieren  nach  der  nämlichen 
Grenze,  wenn  h  nach  0  konvergiert,  denn  wir  haben  an- 
genommen, dafs  die  Funktion  f(x)  f&r  jedes  x  eine  bestimmte 
Ableitung  besitzt,  und  folglich  gilt  dasselbe  fdr  die  Funk- 
tion v{x).  Andererseits  sind  diese  Verhältnisse  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen;  folglich  ist  ihre  Grenze  gleich  0.  Also 
hat  man 

lim  y(^+^)-y(^»)  _  0 

oder  nach  Gleichung  (2): 
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rf(x,  +  h)-f(x{) 


lini  p«._+ ^_^(*._)  _  ^]  _  0, 


Demnach  ist 


h-o 


^^Hm^<^+';-^(^-^-r(«.)> 


Ä-0  '' 


f{X)  -  fix,) , 


x-x,  -r{-.) 


oder 

(4)  f{X)  -  fix,)  -  (Z  -  x,)nxO, 
wie  die  Behauptung  besagt. 

Setzt  man  X^^x^-^hy  so  kann  die  Gröfse  x^ ,  welche 
zwischen  x^  und  ar^  +  A  liegt,  durch  aj^  +  ÖÄ  bezeichnet  werden, 
wobei  6  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  bedeutet.  Man  kann 
also  schreiben 

(5)  fix,  +  Ä)  -  fix,)  =  hf'ix,  +  eA). 

29«  Die  Ableitung  einer  Eonstanten  ist  nnlL  Eine  un- 
mittelbare Folge  des  Mittelwertsatzes  ist  der  folgende: 

Satz.  Ist  die  Funktion  f{x)  für  aüe  Werte  van  x  inner- 
halb  eines  gegebenen  Intervalles  Jconstant,  so  ist  die  Ableitung  f{x) 
für  dieselben  Werte  von  x  gleich  0.  Und  umgekehrt,  wenn  die 
Ableitung  fix),  bei  aUen  Werten  von  x,  innerhalb  eines  gegd)enen 
Intervalles  gleich  0  ist,  so  hat  die  Funktion  f(x)  in  diesem  Inter- 
valle einen  konstanten  Wert 

1.  Ist  fix)  konstant  in  einem  Interyalle,  und  sind  x^  und 
Xq  +  A  zwei  Werte  von  rr,  die  zu  diesem  Intervalle  gehören, 
so  ist 

f(x,  +  h)-fix,)^0,    ^«  +  ;0-A^.)_0, 

und  geht  man  zur  Grenze  für  A  «"  0  über,  so  ist  auch 

2.  Ist  umgekehrt  f{x)  gleich  0  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb  gegebener  Grenzen,  und  sind  x^  und  x^'\'h  zwei  be- 
liebige Werte  von  x  innerhalb  dieser  Grenzen,  so  hat  man  (28) 

/■(*o  +  Ä)  -  fix,)  -  hfix,  4-  oä;. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Annahme  nach 
nuU,  und  demnach  ist 
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f(x,  +  h)  =  fix,\ 
d.  h.  f(x)  hat  einen  konstanten  Wert. 

Folgerung,  Wenn  Btcei  FunkHanen  f(x)  und  F(x)  sich 
nur  um  eine  Kcnstanie  unterscheiden  für  alle  Werte  von  x  inner- 
halb gegebener  Grensen,  so  sind  bei  den  nämlichen  Werten  von  x 
auch  die  Ableitungen  dieser  Funktionen  einander  gleich. 

Und  umgekehrt:  Wenn  die  Ableitungen  f(x)  und  F'{x) 
fnoeier  Funktionen  f(x)  und  F[x)^  einander  gleich  sind  für  alle 
Werte  von  x  innerhalb  gegebener  Crrenisen,  so  unterscheiden  sich 
auch  die  Funktionen  selbst  bei  diesen  Werten  von  x  nur  um  eine 
Konstante. 

Denn  bezeichnet  man  die  Differenz  der  Funktionen  f{z) 
und  F(x)  mit  ip{x),  so  ist 
q>{x)  -  fix)  -  Fix),    vix  +  h)  -  fix  +  h)-  Fix  +  A), 

folglich 

^(x  +  h)^q>{x)       f{^+  h)-f{x)  _  F{x  +  h)^F{x) 
h  '^  h  h 

Geht  man  zur  Grenze  fOr  A  «»  0  über,  so  ist 
9'ix)^rix)-F'ix). 
Ist  (p(x)  konstant,  so  ist  q)'(x)  «=0;  also  sind  die  Ableitungen 
fix)  xmd  F'(x)  einander  gleich. 

Umgekehrt:  Sind  f'(x)  und  F'(x)  gleich,  so  ist  fp\x) 
null,  und  also  ist  g>{x)  eine  Eonstante. 

80«  Das  Wachsen  und  Abnehmen  der  Funktionswerte. 
Ebenfalls  aus  dem  Mittelwertsatze  flieüst  der  folgende: 

Satg,  In  dem  Intervalle  Xq<x^X  erfülle  die  Funk- 
tion f(x)  die  Forderung  8.  f  (x)  sei  im  ganzen  Intervalle 
positiv  (negativ).   Dann  nimmt  f{x)  zu  (ab)  mit  wachsendem  x. 

Ist  X  irgend  eine  Stelle  des  Interyalles  Xq<,x  <.X  und 
x-^h^x  eine  zweite  Stelle  desselben;  dann  ist  nach  Nr.  28: 

f(x  +  h)  —  f(x)^hr(x  +  Qh),    O<0<1 
und  X  -^  Qh  gehört  ebenfalls  dem  Intervalle  an. 

Ist  f(x)  positiv  in  dem  Intervall,  so  wird  daher 
fix  +  h)>fix) 
für  irgend  zwei  Stellen  ic,  a;  +  ä  des  Intervalles,  för  welche 
X  -\-  h>  X]   das  heifst  A   positiv  ist.    f(x)  wächst  also   mit 
wachsendem  x. 
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Ist  f{x)  negativ,  so  ist  —  f{x)  positiv.  Nach  dem  eben 
Bewiesenen  wächst  daher  —  f{x)  in  dem  Intervall  und  f{x) 
nimmt  ab  mit  wachsendem  x. 

8L  VeraJUgemeinemiig  des  lüttelirertsatBea.  Eine  all- 
gemeinere Form  des  Mittelwertsatzes  ist  die  folgende: 

Satß.  Die  Funktionen  f{x)  und  F(x)  mögen  in  dem  Inter- 
valie  Xf^^x^X  die  Bedingung  «  erfüllen  und  Fix)  werde 
in  demselben  InterväUe  nie  nuU^  domn  ist: 

f(X)  -  fix,)  ^   fix,)       .      ^x  <X 
F(X)  -  F{x^)        F\x,)  ^^  «0  <^i  <  ^• 

Wir  wenden  dieselbe  Überlegung  an,  welche  zum  Be- 
weise des  Satzes  I  diente.     Setzt  man 

f(X)-    f{x,)         . 
F(X)  -  F(x,)        ^' 
so  ist: 

(1)  \_f(X)  -  fix,)]  -  Ä[FiX)  -  F(x,)]  -  0. 
Hieraus  folgt,  dafs  die  Funktion 

(2)  ipix)-iax)-AFix)-\-[f(x,)-ÄF{x,)], 

welche  für  a?  —  «^  verschwindet,  auch  fftr  ic  «—  Z  gleich  0  ist. 

Ist  also  die  Funktion  g>(x)  nicht  durchaus  gleich  0,  so  giebt 

es  mindestens  eine  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles,  an 

welcher  sie  ihren  Maximal-  oder  Minimalwert  annimmt.    Für 

diese  Stelle  sind 

y(a?i  +  ^)  —  y(g|)   ^j    y(a?t  —h)  —  ipM 
h  —  Ä 

von  entgegengesetzten  Zeichen,  also  ist: 

d.  h.  nach  Gleichung  (2) 

oder 


j.^  y(gi  +  h)^q>(x,)  _  Q 


h  h 


r(x,)-AF'(x,)^0. 
Der  Wert  x^   ist  weder   gleich  Xq  noch  gleich  X;   der 
Voraussetzung  nach  wird  F^x)  weder  0  noch  unendlich  f^ 
Werte  von  x  zwischen  Xq  und  X;  daher  folgt 

^        F~l^) 
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und  sonach  ist 

gx)^  fix.)  _  rix,) 

F(X)^F{x.)        F'ix,)' 
Setart  man  2  «•  0?^  +  ^i  wobei  h  eine  positiye  oder  nega- 
tire  GrSlse  sein  kann,  so  ist  rr^  >»  of^  +  ^^9  ^^<1  ^  ^^  Bmob 
zwischen  0  und  1;  die  Oleichung  erhält  die  Form: 

f(x.+h)-   fix.)         fix,  +  eh) 
Fix.  +  Ä)  —  F{x.)         r  (x.  +  BÄ)  * 

88.  Die  Ableitong  als  DiffeTenÜalquotient.  Ist  f(x)  die 
Ableitung  der  Funktion  y  «*  f{x)  an  einer  bestimmten  Stelle 
X  und  bezeichnet  man  mit  dx  eine  willkürliche  gewählte 
Zahl,  um  welche  die  Zahl  x  vermehrt 
wird,  so  kann  man  eine  zweite  Zahl 
dy  bestimmen,  sodals: 

wird.    Die  beiden  zusammengehörigen 
Werte  dx  und  dy  nennt   man  Diffe- 
rentiale und  deshalb  bezeichnet  man  nach  LeStmüg^  die  Ab- 
leitung f{x)  als  den  Quotienten  der  beiden  Zahlen  den  Diffe- 
renüalquotienten  der  Funktion  f{x): 


'I-m-n-) 


dx  dx 

Für  denselben  Begriff  hat  man  also  zwei  verschiedene  Namen: 
^^bleitung''  und  ^yDifferentialquotient'^  und  entsprechend  zwei 
verschiedene  Zeichen: 

nx)  und  ^. 

Betrachten  wir  wieder  die  Figur  15.  Wählt  man  in  ihr 
dx  —  PP'  —  MQ,  so  wird: 

dy^dax)-r(!^)dx^MQtg\^QMB  =  MQ'^^-RQ. 

Wenn  also  die  unabhängige  Veränderliche  x  um  die  Zahl 
dx  vermehrt  wird,  so  giebt  df(x)  nicht  den  Zuwachs  der 
Funktion  f(x)  an,  sondern  den  Zuwachs,  welchen  die  Ordi- 
nate der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  erfährt,  wenn  x  um  dx 
wächst.     Ferner  lehrt  die  Anschauung  Folgendes: 
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Die  Tangente  giebt  die  Richtung  an,  welche  die  Kurve 
im  Punkte  M  einzuschlagen  bestrebt  ist.  Die  Neigung  dieser 
Tangente  gegen  die  o:- Achse  giebt  ein  Mafs  för  die  Stärke, 
mit  welcher  die  Kurve  im  Punkte  M  zu  steigen  oder 
wachsen  bestrebt  ist.  Würde  die  im  Punkte  {x,  y)  vorhan- 
dene Stärke  des  Wachsens  der  Punktion  f{x)  wirklich  kon- 
stant bleiben,  so  würde  der  Punkt  M  nicht  die  Kurve  weiter 
entlang  laufen;  denn  auf  dieser  ändert  sich  ja  von  Punkt  zu 
Punkt  die  Richtung  der  Tangente,  also  auch  die  Stärke  des 
Wachsens  der  Funktion  f{x)y  sondern  M  würde  auf  der  Tan- 
gente weitergehen.  Deshalb  definiert  man  auch  analog  wie 
in  der  Mechanik  die  Qeschwindigkeit  (die  in  der  That  Newton 
zu  seiner  „Fluxionsrechnung"  führte)  hier  den  Differential- 
quotienten so: 

Würde  die  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  x  in  demselben 
Mafse  weiter  wachsen,  wie  sie  es  an  dieser  Stelle  thut,  so 
würde  einer  Zunahme  der  Veränderlichen  x  um  dx  eine  Zu- 
nahme der  Funktion   um  df{x)  entsprechen.     Der  Quotient 

beider  Zunahmen  \r  ist  dann  seiner  Definition  nach  unab- 
hängig von  der  willkürlich  gewählten  Zunahme  dx  und  heifst 
der  Differentidlquotient  oder  die  Ableitung  der  Funktion  f(x) 
an  der  Stelle  x. 

In  Wirklichkeit  erfährt  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  rc, 
wenn  x  um  Ax  vermehrt  wird,  die  Zunahme:  f(x  -{-  Ax)  —  f{x) 
=  /*'(a?,  Ax).    Bezeichnet  man  diese  durch  Af{x)^  so  ist: 

der  Differenzenquotient  der  Funktion  f{x).  Er  ist  abhängig 
sowohl  von  der  betrachteten  Stelle  x  als  der  Zunahme  Ax. 
Nach  No.  27  bestimmt  er  die  Neigung  der  Sehne  MM' 
gegen  die  rr-Achse.  Ax  ist  hier  dieselbe  Zahl  wie  h  in  No.  27. 
Aber  nach  No.  27  ist  sein  Grenzwert  für  Ax  =  0  der  Diffe- 
rentialquotient an  der  Stelle  x.    Wir  haben  also: 

Der  Differenticäqttotient  ist  der  Grenewert  des  Differenzenquo- 
tienten. 
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Eine  lineare  Funktion  f(x)  wird  geometrisch  durch  eine 
Gerade  repräsentiert  Bei  dieser  fallt  in  jedem  Pmikte  die 
Tangente  mit  der  Geraden  selbst  zusammen,  der  Differential" 
guoHent  falU  hier  ausammen  mit  dem  Differenzenguotienten,  In 
der  That  wird  hier: 

f(x  +  Ax)  '^  ax  -{-b  +  a  Ax 
Af(x)  =  fix  +  Ax)  -  f{x)  =  a  Ax 

Äx 
Dieser  Di£ferenzenquotient  ist  unabhängig  Yon  der  Wahl 
des  Ax  und  daher  auch  fär  Ax  «=  0 

^=     lim    ^^5)-  =  a. 

§  2.    Die  Differentiation  der  explielten  algebraisehen 
Funktionen. 

Die  Rechnung,  durch  welche  man  die  Ableitung  oder 
den  Differentialquotienten  einer  Funktion  bestimmt,  heilst  die 
Differentiation.  Die  Regeln  zur  Differentiation  Yon  Funk- 
tionen bilden  die  Grundlage  der  Differentialrechnung.  Nach 
Ableitung  eines  allgemeinen  Hülfssatzes  werden  wir  zunächst 
die  einfachen  Falle  behandeln,  bei  denen  die  yorgelegte  Funk- 
tion algebraisch  zusammengesetzt  ist  aus  einer  oder  aus  meh- 
reren Funktionen,  deren  Ableitungen  bekannte  Werte  haben. 
Wir  machen  hier  sofort  die  Annahme: 

Die  vorkommenden  Funktionen  besitzen  an  der  gerade  betrach- 
teten Stelle  endliche  Werte  und  bestimmte  endliche  Ableitungen. 

88.  Die  Funktion  einer  Funktion.  Es  sei  y  eine  Funk- 
tion von  u  etwa  y «—  f(u)  und  u  wieder  eine  Funktion  von 
X,  dann  ist  y  wieder  eine  Funktion  von  x,  indem  y  eine  Funk- 
tion einer  Fimktion  von  x  ist. 

Dies  festgesetzt,  beweisen  wir  den  folgenden  Satz,  den 
man  als  grundlegend  zu  betrachten  hai 

Ist  ~  die  Ableitung  von  u  als  Funktion  von  x,  und  f(u) 
die  Ableitung  von  f(u)  als  Funktion  von  w,  so  ist  die  Ableitung 
von  f(u)  als  Funktion  von  x: 
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dx         '   ^^    dx         du      dx 
Denn  erteilt  man  der  unabhängigen  Variabelen  x  den  Zawachfl 
LXy  80  erleidet  u  eine  Änderung^  die  mit  Au^  und  dadorcli 
y  eine  Änderung,  die  mit  Ay  bezeichnet  werde.    Es  ist 

Ay-/-(u  +  Au)-/-(u)    oder   ^°       '  ^  ^  J         -'Ä^' 
Für  Ax  —  0,  wird 

Nach  Voraussetzung  ist  aber: 

r        Au  ^^  du 

und,  da  mit  Aa?  auch  Am  ««  u(a;  +  Aa;)  —  u(x)  verschwin- 
det, ist  auch 

Also  wird: 


A«-0  ^•*  Au-O  ^** 


all 


so: 


i.     Af(u)       r^t  \    du 
«<Au)  __  ^/  s  .  du  __  d/-(u^    du 


dx         '   ^  ^    dx         du      dx 

84.   Differentiation  einer  Summe.     Wir  betrachten  die 
Funktion 

y~  +  «*  +  **i +  **«  +  •••  +  <*m-i, 

u,  Ui,  i<s, . . .  ttm^i  sollen  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen 
X  sein,  deren  Ableitungen  als  bekannt  angenommen  werden. 
Der  Variabelen  x  erteilen  wir  den  Zuwachs  Ao?,  und  es  seien 

Ay,  Aw,  Awi, . . .  Attm-i 
die  entsprechenden  Änderungen  der  Variabelen 

y,   tt,   Ui,...U,n-l. 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  die  Gleichung  besteht: 

Ay  —  +  A  M  +  Atti  +  •  •  •  Attm-i 
Also  ist  auch: 

Ax        ^  Aä=^  Ax  ^"  *  =21      Ax 
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Geht  man  jetzt  zu  den  Grenzen  über^  so  wird: 

d«  ~  ±  da;  =t  da:  ^  '  "  ^     dx 
Darans  folgt: 

Die  AtieUung  einer  dlgAraischen  Summe  von  Funktionen 
ist  gleich  der  Summe  aus  den  AhleiUmgen  dieser  Funktionen: 

85.   Differentiation  eines  Produkte«.     1.  Ist 
y  —  at* 
imd  a  eine  Eonstante,  u  eine  Funktion  von  x,  so  wird,  wenn 
man  die  Zuwüchse  Ton  u  und  y  mit  Au  und  Ay  bezeichnet^ 
während  x  um  Ax  sich  ändert, 

Atf  —  aAti,  also  x^  ■"  «  tt^* 

Geht  man  zu  den  Grenzen  über^  so  folgt 

dy  ^^  ^^_u 
dx  dx 

Also: 

Die  Ableitung  des  Produktes  aus  einer  Funktion  und  einer 
Konstanten  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Ableitung  dieser 
Fufiktion  mit  der  Konstanten. 

2.   Betrachten  wir  das  Produkt 
y  —  U'V, 
wobei  u  und  v  Funktionen  von  x  sind.     Bezeichnen   dann 
wiederum  Are,  Ay,  Au,  At;  die  Änderungen  dieser  Variabelen^ 
so  ist 
Ay  —  (u  +  Au)  (v  +  Ar)  —  u  •  i;  -«  vAu  +  ^^^  +  ^<*  ^v> 

also: 

Ay  Au    ,        Av    ,    AuAi;  . 

Ao;  Ax    '        Ao;    '    Aa;Aa; 

Sind  nun  ^  und  ^^  die  Ableitungen  von  u  und  v,   so 

wird  fftr  A^-*  0: 

dy ^'*    I       ^y 

'dx~^  dx'^^  dx' 

Die  Ableitung  eines  Produktes  zweier  Funktionen  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  Produkten,  u>elche  man  erhält,  indem  man 
jede  Funktion  mit  der  Ableitung  der  anderen  mtdtiplvsiert 
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Bezeichnet  man  die  Ableitungen  kurz  durch  Accente,  so 
wird  y' =  w'v  +  ur'  oder  auch^  wenn  man  durch  y  =  ut? 
dividiert : 

y        u    *    V 

Der  Quotient  der  Ableitung  einer  Funktion  und  der 
Funktion  selbst  heifst  ihre  logarithmische  Ableitung.  Die 
Formel  sagt  also  aus: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Produktes  aus  zwei  Fak- 
toren ist  gleich  der  Summe  der  logariOimischen  Ableitungen  dieser 
Faktoren, 

Diese  Eigenschaft,  welche  analog  ist  einer  Eigenschaft 
der  Logarithmen,  rechtfertigt  den  Namen  logarithmische  Ab- 
leitung. 

3.  Wir  betrachten  endlich  das  Produkt  aus  einer  belie- 
bigen Anzahl  Yon  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x, 
es  heifse 

y  «=  ttiWg  . . .  Um. 

Nach  der  Regel  für  die  logarithmische  Differentiation 
eines  Produktes  hat  man 

y  _  <      (u,u, . . .  uj 
y  ~  V  """  tt,f*,  ...u^ 

Die  letzte  dieser  Gleichungen,  nämlich 


y      w,  ^  M,  ^        ^ 


t*^ 


besagt,  dafs  die  logarithmische  Ableitung  eines  Produktes  gleich 
der  Summe  aus  den  logarithmischen  Ableitungen  seiner  Fak- 
toren ist, 

um  die  Ableitung  y'   selbst  zu  erhalten,  genügt  es  die 
letzte  Gleichung  mit  y  zu  multiplizieren;  es  wird 

y'  c»  U/U^tl^  ...  Um  +  tiiUg'Uj  ...  Um  +  ...  +  tl,U3  . . .  U^-i  u'm. 

Der  BeweiTs  ist  aufserdem  unter  der  Annahme  geführt, 
dafs   keine   dieser  Funktionen  u  für  die  betrachteten  Werte 
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Yon  X  verschwindet.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen^  dals  die 
zuletzt  gewonnene  Gleichung  von  dieser  letzteren  Annahme 
unabhängig  ist,  da  man  dieselbe  auch  direkt  aus  der  Glei- 
chung y  —  uVy  y  —  UV  -{'  uv  gewinnen  kann. 

86«  DUrerenüation  eines  Quotienten.     Sind  u  und  i;  zwei 
Funktionen  yon  x  und  betrachtet  man  den  Quotienten 

80  hat  man 

y  ^  t;  +  Ä«        V  v{v  +  Ar) 

för  jeden  Wert  von  x,  für  welchen  nicht  gerade  t?  —  0  ist. 

Also  wird 

Ay  1  Au  u  At? 


mithin 


oder 


Aa;        V  +  £iv    A«        «(«  +  A«)  Aa?' 

du  dv 

dy        1  du        u  dv^           dx  dx 

dx        'v  dx        V*  dx                 «*  ' 


I        «u  —  ut? 

y ;n — 


Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  y  «s  —  ^  so  folgt: 

^_  ^^u^ i_ 

y         u        V* 
also: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Quotienten  ist  gleich  der 
logarithmischen  Ableitung  des  Zählers^  vermindert  um  die  logarüh- 
mische  AUeüung  des  Nenners. 

87.  Büferentiation  der  Fotensen  einer  Funktion.  Es  sei 
u  eine  Funktion  von  x  und  man  betrachte  die  Potenz 

(1)  y-u-, 

in  welcher  der  Exponent  m  eine  Eons  taute  ist. 

1.  Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl^  so  ist  y  das  Produkt 
von  m  gleichen  Faktoren  u^  infolge  dessen  ist  die  Ableitung 
der  Funktion  y  nach  der  dritten  Regel  der  Nr.  35  zu  bilden 
und  es  wird: 

(2)  ^  —  mu^-'  P  oder  y  —  m«'"-i  u    oder  ^^m—- 
^  ^       dx  dx  ^  y  u 

Serret,  Diff.-  u.  Intagral-BechnoBg.     I.    2.  Aufl.  4 
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2.  Ist  m  ein  positiTer  Bruch^  mit  dem  Nenner  i^  so  ist 

Setzt  man  g  —  yS  also  sf  =  w*»*,  so  ist  0'  —  miw"**""*ti'. 
Aus  der  Oleichung  ;?  =  y*  folgt  aber 

also  ist: 

iy*'~^y'  —  miw^'-^ti'    oder    y'~^y'  «=  inu'"»~*u'. 
Dividiert  man  durch  y%  so  folgt 

^  asr  m  —    oder    y'  —  wtt'^^^w', 

also  die  frühere  Formel. 

3.  Ist  m  eine  ganze  oder  gebrochene  negative  Zahl;  so 
hat  man  nach  der  Formel  (1)  für  alle  Werte  von  x,  für 
welche  u  nicht  gleich  0  ist; 

yw-*" «—  1. 

Da  das  Produkt  yu~"*  konstant  ist;  so  ist  seine  Ab- 
leitung 0;    die  Differentiation   der  letzten  Gleichung   ergiebt 

also 

y'w^  —  wt«""'"-'yu'  —  0, 
oder 

9  '     y  u 

Also  ist  die  Formel 

allgemein  gültig  filr  jeden  positiven  oder  negativen  rationalen 
Exponenten.  (Dafs  sie  auch  für  irrationale  Exponenten  gilt, 
wird  in  Nr.  47  gezeigt  werden.) 

Reduziert  sich  die  Funktion  u  auf  die  Yariabele  x,  ist 
also  u  "B  rr  und 

y  —  x^, 
so  wird 

(x^y  mm  mx^~^     oder      ,  -=  mx"^"^. 
Die  Regel  lautet: 

Die  Ableitung  der  m***  Potenz  von  x  ist  gleich  dem  nv-fachen 
der  m — !'•*  Potenz  von  x. 
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Für  den  Fall  w»  ■"  g  ^""P®^*  ^^^ 

y-Vü 

dy       1    -.4  du       j  /       1  u' 

^  — -M    2    -     oder    «-«-  —  . 
da:        2  doj  "^  2Vu 

§  8,  Anwendnngeii. 

88.  Formelbeispiele.  Eine  ezplicite  algebraische  Funktion 
wird  erhalten,  indem  man  mit  der  Yariabelen  x  und  mit  Kon- 
stanten algebraische  Rechnungsoperationen  in  endlicher  Anzahl 
ausf&hrt.  Die  Ableitung  solch  einer  Funktion  kann  man  daher 
immer  yermittelst  der  bisherigen  Regeln  berechnen.  Wir  wollen 
hier  einige  Beispiele  geben: 

1.  Ist 

y  —  Ax"^  +  JBaj»  +  Cx^  H Lx^^ 

wobei  Äj  B,  C ,,.  bestimmte  Konstante^  und  m,  n,  p  rationale^ 
ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bedeuten ,  so  erhält  man  un- 
mittelbar durch  Anwendung  der  Regeln  ftir  Summe,  Produkt 
und  Potenzen: 

y'  —  mAx"^-^  +  nBa?"-*  +  pCx^-^  H ria:'— ^ 

2.  Ist  im  Besonderen 

yx        X 
wobei  üy  bf  c,  e  Konstante  sind,  so  kann  man  schreiben: 

y  «=  a  +  bx^i  +  cx~^  +  ^^"^ 
und  man  hat 

y'  —  [2  ^aj^i  —  i  ex^i  —  ea;'"*] , 
oder 

\2ya5       2xVx       x^ 

3.  Ist 


y  —  x\a^+x^)ya*  —  x* 
und  a  eine  Konstante,  so  ist 


y  =  {a^si^  +  a^)ya^—x\ 
folglich: 
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'       i/~5 id(a*x*  +x*)    I    /  •  •    I      «vdV'o»  — «» 

—  yil*^^^^i2a^x  +  4a;«)  —  (a«a?«  +  a:*)   ,^^, 
oder 

4.  Ist 

y  =  (ax^  +  ft)* 

und  sind  a^  b,  m,  n  konstante  Zahlen,  so  wird 

y  ^n{ax^  +  iy-^       dx       ' 

also: 

y'  BS  mnaa;"*~*  (arr*"  +  6)"""^. 

89.  G^ometriflohe  Anwendungen.  Die  bisherigen  Regeln 
reichen  zur  Lösung  mehrerer  Aufgaben  bereits  aus;  es  wird 
nützlich  sein,  hiervon  einige  Beispiele  zu  geben.  Wir  ent^ 
nehmen  dieselben  der  Geometrie  und  müssen  zunächst  einige 
in  der  Eurventheorie  gebräuchliche  Benennungen  einführen. 
Ist  eine  Eurye  auf  zwei  geradlinige  Koordinatenachsen  bezogen, 
und  konstruiert  man  in  einem  Punkte  die  Tangente  und  die 
Normale,  so  heüüsen  die  Strecken  auf  diesen  Geraden,  welche 
zwischen  dem  Eurvenpunkte  und  der  Abscissenaze  liegen,  die 
Länge  der  Tangente  und  die  Länge  der  Normale,  während  die 
Projektionen  dieser  Strecken  auf  die  Abscissenaxe  die  Namen 
Subtangente  und  Subnormale  haben. 

Aufgabe  L   Es  soU  die  Kurve  bestimmt  werden,  für  weUike 
im  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  die  Subnormale  gleich  einer 
Fig.  18.  gegebenen  Konstanten  p  ist. 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  eines  Punktes  M  der  ge- 
suchten Kurve,  so  ist  y  als  Funktion 
von  X  zu  betrachten,  und  diese  Funk- 
^  tion  ist  zu  bestimmen.  Es  werde  die 
Ordinate  MP  des  Punktes  M  und  die 
Normale  MN  konstruiert,  dann  ist  die  Subnormale  PN  gleich 
der  Ordinate  MP^=y,  multipliziert  mit  Tangente  des  Winkels 


Der  erste  Differentialquotient.  53 

PMN.  Dieser  Winkel  ist  aber  gleich  dem  Winkel  MTx^ 
welchen  die  Tangente  des  Punktes  M  mit  der  Abscissenachse 

bildet;  also  ist  sein  Tangens  gleich    -j--    Die  Bedingung  der 

Aufgabe  ist  also  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

oder 

2yy'—2p. 

Das  erste  Glied  derselben  ist  die  Ableitung  yon  y*  (nach 
Nr.  37);  das  zweite  Glied  ist  die  Ableitung  von  2px.  Wir 
haben  also  zwei  Funktionen  von  x,  nämlich  y*  und  2px, 
welche  gleiche  Ableitungen  haben.  Diese  Funktionen  können 
sich  also  nur  (29)  um  eine  Konstante  unterscheiden,  und 
man  hat: 

y'~2px  +  C, 

wobei  C  eine  willkürliche  Eonstante  ist.  Die  Parabeln  mit  dem 
Parameter  p^  deren  Aze  mit  der  Geraden  zusammenfallt,  auf 
welcher  man  die  Subnormale  konstruiert,  sind  also  die  einzigen 
Kurven,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Aufgabe  IL  Es  soll  die  Kurve  bestimmt  u^erden,  deren 
Normale  gleich  einer  gegebenen  Eonstante  a  ist 

Man  sieht  aus  der  vorigen  Figur,  dais  das  Quadrat  der 

Normalen    gleich   ist    dem  Quadrate   der  Subnormalen   y~, 

vermehrt  um  das  Quadrat  der  Ordinate;  man  hat  also  die 
Bedingung: 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt^  wenn  man  y  =  +  «  setzt; 
denn  hieraus  folgt  3^  ■"  0.  Die  beiden  Geraden,  welche  pa- 
rallel zur  Abscissenaze  in  der  Entfernung  a  von  dieser  Aze 
laufen,  bilden  also  eine  Lösung  des  Problemes.  Abgesehen 
von  dieser  Losung,  folgt  aus  der  obigen  Gleichung: 

1  =   _yy' 

wobei  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  sowohl  positiv,  wie 
negativ  sein  kann.     Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die 
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Ableitung  von  —  y a*  —  y^,   folglich  drückt  diese  Gleichung 
ans^  dafjEi  die  Funktionen 

X  und  —  "|/a*  —  y* 
dieselbe  Ableitung  haben.    Demnach  können  sich  diese  Funk- 
tionen nur  um  eine  Eonstante  a  unterscheiden^  und  man  hat 

(x  -  «)*  +  y*  -  «*. 

Die  Kreise  mit  dem  Radius  a,  deren  Mittelpunkte  auf 
der  Abscissenaxe  liegeui  sind  die  Losungen  der  Aufgabe. 

Aufgabe  IIL  Es  ist  ein  EegdsehniU  OAB  gegeben. 
Man  soll  eine  Kwve  IM  so  bestimmen^  dass  jede  Sehne  AB  des 
Kegdsehnütes,  welche  zugleich  die  Kurve  IM  berührty  durch  den 
Berührungspunkt  M  in  ewei  gleiche  Teüe  geteUt  wird. 

Sei    Y^  —  2|)Z+  jZ*  die 
^^9  ^^  Gleichung   des   gegebenen  Kegel- 

schnittes^ und 

die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  M  {Xy  y)  der  unbekannten 
Kurve.  Eliminiert  man  !F  zwischen 
diesen  beiden  Gleichungen,  so  wird: 

[(^-|)'-,]X.  +  2[,||-«0'-,]Z  +  (,-43'_O. 

Die  halbe  Summe  der  beiden  Wurzeln  X  dieser  Gleichimg  ist: 


m-'- 


Nach  der  Bedingung  dieser  Aufgabe  soll  diese  halbe 
Summe  gleich  der  Abscisse  x  des  Berührungspunktes  M  sein. 
Man  hat  also 

oder: 

2yy'— 2p  +  2gÄ. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Ableitung  von 
2px  +  g,x^i   die   linke   die  Ableitung   von  y*.    Diese   beiden 
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Fonktioiieii  unteraclieiden  sich'  also  nur  um  eine  Konstante, 
d.  h.  es  ist 

die  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Euire.  Diese  Kurven 
sind  Kegelschnitte ;  welche  zu  dem  gegebenen  ähnlich  und 
ahnlich  liegend  sind. 

§  4.  Satz  ffir  die  Differentiation  Ton  Funktionen,  welehe 

aus  melireren  Funktionen  einer  unabhingigen  Tarlabelen 

zusammengesetzt  sind. 

40.  Der  Satz  für  zwei  Terme.  Die  Resultate ,  welche 
wir  oben  gefunden  haben^  sind  in  einem  allgemeinen  Satze 
enthalten,  der  sich  auf  die  Differentiation  einer  Funktion  be- 
zieht^ die  aus  mehreren  zusammengesetzt  isi 

Wenn  u  und  v  zwei  Funktionen  der  unabhängigen  Yaria- 
belen  x  sind,  und 

y  —  /*(t*,  v) 
eine  Funktion  von  tt-und  v  bedeutet,  so  sagt  man,  y  ist  eine 
Funktion,  welche   aus   den  beiden  Funktionen  i«  und  t'  zu- 
sammengesetzt ist. 

Bilden  wir  nun 
Ay  — /"(!♦  + Au,  f;  + Ar)  —f{u,v) 

-[/i[ii+Ati,t;+At;)-/^(t*,t;+At;)]+[/'(t*,t;+At;)-/-(M,t;] 

also: 

Ly  _  f(u  +  Au, V  +  Af>)  —  f(u,  v  +  Av)    Au 

Ax  Au  Ax 

I    f{u,v  +  Av)  —  f(u,v)    Av 

"T"  At?  '  Ax' 

Der  Grenzwert,  welchen  der  Quotient 

f(u  +  Au,v  +  Av)  -  fju.v  +  Av) 
Au 

erhält,  wenn  man  Au  null  werden  läfst,  während  man  At;  un- 
geändert  laust,  wird  als  die  Ableitung  der  Funktion  in  Bezug 
auf  die  Yariabele  u  zu  bezeichnen  sein.  Diese  Ableitung  wird 
eine  Funktion  von  u  sein  und  auTserdem  von  dem  Werte  v-j-Av 
abhangen.  Wir  bezeichnen  sie  mit  9>(u,  v  -}~  Ai;),  und  nehmen 
erstlich  an,  dafis  die  Funktion  f{u^v  -|-  Av)  als  Funktion  von  u 
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die  Forderung  S  erfüllt  fiir  alle  Werte  u  in  dem  Intervalle 
Ton  u  bis  u  -\-  /iu.    Alsdann  ist  aber  nach  dem  Satze  der 

Nr.  28 

Ebenso  wird  die  Grenze  des  Quotienten 

fiu,v-\-£iv)^f(u,v) 
Av 

als  Ableitung  der  Funktion  f(Uy  v)  nach  v  zu  bezeichnen  sein; 
wir  nennen  sie  if(Uy  v).    Aus  der  Gleichui^ 

(1)   ^.  -  K«  +  e A«,  .  +  At,)  ^  +  ^(l^^+M^  A^  A^ 

folgt  nun  durch  Übergang  zur  Grenze  für  A^  «=  0: 

Bei  unserem  Beweisgange  bedingt  dieser  Grenzübergang 
folgende  Voraussetzungen: 

1.  Die  Funktionen  u  und  v  von  x  besitzen  an  der  gerade 
betrachteten  Stelle  x  bestimmte,  endliche- Ableitungen,  so  dafs 
wir  setzen  dürfen: 

i.        Au       du  1.        Ai7        äv 

hm    -T—  «=  j- ,        lim    -^r-  =  3—  • 

Ax=0  Aaj— 0 

Hieraus  folgt  dann^  dafs  u  und  t;  an  der  Stelle  x  stetig 
sind  und  daher  mit  Ao;  =  0  auch  gleichzeitig  Au  "=  0^ 
At?  «*  0  wird. 

2.  Die  Gleichung  (1)  muls  für  das  ursprünglich  gewählte 
Ax  und  alle  absolut  kleineren  Zahlen  Ax  gelten.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  die  Funktion  f(uy  v)  für  alle  Wertepaare  w,  v  bis 
u  -f-  Au,  V  -}-  ^v  Als  Funktion  von  u  die  Forderung  S(  erfüllt. 

3.  Es  mufs  lim       9>(u  +  O-Au,  v  +  ^v)  =  9  (u,  t?)  sein. 

Au=0,  A«=«0 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  9  (u,  t;)  an  der  Stelle  u,  v  stetig  ist 
als  Funktion  der  zwei  Yariabeln  u,  v, 

4.  Es   muls    lim  /^^*^"t-  y  —  riMy^    einen   bestimmten 

At^-O  ^^ 

endlichen  Wert  haben. 

Wenn  eine  Funktion  y  von  den  beiden  willkürlichen  Yaria- 
belen  u  und  v  abhängt,  so  bezeichnet  man  mit  den  Symbolen 
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dutf  und  d^y   die  Differentiale   dieser  Funktion,   welche   man 

erhält,  indem  man  nur  eine  der  Gröfsen  u  oder  v  variiert;  die 

Ableitungen  9>(t«;  i;)  und  tl^(UyV)  sind  also  bezüglich  gleich  den 

d  y  d  y 

beiden  Quotienten  -^  und  -^  -  •    Man  läfst  gewöhnlich  die  In- 

dices  in  den  beiden  Zahlern  fort;  jedoch  darf  man  dabei  nicht 
auCser  Acht  lassen,  dafs  die  Zähler  dy  in  beiden  Quotienten 
etwas  Terschiedenes  bedeuten,  was  übrigens  durch  die  Nenner 
ohne  irgend  welche  Unbestimmtheit  ausgedrückt  ist.  Die  Ab- 
leitimg der  Funktion  y,  als  Funktion  von  x  betrachtet,  ist  also 

dy dy  du    ,    dy  dv 

dx        du  dx"^  dv  dx 
oder 

dy  ^  df{u,v)  du    ,  ^(t*^ ^  dv^ ^ 
dx*^      du      dx*        dv      dx' 

Man  bezeichnet  die  beiden  Ableitungen  auch  mit  fu(tij  v), 
f^^UyV);  also  ist 

Um  unseren  Satz  kurz  aussprechen  zu  können,  wollen  wir 
die  folgende  Bedeweise  einführen,  deren  wir  uns  später  noch 
oft  bedienen  werden: 

Wir  sagen  eine  Funktion  f(Xi,  ^s;  •  •  0  ^^^  ^^le  bestimmte 
Eigenschaft  in  der  Umgebung  einer  Stelle  iCj  —  «i,  a?g  =  a^, . . ., 
wenn  sich  eine  positive  Zahl  h  angeben  lälst,  so  dafs  f  jene 
Eigenschaft  für  alle  Stellen  x^,  x^,  ...  besitzt,  welche  die 
Bedingung  \Xi  —  Oj  |  <  Ä,  \x^  —  o,  |  <  Ä,  ...  erfÖUen. 

Unter  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise  können  wir  unseren 
Satz  so  aussprechen: 

JEs  seien  u  und  v  zwei  FunJctianen  von  x,  welche  in  der 
Ufngdfung   einer   bestimmten    Stelle   x  bestimmte   endliche  Ab- 

leihingen  ^ ,  ^  besitzen.    Femer  sei  f(u,  v)  in  der  Umgebung 

der  entsprechenden  Stelle  u,  v  nebst  den  beiden  Ableitungen 
nach  u  und  v  stetig  als  Funktion  der  beiden  Variabelen  u 
und  V.    Alsdann  ist: 

df{u,  v)  ^__  dfiu,v)  du    ,    dfjUjV)  dv 
dx      ***      du      dx^      dv      dx' 
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4L  Der  SatB  für  beliebig  viele  Terme.  Das  erhaltene 
Resultat  kann  leicht  yeraJlgeoieinert  werden.  Seien  u^v^tOfS... 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  x,  und 

yo«/-(tt,t;,«7,S...) 

eine  aus  ihnen  zusammeugesetzte  Funktion.  Ersetzen  wir  die- 
selben mit  Ausnahme  der  ersten  durch  ihre  Werte  in  x,  so  hat 
man  y  ausgedrückt  in  u  und  x.  Man  kann  also  die  Formel 
des  vorigen  Paragraphen  anwenden  und  erhält 

dy  ^_  cy  du    ,    d'y 
dx^^  dudx'^  dx' 

wobei  -j^  die  Ableitung  von  y  bedeutet^  gebildet  indem  u  als 

Konstante  betrachtet  wird.    Man  hat  dann  ebenso 

ä^^^dv^j^dy 
dx        dv  drc    '     dx  ^ 

wobei  -^  -  die  Ableitung  von  y  ist,  wenn  u  und  v  als  kon- 
stant angesehen  werden.    Femer  ist 

dy^dy^dw    ,    d'"y^ 
dx        dw  daj    *     dx  ^ 

-j^  ist  die  Ableitung  von  y,  wenn  u,  v  und  to  als  Konstante 

gelten.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  man,  indem  man  die 
erhaltenen  Gleichungen  verbindet,  die  Gleichung  gewinnt: 

^y  _,  ^y  du    ,    dy  dv    ,    dy  dw    .    dy  ds    , 

dx  '^  du  dx"^  dv  dx'^  dw  dx  "^  da  dx'^    ' ' 

und  man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Die  Ableitung  einer  Ftmktionj  welche  aus  mehreren  Ffmk- 
tionen  fsusammengesetgt  ist,  ist  gleich  der  Summe  (ms  der^  wdche 
man  erhält^  indem  man  nach  einander  jede  der  Musammensetgenden 
Funktionen  als  die  einzige  Variabele  ansieht 

Der  Satz  gilt  jedenfalls  unter  den  folgenden  Bedingungen: 
Bie  u,  Vj  w,  . .  .s  sind  Funktionen  von  Xy  welche  in  der 
Umgehung  der  gerade  fixierten  Stelle  x  bestimmte  endliche  Ab- 
leitungen besitzen  und  sdbst  bestimmte  endliche  Werte  besitzen. 
Sodcmn  ist  f(u,  v,  «?  . . .  5),  als  Funktion  der  unabhängigen 
Veränderlichen  m,  v,  . . .  s,  *n  cfer  Umgebung  der  entsprechenden 

Stelle  (u,  V,  . ..  s)  nebst  0^  *  *  •  ä^  stetig. 
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42.  Anwendungen: 

1.  Ist  y  >»  Au  -j-  Bv  +  Cw  . • .  xmd  sind  ÄyB^G ...  Kon- 
stante^ so  werden  die  Ableitungen  ö^,  «^,  s^  ' "  ^^züglich 
gleich  A,  Bj  C  . . .]  es  ist  also 

y'^Au'+Bv'+Cu?'  +  ^^^ 

2.  Ist  y  •-  uvws . . .,  so  sind  die  Ableitungen  ^,  J^ ,  J^ 
bezüglich  gleich 

man  hat  also: 

y'  «»  (t?«?«...)|*'-f-  (uU^5...)t''+  (uV8...)fv'-\ , 

wie  schon  in  Nr.  35  gefanden  wurde.     Diese  Formel   f&hrt, 

wie  in  Nr.  37  gezeigt  ist,  zur  Regel  ftlr  die  Differentiation 
▼on  Potenzen. 

3.  Ist  t*  -.1 

so  hat  man  (wenn  v  nicht  gleich  0  ist), 

du         ^       '      dv  ^^^       ' 

also: 

y  BSV    ^tt  — UV    ^v      oder    y  — —  ,— , 

wie  in  Nr.  36  gefunden  wurde. 

48«  Folgerung  ans  dem  vorigen  Satie.  Jede  explicite 
Funktion  y  der  Variabelen  x  wird  erhalten,  indem  man  mit 
dieser  Variabelen  bestimmte  RechnungBoperationen  in  be- 
stimmter Reihenfolge  ausführt.  Die  Zahl  dieser  Operationen 
wird  als  begrenzt  vorausgesetzt;  ist  sie  gröfser  als  1,  so  ist 
die  letzte  Operation  an  einer  oder  an  mehreren  Funktionen 
Uj  Vj  w  .  .  .  auszufahren,  welche  vorher  gebildet  sind.  So 
erhalt  man: 

y  —  f(uy  v,w  ..  .)• 

Der  vorige  Lehrsatz  nun  fOhrt  die  Differentiation  von  y 
auf  die  Differentiation  der  einfacheren  Funktionen  u,  v,  u;  . . . 
und  auf  die  durch  das  Symbol  f  dargestellten  Funktionen  von 
I«,  von  Vy  von  «?  . . .  u.  s.  w.  zurück.  Werden  die  Funktionen 
UyVyW , . .  nicht  durch  eine  einzige  Operation  aus  x  berechnet, 
so  kann  man  auf  sie  dasselbe  anwenden,  was  von  y  gesagt 
wurde,  und  so  fort.    Demnach  reduziert  sich  die  Differentiation 
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Yon  y  immer  auf  die  Bestimmung  von  Ableitungen  dementarer 
Funktionen,  welche  man  nicht  auf  einfachere  zurückfQhren  kann. 
Die  elementaren  Funktionen^  mit  denen  wir  uns  hier  zu  be- 
schäftigen habeU;  sind: 

1.  Die  Funktionen;  welche  aus  einer  einzigen  algebraischen 
Operation  hervorgehen:  nämlich  a  +  ^^  ciXy  x^, 

2.  Die  Exponentialfunktion  a'  imd  die  Funktion  Logarith- 
mus: logo;. 

3.  Die  goniometrischen  und  die  cyclometrischen  Funk- 
tionen. 

In  Bezug  auf  die  algebraischen  Funktionen  ist  hier  dem 
zu  Beginn  von  §  2  bereits  Gesagten  nichts  hinzuzufügen,  und 
wir  werden  nun  die  yerschiedenen  elementaren  transscendenten 
Funktionen  betrachten. 

§  6.  Differentiation  der  Logarithmen  und  der 
Exponentialfunktion« 

44.  Die  inversen  Funktionen.  Allgemein,  wenn  man  die 
Ableitung  einer  Funktion  kennt,  so  kann  man  hieraus  auch 
die  Ableitung  der  inversen  Funktion  berechnen.  In  der  That, 
nehmen  wir  an,  dafs  die  beiden  Variabelen  x  und  y  unter 
einander  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  welche  sowohl 
die  Form 

y  «=  /*(«;)  als  auch  die  Form  x  =  F{y) 

annehmen  kann,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung 

^  =  f\x)  und  aus  der  zweiten:  1  =  i^'(y)^,  (33), 

also  ist  ^ 

\='F'{y)f{x)     oder:     JP'(y)  -  ^^. 

In  der  Zei&näiSschen  Bezeichnungsweise  schreibt  sich  dies: 

dx ^     dy 

dy  '  dx 

Besitzt  also  y  als  Funktion  von  x  an  der  Stelle  x  eine 
endliehe  und  von  nuü  verschiedene  Ableitung  f\x)y  so  besitzt 
auch  X  als  Funktion  von  y  an  der  entsprechenden  Stelle  y  eine 
endlicJie  und  von  null  verschiedene  Ableitung  F'{jf)  und  die 
Ableitung  der  inversen  Funktion  ist  der  reciproke  Wert  der 
Ableitung  der  wrsprünglichen  Funktion. 
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45.  Bestimmung  von  lim   (l  -| )    für  ganze  positive  m, 

masoo 

Die  Bestimmmig  dieser  Grenze  ist  onerläislich  für  die  Aufgaben, 
die  wir  uns  gestellt  haben.  Wir  nehmen  zmiächst  an,  dafs 
die  Zahl  m  nach  einem  positiven  unendlich  greisen  Werte 
konvergiert,  indem  sie  nur  die  Werte  der  ganzen  Zahlen  darch- 
laufl.  Alsdann  hat  man  nach  der  Binomialformel  in  Bezug 
auf  einen  ganzzahligen  positiven  Exponenten: 
-    .    w    2_    1    ffl(w  —  1)   1 


(>+i)- 


,    w(m-l)(m-2)      1      ,  /£\« 

•■  12    8  w»    '  »    Vm/ 


Ist  nun  n  irgend  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  m,  und  be- 
zeichnet man  mit  iZ»  die  Summe  aller  Glieder,  welche  auf 
das  (n  -f- 1)^  Glied  folgen,  so  kann  man  schreiben: 


(1) 


/-     ,     1  x"»       1    I    1     I           «I    ,    \        m/  \        m/ 
V  +  m)    "l+T  +  TTl-H TT 2T8 

I  \        m/  V        m/    '\ m    /    ,    -n 

i  1  .2-  8  ...n  "^ 


wobei  der  Wert  von  JB«  gleich  wird: 


ij.= 


Ln+l 


1 
n        ' 


In  der  zwischen  der  Klammer  enthaltenen  Summe  ist  die 
Zahl  der  Glieder  gleich  m  —  n,  und  diese  Glieder  sind  kleiner 
als  die  entsprechenden  der  unbegrenzten  geometrischen  Pro- 
gression 

n  +  1  f  (n-f- 1)«  "T-  (n+  !)•  "T 

Die  Summe  dieser  Reihe,  d.  h.  die  Grenze,  welcher  sich 
die  Summe  beliebig  nähert,  je  mehr  Glieder  man  summiert, 

ist  — ;  folglich  kann  der  Faktor  zwischen  den  Klammem  mit 
-—  bezeichnet  werden,  wenn  9  einen  Bruch  zwischen  0  und  1 


62  Zweites  Kapitel. 

bedeutet.  Man  hat  also^  wie  grofs  auch  immer  m  gewählt 
sein  mi^: 

(2)  ««  = rr^.rrn n' 

Die  Zahl  n  kann  als  miyeränderlich  angesehen  werden; 
lassen  wir  nun  m  beliebig  wachsen  und  bezeichnen  mit  91« 
die  Grenze  von  Rny  mit  d'  die  Grenze  von  0;  so  erhalten  wir: 

(3)  iin,(n-i-)™-i  +  -;  +,^,  +  ...-.,,i^  +  «., 

und  nach  Formel  (2)  ist 

d'  ist  eine  Grofse,  von  der  nur  bekannt  ist,  dafs  sie  nicht 
gröiser  als  1  und  nicht  kleiner  als  0  ist. 

Die  Zahl  n  kann  willkürlich  gewählt  werden^  und  wenn 
man  annimmt,  dafs  sie  ins  unendliche  wächst,  so  konvergiert 
91  n  nach  0.    Es  folgt  hieraus,  dafs,  je  mehr  Glieder  der  Summe 

1  4-  -1  4-  -—  J U. -_i ( 

'l'l-2*1.2-8~  1.2-8.-n' 

addiert  werden,  um  so  genauer  eine  bestimmte  Grenze  erreicht 
wird.  Denn  durch  Addition  beliebig  vieler  Glieder  erhält  man 
Werte,  die  immer  mehr  wachsen,  und  die  doch  kleiner  sind 
als  der  Wert 

^    .  i.   ,   J_  ,         1         ,         1 , 1 1 

~  1   ~1.2'*l-2.8     •■         1.2.8..n"^i"2-8..nn 

Diese  bestimmte  Grenze  bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  e; 
es  ist  also 

W^QO 

wenn  man 

^~"*     1     •*1.2''l.2.8'l.2.8.4' 

setzt.  Bricht  man  die  Reihe  mit  dem  Gliede  ab,  welches  n 
im  Nenner  enthält,  so  ist  der  Fehler,  d.  h.  die  Abweichung 
vom  vollständigen  Werte,  gleich  der  Gröise  91»,  die  man  den 
Best  der  Reihe  nennt.  Dieser  Best  ist  kleiner  als  der  n^  Teil 
des  n  -{-  1^  Gliedes,  mit  dem  man  die  Summation  abgebrochen 
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hat.  Dies  gestattet  den  numerischen  Wert  der  Zahl  e  mit  einer 
beliebig  grofsen  Annäherung  zu  berechnen.    Man  findet: 

e  —  2,71828   18284  59045  . . . 
46.   Begtiimnung  von  lim   (l  +  —)     für  beliebiges  m. 

Nehmen  wir  femer  an,  m  wird  positiv  unendlich,  indem  es 
alle  Zahlenwerte  durchläuft,  und  bezeichnen  wir  mit  i$  die 
ganze  Zahl,  welche  dem  Werte  m  jedesmal  am  nächsten  liegt 
nnd  kleiner  ist  als  m.    Man  hat  alsdann: 

{•+^)'<('+ir<('+;r. 

oder 

('  +  dnr'('  +  rTT)<('  +  i)"<('+{)'(>+J). 

Wenn  nun  m  ins  Unendliche  wächst,  so  wird  auch  die 
ganze  Zahl  ^  unendlich.     Nun  wird 

ita(.+A)'-UM(i+^r'-., 

Mithin  ist  die  Gröise  (l  -] j    zwischen  zwei  Variabelen 

eingeschlossen,  welche  beide  die  Grenze  e  haben;  man  hat 
folglich  (25) 

lm(l  +  i)"-.. 

Nimmt  man  endlich  an,  dafs  m  negativ  unendlich  wird* 
und  setzt  man  m  «»  —  ^^^  so  hat  man: 

(i+ir-(i-r'-(^r-{'+?^n 

also 

(i+i)--(>+^r-(i+.-i.-)- 

Konvergiert  m  nach  —  c»,   so   konvergiert  ft  —  1   nach 
-|-  oo  und  man  hat 

also  ist  auch  in  diesem  Falle 
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47.  Die  Ableitung  von  log:r.  Die  Basis  der  Logarithmen 
sei  hier  irgend  eine  feste  positive  Zahl  a;  die  Yariabele  x  kann 
alle  positiven  Werte  annehmen«  Erteilt  man  der  Yariabelen  x 
den  Zuwachs  ArT;  so  wird 

Aloga;  =  \og{x  +  Aa;)  —  logic  «=  log(l  +  ~), 
also 


^x  Ax 

.=  m  oder  Ax  =^     , 
Ax  m^ 


Setzt  man   .  -  =  w  oder  Ao:  =  — ,  so  folgt: 


^s-^-fi»8(i+i)-ii«g(i+ir- 

Wenn  nun  Ax  null  wird,  so  wird  m  unendlich;  ftlr  jeden 

von  null  verschiedenen  Wert  von  o?;  der  Ausdruck  (l  -^ ) 

hat  die  Grenze  €y  und  also  ist 

d  log  X 1  , 

dx  X      ^   ' 

Sind  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die  Basis  e  gebildet^ 
so  hat  man  das  sogenannte  Neper'sche  oder  natürliche  System. 
Hier  ist  logc  -«  1,  also 

d  log  X        1 
dx  X 

Ersetzt  man  x  durch  eine  Funktion  u  von  x,  so  wird 
nach  Nr.  33 

dlogu dlogi*  du 1     du 

dx  du  dx        u     dx 

Hierdurch  rechtfertigt  sich  der  Name  „logarithmische  Ab- 
leitung" welcher  in  Nr.  35  eingeftthrt  wurde.  Diese  ist  in  der 
That  die  Ableitung  des  Logarithmus  der  betreffenden  Funktion. 
Eine  Anwendung  dieser  Formel  machen  wir  auf  den  Fall 
der  Potenx  y  =  x^  mit  beliebigem  irrationalem  Exponenten. 
Bildet  man  ftlr  positive  Werte  von  a?,  logy  =  ^logrc,  so  folgt 

nach  Nr.  83: —~  =  --,  also  3^  =  fta^""^,  demnach  gilt  auch 
tf    d X       X  vhX 

für  irrationale  Exponenten  die  frühere  Kegel. 
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48.   Die  Ableitung   von  a'.     Die   Basis  a  ist   als   eine 
positive  Eonstante  zu  deDken.    Es  wird 

Aa*  —  a»+^*  —  o«  —  c^ia^^'  —  1), 
also: 

Ax  Ax 

Setzt  man  a  '  —  1  =  —    oder  a''  =  1  H ,  so  erhält 

man,  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

A^loga-«log(l  +  ^)  oder  Aa; \6^^r~y 

folglich: 

A  o*  X  log  a  X         log  a 

Lälst  man  A^  nach  0  konvergieren,  so  wird  m  unendlich; 

( 1  +     j     wird  gleich  e  und  demnach 

da'  loga 

~dx  log«' 

Die  Basis  der  Logarithmen  ist  willkürlich.  Wählt  man 
das  natürliche  System,  so  ist  log  6»=  1  und  demnach 

da'         .  , 

Für  den  Fall  a  —  e  gehen  die  Formeln  über  in: 

de' 

_  _  tssB  e« 

dx 

Die  Funktion  ef  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  die  Ableitung 
mit  der  Funktion  identisch  ist 

Es  ist  kaum  notig  hinzuzufügen,  dafs  diese  Resultate  auch 
dann  noch  bestehen,  wenn  x  nicht  mehr  die  unabhängige 
Variabele  ist. 

40.  Sine  Verifikation.  Wir  haben  die  Bestimmung  der 
Ableitungen  von  logo;  und  o^  direkt  ausgeführt.  Sobald  aber 
die  Ableitung  von  einer  dieser  Funktionen  bekannt  ist,  so 
kann  man,  wie  wir  schon  sagten,  unmittelbar  hieraus  die  Ab- 
leitung der  anderen  berechuen.     Denn  setzen  wir 

S«rret,  Diff.-  n.  Integral-Beobnong.    L    8.  Aufl.  5 
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y  —  «*, 
80  haben  wir,  indem  wir  die  Logarithmen  mit  der  Basis  a 
von  beiden  Seiten  nehmen: 

logy  —  a:. 
Wenn  man  nun  als  bekannt  voraussetzt^   dafs  die  Ab- 
leitung von  logy  gleich  ist  -^y  so  hat  man 

y 
oder 

da'         a* 


dx         log  e 
Da  log  a  —  1 ,  so  kann  man  auch  schreiben 

dx         log« 
und  nun  kann  man  auch  die  Basis  des  Logarithmensystems 
willkürlich  wählen  ^  da  der  Wert  des  Quotienten  sich  dabei 
nicht  ändert.    Wählt  man  im  Besonderen  e  zur  Basis,  so  hat 

man  -r—  «=  a*  log  a,  wie  schon  auf  direktem  Wege  gefunden 
wurde. 

50.  Anwendungen. 

1.  Es  sei 


y-icgj/l^- 

Die  Basis  des  Logarithmus  sei  die  Zahl  e\  solche  Loga- 
rithmen pflegt  man  mit  dem  Zeichen  log  nat  oder  kurz  mit  l 
zu  schreiben.    Man  kann  setzen 

daher: 

dy       ^  (1  -  xy  _  1  (1  +  x)'       _  /  _l ,        1     \  l^ 

dx^  2     l  —  Ä  2     i  +  X    ~        Vi— a;"*l+a;/2' 

oder: 

dy_     J 

dx        x^  —  X  ' 
2.  Ist 


tmd  a  eine  Konstante^  so  hat  man 
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oder: 


y' 

^V«' 

x  +  y«« 

+  « 

dx 

1 

l 

>/«' 

'"+< 

3.  Ist 
und  sind  ti  und  v  gegebene  Funktionen  Ton  x^  so  wird 

ly  _  vZu, 

also: 

dly        vdlu    I    y    dv 

dx  dx    "*         dx' 

oder: 

also: 

y'  «a  VM'— ^m'  +  f^^v'lu. 

Man  hätte  dasselbe  Resultat  auch  so  gewinnen  können^ 
dals  man  die  Regel  fOr  die  Differentiation  zusammengesetzter 
Funktionen  anwendet ^  in  Verbindung  mit  der  Regel  für  die 
Ableitung  der  Funktionen  o*. 

Setzt  man  n  -»  x,  v  «^     ,  so  giebt  die  obige  Formel 

X 

t 

Man  erkennt^  dals  die  Funktion  x^  wächst,  solange  x  kleiner 
ist  als  By  denn  die  Ableitung  ist  dann  positiv,  und  dais  sie 
abnimmt,  solange  x  groiser  ist  als  e.  Folglich  erlangt  diese 
Funktion  ihr  Maximum  für  x  •»  e,  und  dieser  Maximalwert 

ist  e*.    Für  negative  Werte  von  x  ist  die  Funktion  überhaupt 
nicht  definiert. 

4.  In  welchen  Logarithmensystemen  giebt  es  ZcMen,  welche 
gleich  ihren  Logarithmen  sind? 

Es  handelt  sich  darum  zu  bestimmen,  bei  welchen  Werten 
von  a  Gröisen  x  sich  bestimmen  lassen,  so  dafs  die  Funktion 

y  «B  a'  —  X 

den  Wert  0  annimmt.   Bezeichnet  man  mit  l  einen  natürlichen 
Logarithmus,  so  hat  man 

5* 
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dx 

Ist  a  kleiner  als  1;  so  ist  die  Funktion  y  eine  durchaus 
abnehmende,  wahrend  x  von  —  cx)  bis  -f-  ^^o  läuft,  da  die  Ablei- 
tung durchaus  negativ  ist.  Andererseits  hat  sie  für  o;  =  —  oo 
den  Wert  +  oo,  ftlr  rc  =  0,  den  Wert  1,  für  a;  =  +  ^»  ^^^  Wert 
—  cx).    Sie  wird  also  für  einen  positiven  Wert  von  x  gleich  0. 

Ist  a  gröiser  als  1,  so  ist  y  eine  abnehmende  Funktion, 

solange 

aHa—  KO, 

solange  also  x  kleiner  ist  als  der  Wert  rc^,  für  welchen 

a*»ia  =  l     oder    rc^Za  +  ZZa  =  0, 
d.  h. 

IIa 

Für  gröfsere  Werte  von  x  ist  die  Funktion  eine  wach- 
sende. Die  Funktion  hat  also  ein  Minimum,  welches  zum 
Werte  x^  gehört,  und  dieser  Minimalwert  ist  gleich 

1     lUa 
Zä"»     la' 

Ist  dieses  Minimum  negativ,  so  wird  die  Funktion  zwei- 
mal 0,  ist  es  positiv,  so  wird  die  Funktion  nicht  0;  es  muüs 
also,  damit  y  gleich  0  werden  könne, 

Ji+-}~^0    d.h.     1  +  lla^O    sein. 

Dies  ergiebt: 

1 
lla^--l     oder     Ja^e"*,    a^e*. 

Ist  a  SB  e^,  so  ist  x^  <=*  e  und  die  Funktion  wird  für  diesen 
einen  Wert  gleich  0. 

§  6.    Differentiation  der  Ereisfunktionen. 

5L    Die  goniometrisohen  Funlctionen.    Diese  sind: 

sinn;,  tango;, 

cos:c,  cotgo;. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  Funktionen  aiax  und  coso;. 

Erteilt  man  der  Yariabelen  x  den  Zuwachs  Ax,  so  hat  man 
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A  sin  X  =  sin  (x  +  Ax)  —  sin  x  ««  2  sin  -^  cos  [x  +  -y")  , 
AcoBX^^  cos (a?  +  Ax)  —  cosx  —  —  2  sin  -^^  sin  \x  -f  -^) ; 

Ax 


oder: 


-^x Ä^  ««"(*  + -2)' 


sin 

A  cosa; 


2 
Ax 


Ax 


—   2       .    (      ,Ax\ 
--Aar-«^l^+    2)' 


Das  Verhältnis  sin  -g-  :  -g-  konvergiert  nach  dem  Werte  1, 
wenn  Ax  nnll  wird. 

Geht  man  also  zu  den  Grenzen  über^  so  wird 

dBmx  d  COBX 

— - —  SB  cosrc,    —^ —  «-  —  sma;. 
dx  '        dx 

2.   Da  die  Funktionen  tang   und  cotg   gleich   den  Quo- 
tienten 

ain  X  1      COB  x 
und     — — 

COBX  BID.X 

sind,  so  kann  man  ihre  Ableitungen  yermittelst  der  Regel 
fOr  die  DifiPerentiation  eines  Quotienten  aus  den  Ableitungen 
Yon  sin  und  cos  ableiten.     Es  wird: 


dtgx 

dx 

dx 

cob'  X  +  sin'  X           1 

-x' 

dx     " 

cos'a; 

C08*a?                     COB* 

dcigx 

dx     "^ 

d  COB  o;                 d  Bin  X 

Bina;  -, cobx  — 5 

dx                      dx 

,    ■         --                          ■— •     BS« 

Bin'x 

sin«  X  +  COB*  X 
sin'o; 

1 
"ain^ 

X 

Die  erhaltenen  Formeln 

zusammengestellt  ergeben: 

dBmx 
dx       =«08«. 

d  coßic 
dx 

=  —  sin  a?, 

d  tang  X           1 

d  cotgx 
dx 

1 
sin'  X 

dx          '  cos*a?' 

Diese  yier  Formeln  bleiben  auch  bestehen,  wenn  x  nicht 
die  unabhängige  Yariabele  ist;  und  man  kann  bemerken,  dals 
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gleich  einer  Konstante^  daher  sind  auch  ihre  Ableitungen 
gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Gleiches  gilt 
Yon  den  Funktionen  arc  sin  x  und  arc  cos  x-^  die  Quadratwurzeln 
in  den  yorigen  Formeln  sind  immer  mit  dem  positiven  Zeichen 
zu  nehmen. 

§  7.    Differentiation  der  impllciten  Funktionen. 

54«  Die  Funktion  ist  implicite  durch  1  Gleidhnng  gegeben. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall;  dafs  eine  Funktion  y  mit  der 
Variabelen  x  durch  eine  Gleichung 

f{^>  y)  -  0 

yerbunden  ist,  deren  linke  Seite  eine  gegebene  Fimktion  Ton 
X  und  y  ist.  Wir  greifen  ein  bestimmtes  Wertepaar  {Xy  y) 
heraus,  welches  f  zu  null  macht  und  nehmen  an,  dafs  in  seiner 
Umgebung  f  und  seine  beiden  Ableitungen: 

^(^yV)     ^^     df{x,  y) 
dy  ox 

stetig  sind.  Endlich  nehmen  wir  an,  dafs  man  Ton  der  gerade 
fixierten  Stelle  {x,  y)  stetig  zu  unendlich  vielen  anderen  ge- 
langen kann,  die  ebenfalls  die  Gleichung  /*  «=  0  erfüllen.  Geo- 
metrisch besagt  die  letzte  Voraussetzung,  dafs  die  Fläche 
z  =3  f(x^  y)  von  der  Ebene  g  =  0  wirklich  in  einer  Kurve 
geschnitten  wird.  Man  kann  alsdann  f(x,  y)  als  eine  mit  den 
Yariabelen  Xy  y  zusammengesetzte  Funktion  ansehen,  und  diese 
Fimktion  ist  der  Annahme  nach  konstant  gleich  0.  Also  ist 
auch  ihr  Differentialquotient  konstant  gleich  0,  und  es  besteht 
die  Gleichung  (Nr.  40) 

dx^dydx 
Hieraus  kann  man,  für  alle  Wertsysteme  von  x  und  y, 
für  welche  nicht  gerade  g^  «=  0  ist,   den  gesuchten  Differen- 
tialquotienten bestimmen: 

dl 
dy  ex 

dx  ""  Jl   ' 

dy 
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Die  Ableitung  einer  Funktion  y,  welche  mit  x  durch  die 
Gleichung  f{x,  y)  *»  0  verbunden  ist,  unrd  erhalten,  indem  man 
den  negativen  Wert  der  Ableitung  nach  x  durch  die  Ableitung 
nach  y  dividiert. 

65.  Beispiele. 

1.  Ist 

f{x,  y)  =  a V  +  6*  a?'  —  «*  6'  -  0, 
so  ist 

y--2b'x,   !^-2a«y, 
dx  '    dy  ^^ 

und  folglich 

dy       h^jß 

dx  a*  y 

Im  Yorliegenden  Falle  kann  die  gegebene  Gleichimg  nach  y 
au%elost  werden  und  man  findet 


Die  Quadratwurzel  kann  sowohl  mit  dem  Plus-,  wie  mit 
dem  Minuszeichen  berechnet  werden.    Substituiert  man  diesen 
Wert  von  y  in  die  obige  Formel,  so  wird  sie 
dy  hx 

dx  ayä^^  a;« 

Dieses  Resultat  erhält  man  auch  unmittelbar^  wenn  man 
den  obigen  Wert  von  y  differentiiert. 
2.   Hat  man  die  Gleichung 

f(x,  y)  -  (x«  +  y*)«  -  2a\a?  -  y«)  =  0, 

welche  die  Lemniskate  von  BernouUi  darstellt,  wenn  man  x 
und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  betrachtet^  so  wird 

und  folglich 

dy        X  X*  +  y*  —  a* 

dx  y  ^*  +  y*  +  «** 

Nur  fiir  den  Wert  x  =  0,  y  =  0,  welcher  die  Gleichung 
f(Xj  y)  =  0  befriedigt;  ergiebt  diese  Formel  keine  Bestimmung 
des  Di£Perentialquotienten. 

56.  Die  Funktion  ist  implicite  dnroh  2  Gleichungen  gegeben. 

Betrachtet  man  den  Fall^  dafs  zwei  Gleichungen  gegeben  sind: 
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zwischen  der  unabhängigen  Variabelen  x  und  den  zwei  Funk- 
tionen y,  g  dieser  Variabelen;  da  y  und  z  Funktionen  Ton  x 
sind^  so  sind  f{x,  y,  z)  und  F{xj  y,  e)  zusammengesetzte  Funk- 
tionen^ andererseits  sind  die  Differentiale  dieser  Funktionen 
null,  da  diese  selbst  0  sind;  also  hat  man: 


man 

die  Werte  von  p^ 
dx 

und 

de 
dx 

nämlich 

^y  ^ 

dfdF 

dx  de 

dfdF 

de  dx 

dx 

'  dfdF 

~de  dy 

dfdF' 
dy  de 

dz 
dx'" 

dfdF 

dy  dx 

'dfdF 

de  dy 

dfdF 

dx  dy 
dfdF' 
dy  de 

Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  dieser  Satz  bewiesen 
ist;  sind  aus  Nr.  41  zu  entnehmen. 

57.  BeispieL     Aus  den  Gleichui^en 

a^*  +  y'  +  ^*  —  r^y  ax  +  ßy  +  y0^p, 

wo  r,  a,  ßf  y,  p  Eonstante  bezeichnen,  folgt: 

xdx  +  ydy  +  ede  —  0,   adx  +  ßdy  +  yde  «»  0, 

oder: 

dx  dy  de 

yy  —  P«  ae  —  yx  ßx  —  ay' 

eine   Formel,    welche   die   Differentialquotienten    —,  -,-   der 

dx    u>x 

beiden  Funktionen  y  und  e  bestimmt. 

58.  Der  aJlgemeine  FalL  In  derselben  Weise  hat  man 
in  dem  allgemeinen  Falle  zu  verfahren,  wo  man  n  Glei- 
chungen hat: 

f(x,  y,  i?,  u...)  — 0, 

F{x,y,z,  t*...)-0, 
fp{x,  y,  Ä,  u...)  — 0. 
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zwischen  einer  unabhängigen  Variabelen  x  und  n  Funktionen 
y,  i9y  u  . . .  dieser  Variabelen.  Die  Funktionen  fy  Fy  q>  ...  sind 
wie  in  den  vorigen  Fällen,  zusammengesetzte  Funktionen, 
deren  Werte  durchaus  0  sind,  und  deren  Differentiale  daher 
eben£Edls  Tersch winden.    Man  hat  also: 


Aus  diesen  n  Gleichungen  sind  also  Differentialquotienten 
der  n  Funktionen  y,  z,  u . . .  zu  berechnen. 

§  8.    Die  Elimination  wlUkfirlielier  Konstanten. 

59.  Elinünation  1®'  Konstanten  aus  1*'  Gleichung.    Es 
sei  eine  Gleichung  gegeben 
(1)  fix,y,O~~0 

zwischen  den  Variabelen  x,  y  und  einer  willkürlichen  Eon- 
stante C.    Die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert 

W  ax  ^  dy  dx        ^' 

und  wenn  man  die  Eonstante  C  zwischen  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  eliminiert,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 

zwischen  der  unabhängigen  Variabelen  x^  der  Funktion  y  und 
ihrer  Ableitung  •—-• 

Diese  Gleichung,  welche  ganz  unabhängig  ist  Yon  den 
besonderen  Werten,  welche  man  der  Eonstanten  C  beilegen 
mag,  heÜJBt  eine  Differentialgleichung,  In  Bezug  auf  dieselbe 
heilst  die  Gleichung  (1),  welche  eine  willkürliche  Eonstante 
enthält,  die  urspriingliche  oder  primitive  Gleichung. 

Interpretiert  man  x  imd  y  als  geradlinige  Eoordinaten,  und 
legt  man  der  Eonstanten  C  nach  einander  unendlich  viele  Werte 
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bei;  so  stellt  die  Gleichung  (1)  ein  Eorvensyatem  dar.    Die 
Gleichung  (3)  drückt  dann  eine  Eigenschaft  der  Tangente  aus^ 
die  allen  Kurven  dieses  Systems  gemeinsam  ist. 
60.   Beispiele. 

1.  Die  Gleichung  y*  =  2px  +  C  giebt  durch  Differentiation 

dy 

Hier  ist  die  Eonstante  C  bereits  herausgefallen  und  diese 
Gleichung  ist  daher  die  Differentialgleichung ,  welche  aus 
der  gegebenen  heryorgeht.  Sie  drückt  (Nr.  39)  auS;  dafs  die 
Subnormale  bei  allen  Kurven,  welche  durch  die  Gleichung 
y*  «=3  2j)a;  +  C  dargestellt  werden,  konstant  ist. 

2.  Die  Gleichung 

in  welcher  h  eine  fest  gegebene  Konstante  ist,  q  alle  mög- 
lichen Werte  annehmen  kann,  stellt  ein  System  von  konfökalen 
Kegelschnitten  dar,  wenn  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
bedeuten.     Die  Differentiation  ergiebt: 


X  dx 


+ 


oder: 


y-Ay .  =  0 


X  dx 


y_^y 
5«  —  9« 


X  dx  -\-  y  dy 


Durch  die  Elimination  von  p*  erhält  man  indem  man  y 

Fig.  20. 


für  ,^  schreibt: 
dx 


und  dies  ist  die  gesuchte  Differential- 
gleichung. Legt  man  die  Tangente 
MB  und  die  Normale  MC  an  eine 
Kurve  des  konfokalen  Systemes,  und 
sind  B  und  C  die  Punkte,  in  denen 
diese  Geraden  die  Axe  Oy  schneiden, 


so  sind  die   Gleichungen  für  MB  und  MC 
Y-y^y^{X-x), 
Y-y^--^(X-x), 
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wenn  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten.  Folg- 
lich hat  man 

OB^y-xi/,  OC-y  +  Xy, 

also 

OBOC h\ 

Das  Produkt  hat  einen  negativen  Wert^  weil  OB  und 
0(7  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  der  Ordinatenaxe  liegen. 
Hieraus  folgt^  dafs,  w^nn  man  dem  Dreieck  BMC  einen  Ereis 
umschreibt,  dieser  Kreis  die  Abscissenaze  in  zwei  Punkten 
jP  und  F  schneidet,  fttr  welche  die  absoluten  Werte 

OF^OF  ^h 

sind.  Also  sind  F  und  F  die  Brennpunkte  unserer  Kurve, 
Diese  fügenschaft  wird  durch  die  DifiPerentialgleichung  für 
alle  Kurven  des  Systemes  ausgedrückt. 

6L  Der  allgemeine  FalL  Betrachtet  man  allgemein  ein 
System  von  n  Gleichungen: 

/i  («,  y,  ^,  w,  . . .  a,  6,  c,  . . .)  =  0, 


(1) 


fn{x,y,e,u,  ...a,  6,  c,  ...)  =  0 


zwischen  einer  xmabhängigen  Yariabelen  x,  n  Funktionen 
y^  Zy  Uy  . . .  dieser  Yariabelen,  und  n  willkürlichen  Konstanten 
a,  &,  c,  . . .,  so  ergiebt  die  Differentiation  dieser  Gleichungen 
die  n  folgenden  Gleichungen: 


(2) 


^/i  4.  P/i  .  iy  J-  .^4  .  _^1  4.  M  .  iü  4. ...  =  0 
dx  "^  dy     da?  '  dz     dx  "^  du     dx  "^  ' 

of,    .    df,     dy    ,    df,     dz    ,    df,     du    ,         ^  ^ 
dx  "^  fy  '  dx  "^  dz  '  dx  "^  du  '  dx  '^  ' 


^^a.!A  ^yj.!^«   :^a.^^«  ^^j_    0 

dx  "^  dy  '  dx   "^  dz  '  dx  '^  du  "dx  "^         ~  ^• 


Eliminiert  man  nun  die  n  willkürlichen  Konstanten 
a,  6,  c,  ...  zwischen  den  2w  Gleichungen  (1)  und  (2),  so 
erhält  man  im  allgemeinen  n  Gleichungen: 
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TJT  /  dy     dz      du        \        ^ 

77   /  dy      dz      du        \        ri 

Dieselben  bilden  ein  System  von  simultanen  Differential- 
gleichungen. 
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Höhere  Differentialqnotienten  yon  Funktionen  Einer 

Yeränderlichen,  Partielle  Differentialqnotienten  yon 

Fnnktionen  melirerer  Veränderlichen, 


§  1.  Höhere  Differenttalquotieiiteii  yon  Funktioiieii 
Einer  Yertnderliclien. 

62.  Defimtion  der  n^  Ableitang.  Ist  f{pc)  eine  Fank- 
tion  der  Variabelen  x  und  f(x)  ihre  Ableitung^  so  bezeichnen 
wir  mit  f"{x)  die  Ableitung  von  fix)^  mit  f"{x)  die  Ab- 
leitung Yon  f\x)  XL  s*  f.  Auf  diese  Weise  bilden  wir  eine 
Reihe  von  Fnnktionen: 

nx),r{x),r\x),...f<%x).,., 

die  nur  dann  ein  Ende  erreicht,  wenn  man  einmal  auf  eine 
Funktion  stölst;  die  keine  bestimmte  Ableitung  mehr  besitzt. 
Bei  den  meisten  Funktionen  tritt  dieser  Fall  nicht  ein. 

Die  Funktion  f^*^(x),  welche  in  der  vorstehenden  Folge 
die  n**  Stelle  einnimmt,  wird  die  Ableitung  n**'  Ordnung  oder 
einfacher  die  n^  Ableitung  von  f(x)  genannt 

68.  Die  n^''  Ableitang,  aufgefafst  als  n^'  Differential- 
quotient.   Es  sei  wiederum 

(1)  »-/•(«) 

die  gegebene  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  x.    Wir 
bezeichnen  mit  d^^  das  Differential  dieser  Funktion  bei  einem 
willkürlichen  endlichen  Zuwachs  h^  der  Variabelen  X]  so  hat 
man  nach  Nr.  32 
(2)  d*.y-r(^)Äi. 

Dieses  Differential,  welches,  so  lange  h^  eine  endliche 
Grofse  bezeichnet,  selbst  im  allgemeinen  eine  endliche  Gröfse 
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ist^  ist  zugleich  eine  Funktion  Ton  x.  Sein  Differential,  ge- 
bildet für  einen  willkürlichen  Zuwachs  h^  der  Yariabelen  x^ 
ist  das  Differential  zweiter  Ordnung  der  Funktion  y,  und  wii 
bezeichnen  es  mit  d^'^d^^y.    Man  hat  dann: 

d'-d'^y  =  d^f{x)\  —  \ .  d'-f'(x)  =  r(x)h,h^. 
Desgleichen    wird    das   Differential    dieses    Differentiales 
zweiter   Ordnung    bei    einem    willkürlichen    Zuwachs    A3  der 
Yariabelen  xi 

d'^d'-d^^y  =  r{x)\}^h^. 

Fährt  man  so  fort,  so  erhalt  man  eine  Folge  von  Werten: 
d*»y,  d^^d^^y,  d^d^^d^*»y,  . . . 
in  welcher  jedes  Glied  das  Differential  des  vorhergehenden 
ist;  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Zuwachs,  den  man  der 
Yariabelen  x  erteilt.  Das  n^  Glied  ist  das  Differential  n*^  Ord- 
nung der  Funktion  y,  und  man  hat: 

(3)  d*«d*«-i . . .  d'^d'^y  =  f^'^Kx^h.h,  . . .  K^ihn. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dafs  sich  das  Differential 
n**'  Ordnung  nicht  ändert,  wenn  man  die  Reihenfolge  der 
Charakteristiken  d  vertauscht. 

Gewöhnlich  nimmt  man  alle  Gröljsen  Ä^,  Ä^  . . .  Ä«  -ali^unter 
einander  gleich  an.     Ist  h  =  dx  ihr  gemeinsamer  Wert;*^^ 
kann  man  die  Differentiale  der  verschiedenen  Ordnungen  nm> 
den  Zeichen 

dy,  cPy,  . . .  d'^y,  . . . 

bezeichnen  und  man  hat 

(4)  d«y  -  r(«>(y)A«  «  f^^Ky)dx% 
oder 

(5)  S-'^^''^^)- 

Diese  Gleichung,  durch  welche  dieselbe  Gröfse  nur  ver- 
schiedenartig definiert  wird,  besagt: 

Die  Ableitung  n^'  Ordnung  einer  Funktion  ist  gleich  dem 
Differentiale  n^  Ordnung  dieser  Funktion,  dividiert  durch  die 
n^  Potensf  des  Differentiales  der  unabhängigen  Yariabelen. 

Diese  Bezeichnung  wird  am  häufigsten  angewandt  für  die 
Ableitungen,  und  die  Formel  (3)  läfst  sich  daher  auch  schreiben 


s 

I 
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Es  leuchtet  ein,  dab  man  die  Differentiale  der  yerschie- 
denen  Ordnungen  vermittelst  successiyer  Anwendung  der  Regeln 
erhält,  die  wir  im  Yongen  Kapitel  utrfgefltellt  haben. 

64.   Anwendungen. 

1.  Ist 

so  hat  man: 

^  «.  m(m  —  1)  (w  —  2)  •  •  •  (t»  —  n  +  l)a?'»-"- 

2.  Ist 

so  hat  man: 

dy_l^      dV  ^  „  JL  _  _  ^-2      ^  _  1  .  Oa.-.8 
da?  "■  «  '     d««  X*  *      '     da;»        i    ^a;      , 

3.  Ist 

und  a  eine  positive  Eonstante,  so  hat  man: 

d«  '      dx*  ^    -*  da;*  ^    ■' 

d"f/ 
In  dem  Falle  a  =  e  ist  y  «  e*.  und  — sl  =  e*  «s  «• 

4.  Ist 

y  «a  sin(:r  +  a) 

und  a  eine  Eonstante,  so  wird 

ll  —  cos(a;  +  «)  =  8m(rc  +  «  +  f ), 
so  dafs  die  Ableitung  von  sin(a;4'  ^)  erhalten  wird,  indem 
man  die  Eonstante  v  <ler  Grölse  a  hinzufügt.   Hieraus  schlieügt 
man,  da&  f&r  jedes  n 


d>_ 
d«"  ~ 

Serret,  Diff.-  u.  Integral-Bechnong.   L   8.  Aufl. 


sin^x  4-  «  +  n~y 
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IC 


Setzt  man  a  —  0  und  a  ■=»  y,  so  erhält  man: 

65.  Differensen  höherer  Ordnung.  Für  eine  Funktion 
y  ««  f{x)  der  Variabelen  x  wird  der  Zuwachs 

die  Differenz  erster  Ordnung  oder  die  ersfe  Differenz  der  Funktion 
y  bei  dem  willkürlichen  Zuwachs  \  der  Grofse  x  genannt  und 
mit  A^iy  bezeichnet.  Diese  Differenz  ist  selbst  eine  Funktion 
Ton  Xf  und  ihre  Differenz  bei  dem  Zuwachs  \  der  Variabelen  x 
ist  die  Differenz  zweiter  Ordnung  oder  die  ztveite  Differenz  der 
Funktion  y;  sie  sei  mit  A^A^^y  bezeichnet.  Fährt  man  so 
fort,  so  entsteht  die  Aufeinanderfolge 

A*»y;     A**A*»y,     A*»A**A*»y,  . . . 

und  jedes  Glied  ist  die  Differenz  des  Torhergehenden  bei  einem 
bestimmten  Wachstum  der  Variabelen  a?;  das  n^  Glied  ist  die 
Differenz  von  der  Ordnung  n,  oder  die  n*®  Differenz  von  y. 
Aus  der  Gleichung  filr  die  erste  Differenz 

folgt: 
A».A*.y  ^f(x  +  h,  +  \)-  fix  +  h)-f(x  +  \)  +  fix). 

Diese  Differenz  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  GroJGsen 
h^  und  ^2;  also  die  Ordnung  der  beiden  Charakteristiken  A 
vertauscht.  Wenn  man  nun  die  Differenz  von  der  Ordnung  n 
betrachtet,  so  kann  man,  wie  hieraus  folgt^  ohne  ihren  Wert 
zu  ändern,  die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Charak- 
teristiken Tertauschen,  und  demnach  die  Charakteristiken 
überhaupt  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen. 

66.  Eine  neue  VeraUgemeinerong  des  lOttelwertssatBes. 
Zwischen  einer  Differenz  und  der  Ableitung  gleicher  Ordnung 
besteht  eine  wichtige  Beziehung,  die  wir  nun  erkennen  wollen. 

Ist  f(x)  eine  Funktion,  welche  in  dem  Intervalle  von  x 
bis  x-\-hi  den  Bedingungen  ^  genügt,  so  ist  nach  dem  Mittel- 
wertssatze (28): 

(1)   A'^y«-f{x  +  h,)-f{x)  =  r(x  +  QM\,  0<e,<i. 
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Auch  f'{x)  und  alle  höheren  Ableitungen  mögen  den  Be- 
dingungen Sl  in  dem  jedesmal  gewählten  Intervalle  genügen. 
Dann  wird: 

A^A^f(x)  =  A^[f(x  +  \)  —  fix)]  =  A^n{x\ 
wenn  man  II{x)  =  f{x  +  Aj)  —  f{x)  setzt.   Nach  Gleichung  (1) 
ist  aber 

A^n{x)  =  n\x  +  %K)K 

nnd  ans  der  Definition  der  Funktion  n{x)  folgt: 

also  ist: 

A*.A»./-(«)  =  [f  (a;  +  %\  +  \)-  f\x  +  e,Ä,)]Ä,. 
Wendet  man  wieder  den  Mittelwertssatz  an,  so  ist 

(2)  tSLMix)  -  fix  +  \\  +  e,Ä.)ÄxÄ,; 
Oj  und  9g  sind  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 

Für  die  dritte  Differenz  A*>A**A*»/*(a;)  erhalt  man: 

\f'\x  +  A3  +  eA  +  exÄt)  -  r\x  +  eA  +  e,*,)]*,*,, 

und  hieraus  folgt  wieder: 

(3)  A^ASA^fix)  =  r\x  +  G3Ä3  -f  GA  +  ^MhhK 

Fährt  man  so  fort,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  man  die 
n^  Differenz  der  Funktion  y  durch  die  folgende,  von  Ossi  an 
Bonnet  gegebene  Formel  ausdrücken  kann: 

(4)  a*-a*"-i...a**aV(^) 
—  f<-\x  +  QnK  +  e«_iÄ,-i  +  •••  eA  +  e^ÄOÄiÄg ...  ä,. 

Oj  O3, .'  G»  sind  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 
Den  Quotienten 

nennt  man  den  n^  Differenzenqnotienten  der  Funktion  f{x). 
Dieser  ist  also  gleich: 

r-){x  +  G,Ä,  +  GA  +  •  •  •  +  e.Ä,) 
und  es  gilt  also  die 

Verallgemeinerung  des  Mittelwertssatffes.  Genügt  f(x)  nebst 
seinen  n  —  1  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle  von  x  bis 
^  +  *i  +  *2  +  *  •  •  An  den  Bedingungen  Ä,  so  ist: 

6* 
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o<Gi<i,  ..•o<e«<i 

für  jedes  Xy  das  in  dem  Intervaüe  van  x  bis  x  +  h^  liegt. 
Setzt  man  im  besonderen  alle  h  einander  gleich: 
Ä^a=  Äj  =  •••=«  An  =Ä  =  Ax 
und  bezeichnet  den  entstehenden  Differenzenquotienten  mit: 

AV(a;)  ^  AV(a;) 

so  wird: 

^!ö^  =  /•(•)(« +  neAa:),    0<G<1. 
Aa;" 

Ist  daher  f^'^^x)  an  der  Stelle  a?  stetig,  so  wird  fElr  Ax  —  0: 
A«»0  ^»  <*« 

Der  w*®  Differentialquotient  ist  also  der  Grenzwert,  welchen 
der  n^  Differeneenquotient  für  Ax  «»  0  annimmt 

§  2.  Partielle  Differentialquotienten  einer  Funktion 
Ton  mehreren  unabhüjigigen  Tariabeleiu 

67.  Die  partiellen  Ableitungen  n^'  Ordnung  bei  einer 
Funktion  von  8  Variabelen.  Wir  betrachten  eine  Funktion  m 
von  mehreren  xmabhängigen  Variabelen  x,  y,  0,  und  wollen, 
um  die  Begriffe  zu  fixieren,  die  Zahl  dieser  Variabelen  gleich  3 
annehmen: 
(1)  ö  =  f(Xy  y,  e). 

Man  kann  die  Ableitung  von  o  nach  jeder  der  drei  Va- 
riabelen bilden,  indem  man  dabei  jedesmal  die  beiden  anderen 
als  konstant  betrachtet  Diese  Ableitungen  heifsen  die  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  der  gegebenen  Funktion  und 
man  bezeichnet  sie  mit 

/*(^>yi^),    fyi^,y,^),    AX«;*;^)- 
Die    partiellen    Ableitungen    der   parttellea   Ableitungen 
erster  Ordnung  sind  die  partiellen  Ableitungen  0weiter  Ordnung; 
man  bezeichnet  sie  mit 

C(^',  y,  ^),    fxy(x,  y,  ß),    f;',{x,  y,  ä),    fy:c{x,  y,  0)  . . . 
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Die  partiellen  Ableitungen  dieser  sind  die  partiellen  Älh 
leiiimgm  driiter  OrdMmg  n.  s.  w.  Allgemein  wird  eine  partielle 
Ableitung  n^  Ordnong  durch  die  Charakteristik  f  mit  zwei 
Indices  zu  bezeichnen  sein.  Der  obere  Index  ist  die  Zahl  n, 
welche  die  Ordnung  der  partiellen  Ableitung  angiebt,  der 
untere  Index  wird  durch  die  Aufeinanderfolge  von  n  Buch- 
staben Xy  y,  0  angegeben^  welche  von  rechts  nach  links  ge- 
lesen die  Differentiationen  anzeigen,  welche  man  nacheinander 
zur  Bildung  der  n^^  Ableitung  angewandt  hat. 

68.  LehrsatB.  Der  Wert  einer  partiellen  Ableitung  einer 
Funktion  von  mehreren  VaruAelefi  ist  unabhängig  von  der  Ord- 
nung, in  welcher  man  die  Aufeinanderfolge  der  Differentiationen 
vollzogen  hat,  toenn  nur  die  Zahl  der  Differentiationen,  welche 
0U  jeder  Variabelen  gehören,  die  nämliche  bleibt 

Wir  betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  den  einer 
Funktion  zweier  Variabelen.  Mit  A^  und  A^  wollen  wir  die 
Differenzen  einer  Funktion  der  beiden  Variabelen  x  und  y 
bexeichnen,  wenn  man  diesen  Variabelen  den  Zuwachs  h  und  h 
bezüglich  erteilt.    Man  erhalt  alsdann: 

At/-(»,  y)  -/(«  +  h,y)-  fix,  y), 
und 

(1)  £J'^£!>fJ(x,y)^fix  +  h,y  +  lc)-f{x,y  +  To)-fix  +  h,y) 

+  /'(«,  y). 

Das  zweite  Glied  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Diffe- 
renzen in  umgekehrter  Reihenfolge  bildet;  man  schliefst  hier- 
aus, daJfi 

(2)  AJAi/-(x,y)  =  AJA*/(*,y) 

ist.  Stellt  man  nun  diese  beiden  Differenzen  nach  der  Me- 
thode Yon  Ossian  Bonnet  dar  (Nr.  65),  so  wird 

AJA»/^(a;,  y)  -  £,\[f{x  +  h,y)-  f(x,y)-]  -  AJiI(a;,y), 

wenn  man  n(x,  y)  =  f{x  +  ä,  y)  —  f(x,  y)  setzt  Die  An- 
wendung des  Mittelwertssatzes  auf  die  Funktion  JI(x^y),  in 
welcher  y  yariiert  wird,  ergiebt 

^in{x,y)^  n;{x,y  +  ek)k, 

und  OB  ist  nach  der  Definition  Ton  n(x,  y): 

n;{x,  y+Bk)~  fy{x  +  »,  y  +  Bi-)  -  fy{x,  y  +  ei). 
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Wendet  man  nun  dieselbe  Formel  auf  die  Funktion 
fi(Xfy  +  Qh)  an,  indem  man  x  um  h  wachsen  läfst,  so  wird 

ry(p^  +  Ä,  y  +  Qh)-r,(x,  y  +  ei)  -  f:,(x  +  e'Ä,  y  +  et)Ä, 

also  ist 

(3)  AJAyC»,  y)  =  A*  AJ/-(x,  y)  =  f:,(x  +  Q'h,  y+Qk)-  hh, 
oder 

Läfisit  man  in  der  ersten  Formel  zuerst  k  nach  0  kon- 
vergieren und  sodann  hy  so  geht  die  linke  Seite  in  den 
Wert  fxy(Xy  y)  über;  und  da  auch  die  rechte  Seite  in  den 
Wert  fxy(Xy  y)  übergeht,  sobald  die  Funktion  f"  eine  stetige 
Funktion  der  beiden  Yariabelen  ist,  so  hat  man  die  identische 

Gleichung 

fxy{Xyy)'=^fxy(Xyy). 

Die  zweite  Gleichung  aber  erhält  auf  der  linken  Seite, 
wenn  man  zuerst  h  nach  0  konvergieren  läljst,  und  alsdann  k^ 
die  Grenze  fp'xixy  y);  und  da  auch  bei  diesem  Prozesse  die 
rechte  Seite  den  Wert  fxy(x,  y)  annimmt,  so  ergiebt  sich  die 
gesuchte  Gleichung 

(4)  fyx{Xyy)'^fxy(Xyy). 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Satz  gilt,  sind 
aus  dem  Beweisgange  zu  entnehmen.  Benutzen  wir  den  in 
Nr.  40  erklärten  Ausdruck:  „Umgebung  einer  Stelle^,  so 
können  wir  sagen: 

Ein  speeieOer  Fäll  des  Lehrsabses  dieser  Nummer  ist  der 
Satz,  dafs: 

(4)  fi'.{x,y)-f:,{x,y) 

ist.   Diese  Gleichung  gilt  jedenfalls  dann,  wenn  in  der  Umgebung 
der  gerade  fixierten  Stelle  (rr,  y)  f,  /«,  fy,  fxy  und  fyx  stetig  sind. 

69.  Allgemeiner  Beweis  des  LehrsatBes.  Die  Gleichung  (4) 
hat  unter  analogen  Voraussetzungen  auch  dann  noch  Geltung, 
wenn  die  Funktion  von  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger 
Yariabelen  abhängt.  Betrachtet  man  eine  partielle  Ableitung 
n^  Ordnung  von  einer  Funktion  mit  m  unabhängigen  Varia- 
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beleiiy  80  kann  man^  ohne  dafs  sich  das  schlieljsliche  Resultat 
ändert;  die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Differentia- 
tionen Tertauschen,  und  also  die  aufeinanderfolgenden  Differen- 
tiationen in  beliebiger  Reihenfolge  ausführen.  Hinsichtlich  der 
Gültigkeitsbedingung  können  wir  sagen: 

Allgemein  gilt  der  Lehrsatz  der  vorigen  Nummer  für  eine 
n^  Ableitung  einer  Funktion  von  m  Variabden  jedenfalls  dann, 
wenn  die  Funktion  nebst  ihren  sämttiehen  Ableitungen  Ins  ewr 
n  —  1^  Ordnung  einschiiefüich  stetig  ist  in  der  Umgebung  der 
gerade  fixierten  Stelle  und  wenn  in  dieser  Umgehung  auch  die 
fraglichen  Ableitungen  n^'  Ordnung  stetig  sind. 

Die  Zahl  der  verschiedenen  partiellen  Ableitungen  zweiter 

Ordnung  bei  einer  Funktion  von  m  Yariabelen  ist  gleich  — ^    "T     ^ 

und  allgemein  ist  die  Zahl  der  partiellen  Ableitungen  n^'  Ord- 
nung gleich  der  Zahl  von  Gliedern  in  einem  homogenen  Poly- 
nome vom  Grade  n  gebildet  mit  m  Yariabelen^  nämlich 
m(ffl  +  l)(ni  4-  2)  . . .  (m  +  n  —  1) 
1  .2  .  8  ...n 

Der  bewiesene  Satz  gestattet  die  Bezeichnungsweise  bei 
partiellen  Ableitungen  zu  vereinfachen.  Im  Falle  einer  Funk- 
tion von  drei  Yariabelen  wird  eine  Ableitung  n*®'  Ordnung, 
wenn  sie  durch  a-malige  Differentiation  nach  Xy  j3-malige 
Differentiation  nach  y  imd  /-malige  Differentiation  nach  z  be- 
stimmt ist,  mit 

ZU  bezeichnen  sein;  die  Summe  «  +  jS  -f-  y  ist  gleich  n, 

70.  Die  partiellen  Ableitungen,  aufgefafst  als  partielle 
Pifferentialqnotienten.  Das  Produkt  jeder  partiellen  Ableitung 
erster  Ordnung  mit  dem  willkürlichen  Zuwachs  der  entsprechen- 
den Yariabelen  heifst  ein  partielles  Differential  erster  Ordnung, 
Indem  wir  uns  wieder  auf  den  Fall  einer  Funktion  (o  von  drei 
Yariabelen  x,  y,  z  beschränken,  werden  wir  diese  partiellen 
Differentiale  mit 

bezeichnen,  wobei  \^  \,  l^  die  Zuwüchse  dieser  Yariabelen 
sind.  Die  partiellen  Differentiale  von  diesen  partiellen  Diffe- 
rentialen,  gebildet   mit  neuen  vrillkürlichen  Werten  der  Zu- 
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wüehfle,  welehe  man,  den  Yariabekn  erteilt^  amd  die  partidlem 
DifferaMäk  gweüer  Ordmmg  n.  a  w.  Em  partielles  Differential 
n^  Oidaiiag,  gebildet,  indem  man  in  beetimmtn'  Reihenfolge 
a-mal  naeh  x,  ß-mal  nach  y,  f-mal  nach  g  differentiiert; 
wird  bezeichnet  dadoreh,  dab  man  die  Charakteristiken 

^:,^,-^j',  ^;,^."^/,  '0':,^":,-^'/ 

in  der  Reihenfolge  mit  einander  yerbindet,  in  der  die  Operationen 
aosgeftihrt  worden  sind.    Dieses  partielle  Differential  ist  gleich 

es  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Charak- 
teristiken d  yerändert. 

Gewohnlich  nimmt  man  die  Zuwüchse,  welche  zn  derselben 
Veranderlichen  gehören,  als  nnter  einander  gleich  an.  In 
diesem  Falle  kann  man  das  obige  Differential  mit  ^^js^o 
bezeichnen  xmd  man  hat  die  Gleichung 

Aus  dieser  Formel  folgt 

An)  „     Oy^«y" 

oder  einfacher 

Die  Bedeutung  des  Zählers  d^a  ist  aus  dem  Nenner  un- 
zweideutig zu  erkennen.  Diese  letzte  Bezeichnungsweise  tOi 
partielle  Ableitungen  ist  die  üblichste.  Die  Formel  (5)  wird  also 

Die  partiellen  Differentialquotienten  lassen  sich  natürlich 
wieder  als  Grenzwerte  partieller  Differenzenquotienten  definieren. 

Wir  nennen  partielle  Differenzen  erster  Ordnimg  der  Funfc 
tion  m  die  Zuwüchse  dieser  Funktion  bei  einer  bestimmten 
Änderung  der  Yariabelen  um  die  Gröfsen  ^i;  %i>  ^^  ...  Diese 
Differenzen  wollen  wir  mit 

bezeichnen.    Die  partiellen  Differenzen  gebildet  von  den  par^ 
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tieUen  Differenzen  erster  Ordnung  sind  von  der  zweiten  Ord- 
nung u.  8.  f.  £ine  partielle  Differenz  von  der  Ordnung  n, 
gebildet,  indem  man  in  bestinunter  Reihenfolge  «-mal  die 
Operation  mit  Xj  j3-mal  mit  y,  7- mal  mit  e  vollzieht,  wird 
bezeichnet  dadurch,  dafs  man  die  Charakteristiken 

A,%  A^  . . .  A>,  Aj',  A;-,  . . .  A  V,  A.S  A.S  . . .  A.''' 

in  der  Reihenfolge  mit  einander  verbindet,  in  welcher  die 
Operationen  ausgeführt  worden  sind.  Nach  den  in  den  No.  65 
und  68  gemachten  Bemerkungen  über  die  Yertauschbarkeit 
der  Reihenfolge  zweier  Charakteristiken  bei  einer  Funktion  mit 
einer  oder  mit  zwei  Yariabelen  kann  man  die  Reihenfolge  aller 
Charakteristiken  A  beliebig  vertauschen.  Indem  man  eine 
Reihe  von  Transformationen  ausfährt,  welche  d^i  in  Nr.  66 
und  68  benutzten  analog  sind,  kann  man  die  Differenz  n^' 
Ordnung,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  die  Formel  ausdrücken: 

A^y  ...  A^*  aV  ...  aJ  A*«  ...  A> 

(7)  -/^(a:  +  e,Ä,  +  ...e«Ä.,y  +  0',*j  +  ...e>*^,£rH-e'\?,+ 

-f-  •  •  •  6    yly)  h^"  'haJCi  •  •  •  »^?|  •  •  •  Zy • 

Hierbei  ist  f  dieselbe  Funktion  die  oben  mit  f^^  ^  ^y 
bezeichnet  wurde. 

Dividiert  man  diese  Differenz  durch  die  entsprechenden 
Zunahmen  der  unabhängigen  Veränderlichen 

80  entsteht  der  parHeUe  Differenßenquoiient: 

A'y   . .  A^  aV  . . .  A*»  A*«  . . .  A*'  ffl 


Setzt  man  im  besonderen 

*i  ""  *s  "='••*«  =  *  ■"  Afl? 
ij  0=  ij  =3  . . .  J-j  =-  Ä  —  Ay 

;^    CBS    ;^   OB    ...    2^    BS    2    SS   A^f 

so  entsteht  ein  Differenzonquotient,  der  passend  durch 

A*a> 
Aä"  A/  Az^ 
zu  bezeichnen  ist.     LäGst  man  Are,  Ay,  Az  null  werden,   so 
wiril,  wenn  f^^^ ^y  an  der  Stelle  xy z  stetig  ist 


90  Drittee  Kapitel. 

lim         ^*"         _^  fW  __         ^*<P 

Der  Differmtialquotient  ist  also  atuih  hier  der  Orenjnoeri, 
welchen  der  entsprechende  DifferenzenquoUent  für  Ax  —  0  Ay  —  0 
Az  =  0  annimmt 

§  3.    Differentiation  der  Funktionen  TOn  Funktionen. 

71.   Bereohnung  von  d^  f{u,  VjW,..),    Es  sei 
y  —  /*(«*,  v,u)...) 
eine  Funktion ,  von  den  m  Funktionen  u^VyW,..  der  einen 
unabhängigen  Yariabelen  x.    Man  hat  zunächst  (Nr.  41) 

(\\  ^?  =  ^y  ?^  4-  ^  ^  -L.  ^  ^  j 

^  ^  dx'^  du  dx"^  dv  dx"^  dw  dx  "^    '  ' 

Da  jedes  Glied  der  rechten  Seite  ein  Produkt  von  zwei 
Faktoren  ist,  so  erhält  man  durch  eine  neue  Differentiation 

dx^  ""  da;  \d~J  dx  ■*    da?  \i9~ti/  ~dx  "*    d«  V^w/  d«  "« 
.    dyd^u    .    ayd't;    .    dy  d^w    . 
"*"  at*  da;«  "^  ä«;  da;«    •    a«?  da;«  "»  ' 

Wendet  man  aber  auf  die  Funktionen  a^i  ö-^,  ö-^  •  •  •  den 

du'  cv'  oto 

Satz  an,  der  in  der  Gleichung  (1)  enthalten  ist,  so  hat  man 

dx  \du/  "^  ^tt*  da;  "■"  du  dv  dx^dudw   dx  '^    '  *' 

d  (dy\  __    d*y    du    .    d^y  dv    . ^y_  ^    1    . 

dxXdvl        du  dv  dx    '    dv*  dx"^  dvdto    dx  "^  '  '  ^ 

^  (^y\  B—    g'y    ^    I       a*y     dt;    ,    a^  ^    I    .  .  . . 
Vaw/  *™  au  äw  rfo;    '     dv  dtv  dx  "*"  aw*  dx    '^  ' 


dx 

d*v 
Der  Ausdruck  für  -p^  wird  also 


da;« 


(2) 


dx*        \du*  \dx)     '        dudv  dxdx^      dudw  dx  dx 
,         dW/dvy  ,  o    a«y    dt^dto      \ 
"^         dv*\dx)  '^^  dvdvo  dx  dx"j' 

M  (^  —  j.  ^y  ^^  -L  ly  ?!!!?  4-     ^ 

■+"  \dü  dx*  "^  dv  dx*  "^  du?  dx*'^         /' 
Dabei  ist  yorausgesetzt,  dafs  u,  v,  tv '  "  nebst  den  vor- 
kommenden Ableitungen  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  x 
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bestimmte  endliclie  Werte  haben  und  dab  f  als  Funktion  der 
Variabelen  w^  t;,  •  •  •  in  der  Umgebung  der  entsprechenden 
Stelle  (t«;  V;  *  •  0  nebst  den  vorkommenden  Ableitungen  stetig 

d^v    d*fi 
ist.    Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  3-3,  j\  etc. 

72.  Die  u,  V,  tv,  ' ' '  sind  lineare  Ihinktionen  von  x. 
Wenn  alle  Funktionen  u,  v,  w  --  -  von  der  Form  ax  -{-h  sind, 
wobei  a  und  h  Eonstante  bedeuten,  so  hat  man 

und  die  Gleichung  (2)  reduziert  sich  auf 

d^y  _^  d^  /duy    ,    2     d*y    dudv^    .    ^  _?*y_  ^  '^  4.  .  .  . 
dx'        ^u*  \da?/     *        dudvdxdx'^     du  dw  dx  dx  '*' '    ' 

'    dv*  \dx)     '        ^t;  dw  dx  dx    * 

d'v 
Dieser  Wert  von  -^  kann  symbolisch  durch  die  Formel 

d;^y^/ay  du   ,    aydt?    ,    ay  dw    ,        y       {dyy 
da»        \au  da?  ■»"  ai  da;  ■»"  a«?  "da;  "»         /    ""  \dx/ 

dargestellt  werden,  die  so  zu  verstehen  ist,  dafs  man,  nach- 
dem die  Quadrierung  ausgef&hrt  ist, 

(lyy    /dy\  /dy\       ^ 

\duf  '  \du/  \dv)'' 

bezüglich  durch 

^  d^y       d'y 

av*'    du  dv 
ersetzt.     Dieses   Resultat  läTst  sich  verallgemeinern,  so  dafs 
man  fdr  jedes  ganzzahlige,  positive  n  schreiben  kann 

dx""  ~  ^^«*  dx"^  dvdx'^  dw  dx"^         /    "^  \dx/   ' 

wobei  man  nach  Ausführung  der  n**°  Potenz  jedes  Glied  von 

der  Form 

(dy\-  (dy\ß  (dyy 

\du)    \dv/    \dtoJ 
durch  die  entsprechende  Ableitung 

a«+/>+y  y 
aa;«a/y/ 

zu  ersetzen  hat. 

Denn  da  unsere  symbolische  Formel  den  wahren  Wert 
von  ^  ergiebt,  wenn  n  =  1  ist,  so  genügt  es  für  ihren  Be- 
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weis  zn  zeigen,  dab  sie^  falls  sie  für  einen  Wert  von  n  güty 
jedenfalls  attch  für  den  nächstfolgenden  n  -|-  1  richtig  bleibt. 
Nehmen  wir  also  die  Gültigkeit  der  Fovmel  ftr  den  Index  n 
an^  und  sei 

ein  Glied  dieser  Entwickelung.  Der  wahre  Wert  des  ent- 
sprechenden Gliedes  von  — ^  ist  alsdann 

a«4-/y+y- y_  /duy  (dv\ß  /dwy 
du'  dv^  dw^     '^^^^    Wa?/    \dx) 

Um  nun j^  zu  erhalten,  mufs  man  — -   differentiie- 

ren,  und  das  angeschriebene  Glied  giebt 

<^*  :»:«;  Tx;>  -j^  "  '  konstant  sind.    Nach  unserer  Übereinkunft 
ax'  ax'   ax 

läfst  sich  aber  dieser  Ausdruck  symbolisch  in  der  Form 

\dü)    \dv)    \dw/"\dx)    \dx)   \dx)  '"[dudx'^dvdx'^dwdx" 
schreiben.     Hieraus  folgt,   dafs  die   symbolische  Darstellung 

^on  £^^^  -  (^^-)'  •  g  =  (g)""^'  wird,  womit  die  Behaup- 

tung  bewiesen  ist. 

78.  DüTerentiation  eines  Produktes  von  zwei  Faktoren. 
Die  allgemeine  Formel  für  die  Bildung  höherer  Ableitungen 
eines  Produktes  von  mehreren  Funktionen  ist  wichtig. 

Wir  betrachten  zunächst  das  Produkt  uv  von  zwei  Funk- 
tionen.   Man  hat  hier 

d(uv)  du    .       dv 

dx  dx'*       dx 

oder,  kürzer  geschrieben: 

(1)  {uvy  —  UV  +  uv\ 

Ferner  wird: 


(4) 
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(2)  (uvy  -  (uvy  +  (uvj  —  u^'v  +  2u'v'  +  nr '; 
eine  neue  Differentiation  ergiebt: 

(3)  {uvy  —  u''v  +  Zu'v  +  3u  v"  +  tiv". 

In  den  Formeln  (1),  (2),  (3)  yermindert  sich  die  Ord- 
nung der  Ableitung  von  u  nm  eine  Einheit,  und  die  Ordnung 
der  Ableitung  von  v  wächst  um  eine  Einheit,  wenn  man  von 
einem  Gliede  zum  folgenden  weiter  geht.  Dabei  sind  die 
numeriscben  Koeffizienten  dieselben  wie  bei  der  Entwickelung 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Potenz  eines  Binomes.  Man 
kann  also  begründetermalsen  annehmen,  dab  a&n  allgemein 
erhalten  wird 

(Mt;)<")  -=  !•(-)  V  +  Y  u<— i>i;'  +  "^^^^  u<»-«)  v" 

Nachdem  diese  Formel  für  n  »=  1^  2,  3  rerifiziert  ist,  wird 
ihre  AllgemeingtQtigkeit  bewiesen,  wenn  man  unter  Annahme 
derselben  f&r  die  Ordnung  n  nachweist,  daXs  die  Formel  für 
die  Ordnung  n  -f-  1  bestehen  bleibt.  Differentiiren  wir  also 
die  Formel  (4)  und  schi*eiben  auf  eine  Zeile  die  Glieder,  welche 
aus  der  Differentiation  des  zweiten  Faktors  in  jedem  Oliede 
hervorgehen,  auf  eine  zweite  Zeile  diejenigen,  die  aus  der 
Differentiation  jedes  ersten  Faktors  folgen,  so  wird 

(ttt;)(»+i)  —  tt(»+i)i;  +  ytt^t;'  +  '*^^~^^ti(»-i)t;"+ ... -fuV^) 

Zieht  man  die  gleichartigen  untereinander  stehenden  Glie- 
der zusammen,  so  erhält  man  eine  Formel,  die  aus  der  Glei- 
chung (4)  durch  Yertauschung  von  n  mit  n  +  1  hervorgeht; 
folglich  ist  diese  Gleichung  allgemein  gültig. 

Die  Gleichung  läCst  sich  symbolisch  folgendermafsen 
schreiben: 

{uv)(^i  —  (w  +  vy 

d.  h.  man  hat  nach  Ausfiätrung  des  Binomes  die  Potenzen 
«*,  t;*  jedesmal  durch  mW  und  t;^)  zu  ersetzen,  und  wenn 
jb  -a  0  ist,  durch  u  und  v. 
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74.  Differentiation    eines   Produktes   von   m  Faktoren« 

Für  ein  Produkt  von  m  Faktoren  u^  . . ,  Um,  wobei  jedes  u 
eine  Funktion  Yon  x  bedeutet;  besteht  ebenfalls  die  symbo- 
lische Formel 

(Wj  Wj  .  .  .  Mm)^")   =-  (Wi  +  «?  H Wm-l  +  M^)*, 

d.  h.  nach  Ausführung  der  n*^  Potenz  der  Summe 

(Wl  +  Wg  H Um) 

vermittelst  der  Polynomialformel  sind  die  Potenzen 
durch  die  Differentialquotienten  Ä**'  Ordnung 

«/*'.  V*',  •  •  •  «SLx,  «« 

ZU  ersetzen,  und  wenn  2;  =  0  ist;  durch  die  Funktionen 

U^,  Wj,   ...  Um— 1,  Wm. 

Dieser  Satz  ist  fQr  zwei  Faktoren  bereits  bewiesen.  Es 
genügt  daher  nachzuweisen^  dafs  er^  wenn  er  für  m  —  1  Fak- 
toren besteht;  auch  für  m  gültig  bleibt.  Zu  dem  Zwecke 
bezeichnen  wir  mit  y  das  Produkt  von  m  —  1  Faktoren  «i, 
Uj  .  • .  tim— 1-     Alsdann  ist  symbolisch: 

(mi  Ug . . .  M^_i  Wm)^"^  «=  (yw^)^"^  =  (y  +  Wm)". 
Ein  beliebiges  Glied  dieser  Entwickelung,  wie 

giebt  für  (m^  t/g . . .  tim)^^^  das  entsprechende  Glied 
Der  Annahme  nach  ist  nun  symbolisch 

y(*)  =  (u,  +  w,  +  .  .  .  tim-i)*; 

also  ist  der  obige  Term  symbolisch  gleich 

C*(Wi  +  Wj  H Um-l)*  Mm""*, 

und  bildet  man  die  Summe  aller  Glieder;  so  wird  symbolisch 

(Wj  Ug  .  .  .W«){»)  —  (Wi  +  Wg  H Wm-l  +  Wm)". 

75.  Die  Differentialquotienten  einer  Funktion,  welche 
implicite  durch  1  Gleichung  definiert  ist.  Ist  eine  Funk- 
tion y  der  Yariabelen  x  durch  eine  Gleichung 
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definiert,  so  ist  f{x^  y)  eine  zusammengesetzte  Funktion^  die 
einen  konstanten  Wert^  nämlich  0  hat.  Folglich  sind  auch 
die  Differentiale  beliebiger  Ordnungen  gleich  0.  Man  erhält 
demnach,  wenn  man  diese  yerschiedenen  Differentiale  0  setzt, 
und  dabei  beachtet,  dafs  dx  eine  Eonstante  ist: 

Diese  Formeln  lassen  nach  einander  die  Differentiale  dy, 
(Py,  d^y  . . .,  und  hieraus  die  Ableitungen  ^^,  ^— ^, . . .  berechnen, 
wenn  die  Gröfse  -^  nicht  gerade  gleich  0  wird,  für  zusammen- 
gehörige Werte  von  a?,  y,  für  welche  f{Xj  y)  «  0  ist.  Auch 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  partiellen  Ableitungen  der 
Funktion  f{Xj  y)  für  die  betrachteten  Werte  den  Stetigkeits- 
bedingungen genügen. 

76.  Die  Differentialquotienten  von  m  Funktionen, 
Vielehe  implicite  doroh  m  Gleichungen  definiert  sind.     Wir 

betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall  eines  Systemes  von  m 
Gleichungen: 

fi (^;  Vi,  y^-'^ym)^  0, 

/i(a^;yi;y£---ym)  =  o, 


(1) 


/'m(i»,yi,y2...ym)  =  0, 


zwischen  einer  unabhängigen  Yariabelen  x  und  m  Funktionen 
Vu  y^y  "  '  ym  derselben.  Es  sind,  weil  yi .  . .  Vm  Funktionen 
von  X  sind,  fuUf^fm  zusammengesetzte  Funktionen  mit  dem 
konstanten  Werte  0.  Die  Differentiale  beliebiger  Ordnung 
dieser  Funktionen  sind  demnach  insgesamt  0.  Durch  ein- 
malige Differentiation  des  Systemes  (1)  erhält  man 
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(2) 


8y. 
du 


Dritte«  Kapitel 

ay. 


|§<la:  +  |.fiy,  +  |^(?y.+ 


|§d«  +  |r^dy,  +  Udy,+ 


||<«*  +  !-^'^yi+l§'''y«  +  '--iiF<'y»-o, 


14 


dy».  —  0, 
rfym  =  0, 


(3) 


ay.-^^-^ey.    »»^       ay„ 

woraus  sich,  wie  schon  in  Nr.  68  gezeigt  wurde,  die  Diffe- 
rentialquotienten erster  Ordnung 

berechnen  lassen.    Die  Differentiation  des  Sjstemes  (2)  ergiebt 
das  neue  System: 


/»V„ 


/8V„ 


3'/m 


welches  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 


dx""'    dx' 


dx* 


bestimmt.  Durch  Differentiation  des  Systemes  (3)  erhält 
man  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  dritter  Ord- 
nung u.  s.  w. 

77.   Die   Elimination   willkürlicher  Eonstanten.     Wenn 
die  Gleichung 

(1)  /•(a:,y,a,6,c...)0, 

welche  eine  Funktion  y  mit  ihrer  unabhängigen  Yariabelen  x 
verbindet;  eine  endliche  Anzahl  willkürlicher  Eonstanten 
üf  b,  c  '  "  enthält;  so  ka&n  man  diese  wiUkürlichen  Grolsen 
durch  Anwendung  der  Differentiation  eliminieren. 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleidiung  (1)  M-mal;  eo 
erhält  man  n  neue  GleichimgeB 
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Man  kann  nun  immer  n  so  grofs  wählen  —   höchstens 

ist  n  dann  gleich  der  Anzahl  Eonstanten  a,h,c, ,  dafs 

sich  die  a,  &,  c,  •  •  •  ans  den  n  -|-  1  Gleichungen  (1)  und  (2)  elimi- 
nieren lassen  und  schliefslich  nur  eine  Gleichung 

zwischen  x,  y  und  den  n  ersten  Ableitungen  von  y  übrig  bleibt. 
Diese  heilist  eine  DifferenHalgleichung  n*^  Ordnung. 

Die  Aufgabe,  welche  hier  gestellt  ist,  bildet  einen  beson- 
deren Fall  derjenigen,  die  in  Nr.  61  behandelt  wurde,  und 
dort  zur  Kenntnis  eines  Systemes  von  simultanen  Differen- 
tialgleichungen führte. 

Denn  setzt  man 

und  yerbindet  mit  der  Gleichung  (1)  die  n  —  1  ersten  Gleichungen 
des  Systems  (2),  indem  man  hier  die  Grofsen  j/,  y",  •  •  •  y^*""^^ 
einfahrt,  so  erhalt  man  ein  System  von  n  Gleichungen  zwischen 
der  Variabelen  x  und  den  n  Funktionen  y,  y,  y\  •  •  •  y^*""^^  und 
n  willkürlichen  Groüsen.  Andererseits  ist  einleuchtend,  dals 
die  n  Gleichungen,  die  man  erhält,  indem  man  dieses  System 
differentiiert,  ersetzt  werden  können  durch  die  Gleichungen  (4) 
zusammen  mit  der  letzten  Gleichung  des  Systems  (2),  und 
dafe  die  Elimination  der  willkürlichen  Konstanten  zwischen 
den  2n  Gleichungen  (1),  (2)  und  (4)  ein  System  von  n  simul- 
tanen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  liefert,  dais  sich 
aas  den  n  —  1  Gleichungen  (4)  und  der  Gleichung  (3)  zusammen- 
setzt, die  durch  Einführung  der  Variabelen  y',  y",  . .  •  y(»-i) 
die  Form 

anninmit,  also  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
wird. 

Serret,  Dlff.-  u.  Integnd-Bechnong.  I.    2.  Aufl.  7 
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78.  Die  Änderung  der  nnabhSngigen  Vaxiabelen.  Die 
Gleichung  einer  Kurve  kann  in  der  Form  gegeben  sein,  dals 
die  Ordinate  als  Funktion  der  Abscisse  dargestellt  ist: 

oder  allgemeiner  können  Abscisse  und  Ordinate  als  Funktionen 
einer  nämlichen  Veränderlichen  t  gegeben  sein: 

In  der  Mechanik  z.  6.  ist  häufig  die  Zeit  t  die  unab- 
hängige Veränderliche  und  die  Gleichungen  (2)  erlauben  dann 
anzugeben^  an  welcher  Stelle  der  Ebene  sich  der  Punkt,  dessen 
Bewegung  durch  die  Gleichungen  (2)  beschrieben  wird,  zu 
irgend  einer  bestimmten  Zeit  t  befindet.  Es  ist  nun  häufig 
von  Wichtigkeit  von  den  Gleichungen  (2)  auf  die  Form  (1) 
übergehen  zu  können  und  dann  entsteht  das  folgende  Problem: 

Gegeben  sind  die  Ableitungen  von  x  und  y  als  Funklianen 
von  t: 


^^^  dt       ^'      dt^        ^  '         '      dt~y '     dt' 


y 


Gesucht  sind  die  Differentialquotientm: 

dy      d^ 
dx*     dx*' 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  33  und  44  ergiebt  sich  unmittelbar : 


dx        X  ' 

d{y^ 

d^y  _  2i^  JL  ^  ^'y"  -  ^"y' 

dx*  dt      "  x'  «'•  ' 

d^  _  g'(a;>"'  —  x'"y')  -^  Sx'  •  {xy"  ->  x"y') 
dx^ ""  x^ 


(3-) 

(40 

(5') 
u.  s.  w. 

Man  wird  bemerken,  dafs  die  Darstellung  der  Kurve  in 
der  Gestalt  (1)  nur  ein  Spezialfall  von  (2)  ist^  der  sich  durch 
die  Substitution  x  *^t  aus  (2)  ergiebt.  In  der  That  geben 
dann  (3),  (4),  (5)  für  o;  —  ^,  da  dann  x  =  1,  a;"  =  a?'"—  .••  =0 
-  i.     dy  ,      d*y  „     d^y  ,„ 

Man  kann  aber  auch  statt  y  als  Funktion  von  x  zu  be- 
trachten^  auch  umgekehrt  x  als  Funktion   von  y  auffassen 
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d.  K  die  Gleichung  (1)  nach  x  auflösen  wollen.  Auch  diese 
Auffassung  ist  in  den  Gleichungen  (2)  als  Spezialfall  enthalten. 
Man  braucht  nur  y  "»  ^,  Z'^  ip{t)  zu  setzen,  um  zu  erhalten: 

«.  _  JL       «- ^y\       ,r äydy^  JM^y^  ^ 

\dy)  \dy)  \dy) 

Man  wird  in  der  Folge  erkennen,  daJB  es  oftmals  in  Hin- 
sicht auf  die  Symmetrie  und  Eleganz  der  Formeln  vorteilhaft 
ist,  die  unabhängige  Variabele  t  nicht  zu  spezialisieren. 

Dieselben  Vorteile  wie  die  Hülfsveranderliche  t  gewahrt 
das  Rechnen  mit  Differentialen  statt  mit  Differentialquotienten. 

Wir  bezeichnen  mit  y\  y'\  y"  •  •  •  die  Ableitungen  von  y, 
gebildet  unter  der  Annahme,  dals  x  die  unabhängige  Variabele 
ist.    Man  hat  dann: 
(1)  dy-y'dx,    dy'  =  y"dx,    dy' ^y'^'dx,  -    - 

und  nach  dem  Satze  der  Nr.  33  gelten  diese  Formeln,  wie 
auch  immer  die  unabhängige  Variabele  gewählt  sein  mag. 
Die  erste  Gleichung  ergiebt 

(2)  y'-%> 

ein  bekanntes  Resultat,  demzufolge  y'  der  Quotient  von  dy 
und  dx  ist  Wendet  man  nun  auf  diese  Gleichung  die  Regel 
der  Differentiation  eines  Quotienten  an,  so  folgt,  was  auch 
die  unabhängige  Variabele  sein  mag: 

.7*/_  ^^^'y  -dyd^x^ 

aber  nach  der  zweiten  Gleichung  der  Formel  (1)  ist  dy  =  y'dx^ 

und  demnach  hat  man 

/Qx  //       dxd^y  —  dyd*x 

w  y  = — di^ — 

Dieselbe  Regel,  aufs  neue  angewandt,  liefert: 

,   ,,        dxjdxd^y  —  dyd^x)  —  Sd^xjdxd^y  —  dyd^x) 
^y    ~  d^^  ' 

und,  da  nach  der  dritten  Gleichung  der  Formel  (1)  dy*'  «s  y"dx 

ist,  so  wird 

^.N  „t       dxjßxd^y  —  dyd^x)  —  ^d*x{dxd^y  —  dyd*x) 

w     y  —  5P  • 

1* 
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Auf  demselben  Wege  erhalt  man  nacheinander  j^^,  y^ 
n.  8.  w.;  nnd  man  erkennt,  dalig  sich  y^^^  yermittelst  der  Diffe- 
rentiale von  X  und  y  ausdrücken  läfst  bis  zu  denjenigen  der 
n****  Ordnung. 

Wenn  man  in  den  Formeln  (2),  (3),  (4)  •  •  •  dx  konstant 
annimmt,  so  findet  man  wieder  die  bekannten  Gleichungen 

^        dx^     ^         dx^'     ^  dx^ 

79.  Die  Änderong  aller  Variabelen.  Wir  wollen  nun  die 
folgende  Aufgabe  lösen: 

Wenn  x,  y,  g  -  --  Variabde  sind,  die  van  einander  ab- 
hängen, und  unter  ihnen  x  cds  unabhängige  Veränderliche  be- 
trachtet  wird,   so  soUen  in  einem   Ausdrucke    V,  welcher  eine 

Funktion  von 

dy        d^y  de        d^z 

^'^^dx'      Ix^'  '"  ^>  dx'      dx*'" 

ist,  die  Variabelen  x,y,  e  - '  -  durch  andere  Variabelen  S,  i},  t  * '  * 
ersetzt  und  unter  diesen  eine,  z.  B,  i,  als  unabhängige  Variabde 
betrachtet  werden.     Wie  ist  der  Wert  von  V  als  Funktion  von 

i,  71,  g  und  den  Ableitungen  ^~,  -j—  '  -  -  m  bilden? 

um  diese  Frage  zu  lösen,  hat  man  zuerst  die  Funktion  V 
vermittelst  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  so  aus- 
zudrücken, dafs  dabei  die  unabhängige  Yariabele  willkürlich 
bleibt.  Alsdann  ist  V  eine  Funktion  von  Xyy,z  ^  und  ihren 
Differentialen.  Nachdem  dieses  geschehen,  lassen  sich  aus  den 
Gleichungen,  welche  die  Variabelen  x,y,g  •  -  •  als  Funktionen 
der  neuen  Variabelen  definieren,  nämlich 

durch  Differentiation  die  Differentiale 

dx,  d^x, ' •  •  dy,  d^y,   -^dg,  d^g  •  •  • 
berechnen,  und  hierbei  ist  d%  als  konstant  anzunehmen.    Alle 
diese  Werte  sind  in  V  zu  substituieren,  und  damit  ist  die  Auf- 
gabe gelöst. 

80.  Eine  Anwendung.  Es  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  Punkte  einer  gegebenen  Kurve,  wobei  x  ais  un- 
abhängige  Variabde  bärachtet  ist.  Man  soll  bestimmen,  wie  sich 
der  Ausdruck 
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F  — 


transformiert,  wenn  man  an  Stelle  der  recktunnJdigen  Koordinaten 

Polarkoordinaten  q,  m  einführt,  und  m  als  unabhängige  Variabde 

ansieht. 

Nach  Nr.  78  wird  der  Ausdrack  V  gleich 

y {dx^  +  dy^i 

dxd^y  —  dyd*x 

Die  xmabhängige  Variabele  bleibt  dabei  beliebig. 

Nun  hat  man 

^  .M  p  cos  d;    y  —  9  sin  CD, 

also  dnrch  Differentiation 

dx  ■»  dQ  cos  CD  —  9  sin  o  do, 

dy  «s  (7p  sin  o>  4"  9  ^^^  ^  ^®  • 
Differentüert  man  Ton  neuem  und  setzt  dm  ««  honst,  so 
findet  man 

cPx  =  (Pp  cos  iD  —  2  sin  CD  dp  d©  —  q  cos  cd  da^, 
cPy  SS  cpQ  sin  CD  +  2  coBadQda  —  q  sin  cd  c?cd*. 
Hieraus  entnimmt  man: 

da?  +  c?y»  —  dp*  +  Q^dm^, 
dxd^y  —  dyd?x  ■=  —  gd^Qdm  +  2dp*dcD  +  p*cicD*. 
Also  ist 


y (dp«_+  p«d^ 


oder 


r—  ('■  +  ^') 


8L  Eine  neue  Anwendung.  Bei  Fragen  in  betreff  der 
Änderung  von  Yariabelen  kann  es  auch  eiatreten,  dafs  die 
ursprünglichen  Yariabelen  nicht  unmittelbar  als  Funktionen 
der  neuen  gegeben  siad^  sondern  dafs  sie  mit  diesen  durch 
gegebene  Differentialgleichungen  yerknüpfb  sind.  Dabei  kann 
es  vorkommen^  dafs  die  gegebenen  Gleichungen  zusammen  mit 
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denjenigen,  die  man  durch  Differentiation  ans  ihnen  gewinnt, 
hinreichen,  um  die  ursprünglichen  Variabelen  zu  eliminieren 
und  auf  diese  Weise  den  vorgelegten  Ausdruck  zu  trans- 
formieren. Auch  hierron  wollen  wir  ein  Beispiel  geben  und 
denselben  Ausdruck  wie  oben,  nämlich 

behandeln.  Es  soll  die  Form  bestimmt  werden,  welche  er 
annimmt,  wenn]  man  an  Stelle  Ton  x  und  y  zwei  andere 
Variabelen  q  und  8  einführt,  welche  mit  diesen  durch  die 
Gleichungen 

(2)  a;«  +  y«-p>, 

(3)  dx"  +  dy^  —  ds^ 

Terbunden  sind,  wobei  ds  als  konstantes  Differential  gelten 
soll.    Zunächst  transformieren  wir  wiederum  V  in 

(A)  V^     {dx^  +  dy^i 

^^^  ^        dxd*y  —  dyd*x 

Die  Differentiation  Ton  (2)  und  (3)  ergiebt 

(5)  xdx  +  ydy  =  Qdg, 

(6)  dxd^x  +  dyd^y  —  0. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (5)  erhält  man 
xd^x  +  yd^y  +  (d^  +  dy^)  «—  dg*  +  9  <^Q) 
oder  nach  Gleichung  (3) 

(7)  xd^x  +  yd^y  —  p(?p  +  rfp*  —  ds*. 

Die  Gleichungen  (3),  (5),  (6),  (7)  lassen  dx,  dy^  cPx,  cPy 
berechnen;  und  zwar  wird  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 
erhalten: 

(ffdx  —  xdy)dPx  —  —  {qcPq  +  dg*  —  d^dy, 

(jydx  —  xdy)d^y  —  +  {fd^Q  +  dg*  —  ds^dx^ 
also 

Nun  ist 
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also 

(8)  ^•«■»-'»^—"■'•%'j'S/f"- 

Vemiittelst  der  Formeln  (3)  und  (8)  wird 


oder 
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Totale  Differentiale  und  partielle  Differential- 
qnotienten. 


In  diesem  Kapitel  werden  eine  Beihe  yon  formalen  Be- 
trachtungen angesteDt  unter  der  Annahme^  dafs  jede  vorkom- 
mende Funktion  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  die  folgende 
Forderung  erfüllt: 

Forderuug  85.  Die  Funktion  und  (die  ÄUeitungm  von  lÄr, 
die  vorkommen  y  sind  in  der   Umgämng  der  betrachteten  Stelle 


§  1.    Totale  Differentiale. 

82.  Das  totale  Differential  erster  Ordnimg.  Totales 
Differential  einer  Funktion  von  mehreren  unabhängigen  Ya- 
riabelen  heifst  die  Summe  aus  den  partiellen  Differentialen 
der  Funktion  in  Bezug  auf  die  yerschiedenen  Variabelen.  Man 
bezeichnet  dieses  Differential  mit  der  Charakteristik  d]  dem- 
nach hat  man 

,         du  j      ,   du  j     i    du  j     ,  du  j. 

du  '=  -^  dx  +  ^-  dy  +  ^-  d0  +  • '  -  ^TT  dt. 

dx         *   dy    ^    ^    dg         '  et 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  die  Folgerungen: 
1.  Wenn  eine  Funktion  u  der  unabhängigen  Variabelen 
Xj  y,  siy  . . .  t  für  aUe  Werte  der  Variabelen,  welche  innerhalb 
gegebener  Grenzen  liegen,  konstant  ist,  so  isi  ihr  totales  Diffe- 
rential du  in  diesem  Wertgehiete  nuU.  Und  umgekehrt:  Wenn 
das  totale  Differential  der  Funktion  u  innerhalb  eines  Wert- 
gdnetes  der  Variabelen  konstant  gleich  0  ist,  so  ist  auch  die 
Funktion  u  selbst  eine  Konstante. 
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Denn  erstlich  werden,  wenn  u  konstant  ist,  die  Ablei- 
tungen 1^,  g^,  '  "  ~^  sämtlich  0  (Nr.  29),  also  ist  auch  das 
Differential  du  =  0. 

Wenn  zweitens  du  «*  0  ist,  so  ist 

Da  dx,  dffj  ...dt  willkürliche  6r5fsen  sind,  so  kann  man 
hieraus  schliefsen,  daCs 

dx       ^'  dy       ^'        dt       ^' 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dafs  u  unabhängig  ist  yon  x 
(Nr.  29),  die  zweite,  dafs  u  unabhängig  von  y  ist,  endlich  die 
letzte,  dafs  u  unabhängig  Ton  t  ist.    Also  ist  u  ^=^  honst. 

Ist  u  eine  Funktion  von  nur  zwei  Veränderlichen  x  und  y, 
so  hat  das  Differential  du  eine  einfache  geometrische  Be- 
deutung. 

Im  neunten  Kapitel  (No.  253)  wird  gezeigt,  wenn  u  »= 
f(Xj  y)  die  Gleichung  einer  Fläche  ist,  dafs  dann 

die  Tangentialebene  im  Punkte  {Xj  y)  an  die  Fläche  ist;  dabei 
bedeuten  S,  97,  £  die  laufenden  Koordinaten  der  Tangential- 
ebene.    Setzt  man  daher  1^^*=»  x  -^  dx,  rj  =s  y  -^  dy,  so  wird 

die  Zunahme,  welche  die  Ordinate  der  Tangentialebene  erfährt, 
wenn  x  um  dx,  y  um  dy  vermehrt  wird.  Die  rechte  Seite 
ist  aber  gerade  der  Ausdruck,  durch  welchen  du  definiert 
wurde.    Wir  sehen  also: 

Das  totale  Differential  einer  Funktion  u  =  f(x,  y)  von 
zwei  Veränderlichen: 

du~^^dx  +  l^dy 

gid)t  uns  an,  um  wieviel  die  Ordinate  der  Tangentialebene  der 
Fläche  u  —  f{Xj  y)  im  Punkte  (x,  y)  wächst,  wenn  x  um  die  will- 
kürliche Zahl  dXy  y  um  die  willkürliche  Zahl  dy  vermehrt  wird. 
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2.  Wenn  zwei  Funktionen  v  und  to  für  dUe  Werte  der 
unabhängigen  Variabden  Xf  y,  . , .  t  innerhalb  gegebener  Grenzen 
nur  um  eine  Konstante  differieren,  so  sind  ihre  Differentiale 
gleich;  und  umgekehrt:  Sind  die  Differentiale  zweier  Funktionen 
V  und  w  für  edle  Werte  der  Variabden  innerhalb  gegd>ener 
Grenzen  einander  gleich,  so  differieren  diese  Funktionen  nur  um 
eine  Konstante. 

Dieser  Satz  ist  in  dem  Torigen  enthalten^  wenn  man  die 
Differenz  v  —  w  ^^^u 


83.  Diifeientiation  einer  lusammengesetiten  Funktion. 
LehisatB.  Bezeichnet  u  eine  Funktion  t^n  meihreren  Varia- 
belen  x,  y,  z,  , , .  ty  wdehe  selbst  FM$iktionen  gewisser  unabhän- 
giger Variäbelen  sind,  so  ist 

,  du  j      I    du  j      i    du  n     ,  du  j. 

du  =  ^dx  +  ^dy  +  j^dz  +  >'>j^dt, 

also  genau  ebenso,  wie  wenn  x,  y,  z,  . ..  t  die  unabhängigen 
Variabden  wären. 

Denn  sind  S;  ^;  £>  •  •  •  ^  die  unabhängigen  Variäbelen,  und 
ersetzt  man  x^y,  z,  ...t  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der- 
selben, so  erhält  man  u  ausgedrückt  als  Funktion  der  Variä- 
belen l^yfifif ...  (0.    Der  Definition  nach  ist  nun 

du 
Nun  ist  aber  jj  d|   das   partielle   Differential  Ton  u  in 

Bezug  auf  1,  und  (  ist  als  unabhängige  Variabele  inx,yyZ,...t 
enthalten.  Nach  der  Regel  (41)  fClr  die  Differentiation  einer 
Funktion^  welche  aus  mehreren  Funktionen  einer  unabhängigen 
Variäbelen  zusammengesetzt  ist,  hat  man  demnach 

di  ~  dxdi'^  dt  ag' 
und  ebenso: 

du       ^^    I  du  dt 

dri'^  dx  dri  ~^  '  dt  dri  ^ 


du dudXj^        du  dt 

dm        dxdm^^  dt  dm' 

Also  folgt 
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,   du  /et  jt   ,    st  j      ,  et  j   \ 

Die  in   den  Klammem   enthaltenen   Summen  sind   aber 
nichts  anderes  als  die  Differentiale  dx,  dy,  ...  dt]  man  hat 


also: 


j         du  j      I    du  j      ,    du  ,      ,  du  j. 


dx''*^  dy^^^  ds  "^^^  dt 
Folgerung.  Die  Hegeln  für  die  Differentiation  von  Sum- 
men, Produkten,  Quotienten  und  Potenzen  von  FunkHonen  einer 
einzigen  Variabden  sind  auf  Funktionen  mehrerer  unabhängiger 
Variabelen  äbertragiar;  man  mufs  dann  nur  statt  mit  Differen- 
tiaiguotienten  mit  Differentialen  rechnen. 

84.  Die  totalen  BilTerentiale  höherer  Ordnungen.  Ist 
du  dafe  totale  Differential  der  Funktion  du,  so  bezeichnen 
wir  mit  d^u  das  totale  Differential  Yon  du,  gebildet^  indem 
man  den  Variabelen  Zuwüchse  erteilt^  welche  denen  gleich 
sind,  die  in  dem  Ausdruck  du  vorkommen;  mit  cPu  das  to- 
tale Differential  von  d*u  and  so  fort^  so  dafs  in  der  Auf- 
einanderfolge: 

(1)  du,  «Pm,   (Pu,  . . .  efu 

jedes  Glied  das  totale  Differential  des  vorhergehenden  aus- 
drückt. Die  Funktionen  (1)  heiisen  das  totale  Differential  der 
ersten,  der  jnoeiten,  der  dritten  Ordnung  u.  s.  w. 

Aus  dem  totalen  Differentiale  erster  Ordnung 

folgt;  daCs  man  das  totale  Differential  der  n^*^  Ordnung  sym- 
bolisch durch  die  Formel 

(8)        ..._g?,,  +  |--i,  +  ...|:.,)- 

darstellen  kann^  wenn  man,  nachdem  die  Entwickelung  der 
rechten  Seite  ausgefOhrt  ist,  in  jedem  Oliede  einen  Faktor 
von  der  Form 
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\dx)    \dy)  '"\dt) 
durch  die  partielle  Ableitung 


ersetzt. 

um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  gentigt  es,  wortlich 
die  Überlegungen  zu  wiederholen,  die  wir  in  Nr.  71  ausf&hrten 
bei  der  Differentiation  einer  Funktion,  welche  aus  linearen 
Funktionen  einer  Yariabelen  zusammengesetzt  ist.  Die  beiden 
Fragen  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  die  nämlichen,  weil  die 
Differentiale  der  Yariabelen  in  beiden  Fällen  konstant  sind, 
und  auch  die  aufeinander  folgenden  Differentiationen  dasselbe 
Gesetz  befolgen. 

86.  Mehrfache  Difrerentiation  einer  suBammengesetzten 
Funktion.  Die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  gilt 
auch  dann  noch  (Nr.  71),  wenn  x,  y,  j9,  . . .  ^  nicht  mehr  die 
unabhängigen  Yariabelen  bedeuten.  Aber  fQr  die  Formel  (3) 
gilt  das,  sobald  n>  1  ist,  nicht  mehr,  aufser  wenn  o;,  y, ...  ^ 
lineare  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  sind.  Im 
allgemeinen  Falle  sind  dx,  dy,  . . .  dt  nicht  mehr  konstant^ 
und  um  cPu  zu  erhalten,  mufs  man  die  Formel  (2)  so  diffe- 
rentiieren,  dafs  dabei  jedes  Glied  als  ein  Produkt  von  zwei 
yariabelen  Faktoren  behandelt  wird.  Da  die  Regel  für  Diffe- 
rentiation Ton  Produkten  auf  totale  Differentiale  anwendbar 
ist,  80  erhält  man 

■^«-(l?<'«+li''»+-«'")"+(ii^"'+li^!'+-i-:*<)' 

wobei  der  erste  Teil  der  rechten  Seite,  welcher  von  den  Diffe- 
rentialen höherer  Ordnung  unabhängig  ist,  symbolisch  ge- 
schrieben und  demgemäfs  zu  deuten  ist.  Auf  demselben  Wege 
sind  die  totalen  Differentiale  cPu,  d^u, ...  zu  bestimmen. 

Meistens  aber  ist  es  zweckmäfsiger,  die  verschiedenen 
partiellen  Differentiale,  aus  denen  das  totale  schliefslich  zu- 
sammenzusetzen ist,  gesondert  zu  bestimmen,  wodurch  die 
Aufgabe  sich  immer  nur  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen 
reduziert,  die  von  einer  einzigen  Yariabelen  abhängen.    Denn 
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wenn  i,fi,,..m  die  unabhängigen  Yariabelen  bezeichnen  und 
man  will  pn^ 


dV"  av* . . . 

berechnen,  so  wird  man  die  Gleichung  für  u, 

«  —  f(p^,  y,  ^>  •  •  •  0, 
erst  a-mal  nscli  |  differentüren,  wodurch  —  erhalten  wird; 

alsdann  wird  dieser  Ausdruck  /3-mal  nach  i}  differentiiert,  was 

H'-on^'  '"^'^^  "^  '■  '• 

86.  Differentiation  von  impliciten  Funktionen.  Der  all- 
gemeinste Fall  impliciter  Funktionen  ist  der^  bei  welchem  m 
Gleichungen  zwischen  n  unabhängigen  Yariabelen  und  m.  Funk- 
tionen von  ihnen  gegeben  sind.  Werden  die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  auf  0  gebracht,  so  sind  die  linken  zu- 
sammengesetzten Funktionen  der  n  Yariabelen,  welche  durch- 
aus den  Wert  0  haben.  Folglich  sind  die  totalen  Differentiale 
dieser  Funktionen  insgesamt  gleich  0.  Man  kann  also  durch 
successiTe  Differentiation  aus  den  gegebenen  Gleichungen  neue 
ableiten,  aus  denen  sich  die  totalen  Dififerentiale  erster  Ord- 
nung berechnen  lassen;  femer  sind  aus  diesen  die  totalen 
Differentiale  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen,  und  so  fort. 

Anstatt  aber  direkt  die  totalen  Differentiale  zu  bestimmen, 
kann  man  auch  getrennt  zuerst  die  verschiedenen  partiellen 
Ableitungen  berechnen,  welche  in  den  Ausdrücken  für  jene 
auftreten,  und  die  Berechnung  der  partiellen  Ableitungen  er- 
folgt nach  der  Regel  für  implicite  Funktionen  einer  unab- 
hängigen Yariabelen. 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  Funktion  z  der  Yariabelen  x,  y, 
welche  mit  diesen  durch  eine  gegebene  Gleichung 

(1)  /•(a;,y,«)-='0 

verbunden  ist.    Sind  p  und  q  die  partielleii  Ableitungen  erster 
Ordnung  j-  und  ^,  so  hat  man 

dz^pdx  +  jdy, 

ebenso  hat  man,  wenn  man  mit  r,  s,  t  die  partiellen  Ablei- 

d^z       d*  z       d*z 
tungen  zweiter  Ordnung  bezeichnet  ^-„  g— q—?  g-»- 
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d^z  —  rda^  +  2sdxdy  +  t  dy\ 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dals  für  die  totalen  Differentiale 
Yon  j7  und  gy  nämlich  dp  und  dq  die  Oleichungen  bestehen : 
rfjp  «■  r  rf«  +  s  dyy 
dq*>^  sdX'\-  i  dy. 

Um  nun  p  und  q  zu  ermitteln,  differentiiere  man  die 
gegebene  Gleichung,  indem  man  zuerst  Xy  sodann  y  als  die 
einzige  Variabele  ansieht;  man  erhält  auf  diese  Weise  nach 
Nr.  54: 

wenn  J-  nicht  gerade  gleich  0  ist.     Hieraus  folgt: 

dl  df 

(3)  P jfj     q ^• 

dz  dz 

Um  r,  Sy  t  zu  finden,  genügt  es  die  Gleichungen  (2) 
oder  (3)  zu  differentiieren:  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chungen (2)  zuerst  nach  x,  sodann  nach  y,  ergeben  sich  die 
Gleichungen: 


(4) 


dx^  +  ^Pj^di+P  dz^  +  ^'Fz-^' 

d^f    ,      av    ,       av    ,      av  ,    df     ^ 
J^  +  id-^dz-+PWdi+PidT^  +  'dz-^' 


Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (2)  nach  y  er- 
giebt  dasselbe  Resultat  wie  die  Differentiation  der  zweiten 
Gleichung  (2)  nach  x,  nämlich  die  mittlere  der  Gleichungen  (4). 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (4)  liefert  die  par- 
tiellen Ableitungen  dritter  Ordnung  u,  s.  w. 

87.   Beispiel:   Aus  der  Gleichung 

folgt: 


a:»  +  y»  +  ^» 

=  a» 

de 

'=pdx  + 

^dy, 

dp 

=  rdx  + 

sdy, 

dq 

=  sdx-^- 1  dy, 
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und  man  findet  nacheinander 

a?+|>^  — 0,  y  +  9«  — 0, 
sodann 

1  +  p^  -i-  re  ^  0,  pq  +  sz  ^  0,   l  +  ^  +  tz^O. 
Hiemach  ist 

g  2.    Bildung  partieller  Differenttalgleiehiuigen  durch 
Elimiuatiou  willkfirlieher  Funktionen, 

In  der  Theorie  der  Funktionen  einer  einzigen  Variabelen 
wurde  gezeigt,  wie  man  durch  Differentiation  und  Elimination 
willkürlicher  Eonstanten  Differentialgleichungen  oder  Systeme 
Ton  simultanen  Differentiaigleidiungen  bilden  kaim.  Eine  ana- 
loge Frage  entsteht  bei  der  Untersuchung  Ton  Funktionen 
mehrerer  Variabelen.  Aber  hier  sind  die  willkürlichen  Gröfsen, 
welche  man  eliminieren  kann,  nicht  blols  Eonstante,  sondern 
auch  Funktionen.  Die  Differentialgleichungen,  welche  man 
auf  diesem  Wege  erhält,  werden  partielle  Differentialgleichungen 
genannt.  Im  folgenden  wollen  wir  uns  auf  die  Elimination 
einer  einzigen  willkürlichen  Funktion  beschranken.  Die  par- 
tielle Differentialgleichung  wird  dann  Ton  der  ersten  Ordnung 
werden. 

88.  Lineare  Gleichung  erster  Ordnung  in  8  Veränder- 
lichen. Wir  betrachten  zunächst  drei  Variabele  Xy  y,  e,  von 
denen  die  beiden  ersten  unabhängige  sind.  Während  u  und  v 
bestimmt  gegebene  Funktionen  dieser  Variabelen  sein  sollen, 
bezeichne  <P(tf,  v)  eine  willkürliche  Funktion  von  u  und  v. 
Wir  nehmen  an,  dafs  die  Variabele  b  mit  x  und  y  durch  die 
Gleichung 

(1)  4>(u,t>)-0 

verbunden  ist  und  stellen  nun  die  Aufgabe,  zwischen  x,  y^  z 
und  den  partiellen  Ableitungen  von  z  eine  Gleichung  zu 
ermitteln,  die  ganz  unabhängig  ist  Ton  der  besonderen  Art 
der  Funktion  0. 

Man  kann,  wenn  man  will,  annehmen,  dafs  die  Gleichung  (1) 
au%elöst  ist  nach  v;  so  hat  man 
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V  =  9(m), 
und  da  die  Funktion  <b  willkürlich  ist^   so  ist  es  auch  die 
Funktion  q>.     Übrigens  hat  man  keinen  Grund,  diese  letzte 
Formel  der  ersten  vorzuziehen. 

Die  Ableitungen  der  Funktionen  u  und  v  nach  x  sind, 
nach  der  Regel  der  Nr.  40: 

du    ,      du      ov    .      dv 

ebenso  sind  die  Ableitungen  nach  y: 

du    .du       dv    .       dv 

d^  +  ^di'    d^  +  ^di' 

indem  man,  wie  iu  Nr.  86 

dz  =pdx  +  qdy 
setzt.     Die  Gleichung  (1)  werde  nun   nach  x  und  y  differen- 
tiiert;  dann  hat  man 


(2) 


a*/aw    ,       du\    ,d^(dv  _.      dv\_^ 

du  Xdx'^^dz)  "*■  dv  Kd^'^^dz) "" ^' 

d^/du 
du  \dy 


(du    ,       cu\    ,    d^/dv   ,       dv\        ^ 
{dy  +  ^dzl  +  diki  +  ^l)"^- 


Aus  diesen  Gleichungen,  homogen  in  Bezug  auf  k—  und 

d^  .         .  ... 

^,  lassen  sich  diese  Grofsen  eliminieren  und  es  folgt: 

/Q\    /^«*   I    ^^^\ß^    i      ^^\        ß^   I      du\(dv    ,       dv\       ^ 

Führt  man  die  Multiplikationen  hier  aus  und  setzt 

p du  dv  du  dv 

dy  dz        dz  dy  ' 

Q dudv  du  dv 

^~dzdx       dxdz' 

Y dudv^ du  dv 

^  ~  dxdy~dydi' 
80  wird  die  Gleichung  (3) 

(4)  Pi>  +  C«-T^. 

Sind  also  u  und  v  gegebene  Funktionen  von  Xy  y,  0,  so  genügt 
die  Gesamtheit  aUer  Funktionen  z^  die  durch  eine  Gleichung 
O  (u,  f )  <=»  0  definiert  werden,  welcJies  auch  die  Funktion  O  sein 
mag,  einer  und  derselben  linearen  partieHen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 
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(2) 


(4)  Pp+Qi^V, 

in  welcher  P  Q  V  lestitnmie,  von  der  WaJU  des  9  unabhängige 

Funktionen  von  xyz  sind. 

89.  Lineare  Gleichung  erster  Ordnung  in  beliebig  vielen 
Veränderlichen.  Das  Resaltat  läTst  sich  auf  eine  beliebige 
Zahl  von  unabhängigen  Yariabelen  ausdehnen.    Bezeichnen 

e,  XifX^y   ...   Xn 

n  -f-  1  Veränderliche,  von  denen  die  n  letzten  unabhängige 
sind,  und  setzt  man 

dz  =  p^dx^  +  p^dx^  H PndXnf 

so  ergiebt,  wenn 

n  bestimmt  gegebene  Funktionen  der  Yariabelen  z,  x^^  . .  .Xn 

sind,  die  Gleichung 

(1)  *(t/j,«g,...wO  — 0 

durch  Differentiation  und  Elimination  der  willkürlichen  Funk- 
tion 9,  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  Pi,  p^,  >  •  -  Pn  linear  ist. 
Denn  man  erhält,  indem  man  nacheinander  in  Bezug  auf  jede 
der  unabhängigen  Yariabelen  differentiiert, 


1 

dz ' 


CUi 


Bezeichnet  man  mit  D  die  Determinante  n^'  Ordnung: 

du. 


D' 


3m,  cu, 


a»,  "r  "  a« ' 


3». 


da;. 


+  -P2-är. 


du,     a«, 


a« '   a«. 


+  A 


a«. 


a«g 


+  p« 


a« 


au, 


a«,     au, 


du. 


a^ ' 

Sttrret,  Diff.-  u.  Integral- Bechnnog.   I.  8.  Aofi. 


^t4,        au, 

8 
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80  wird  die  Gleichung  ^   welche  man   durch  Elimination  der 


Groben 


d^ 


d^ 


aus  dem  Systeme  (2)  erhalt: 


D  — 0. 
Es  sei  A  die  Determinante 

du^  du^        du. 


A  — 


3^2  d x^ 


n 

'dx^ 
dx^ 


dx^  dx^'"  dx^ 

und  Am  die  Determinante,  die  aus  A  hervorgeht,  wenn  man 
die  Elemente  der  m^^  Horizontalzeile,  nämlich 


duj   du^ 

»-, 

»*»  2*™ 

••a.. 

durcli  die  Elemente 

a«i  8u, 

3«. 

(3) 

dg   dt  ' 

"  d. 

ersetzt.  Es  leuchtet  ein,  dab,  wenn  man  die  erste  Horizontal- 
zeile von  A  durch  die  erste  Zeile  von  D  ersetzt,  eine  neue 
Determinante  A^^)  erhalten  wird,  für  welche  die  Gleichung 
besteht: 

A(i)  — A+jPiAi. 

Ersetzen  wir  in  A^^)  die  zweite  Horizontalzeile  durch  die 
zweite  Zeile  von  D,  so  wird  eine  neue  Determinante  A^'^  ge- 
wonnen. Durch  diese  Änderung  wird  aber  A  verwandelt  in 
A  +i>gA2,  während  j>iAi  sich  nicht  ändert,  denn  die  Gröüse, 
um  welche  es  sich  ändern  müfste,  ist  eine  Determinante,  in 
welcher  zwei  Horizontalzeilen  zusammengesetzt  sind  aus  Ele- 
menten, die  den  Grofsen  (3)  proportional  sind,  und  die  folglich 
den  Wert  0  hat.     So  erhält  man 

AW-A+1>iA,+aA,. 

Ersetzt  man  nun  in  A^')  die  dritte  Horizontalzeile  durch 
die  dritte  Zeile  von  2),  so  bekommt  man  eine  Determinante 
A<*^,  deren  Wert  gleich  ist 
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und  fahrt  man  so  fort^  so  erhält  die  Determinante  A^")  den 

Wert  D  nnd  es  ist 

(4)  D  -  A  +l>i^  +  aA,  +  • .  .p,A,  -  0 

die  gesachte  partielle  Differentialgleichung. 

90.  LebxsatB  über  homogene  Funktionen.  Eine  Funk- 
tion mehrerer  Variabelen  heilst  homogen  oder  eine  Farm,  wenn 
die  Multiplikation  aller  Variabelen  mit  einem  Faktor  t  be- 
wirkt, dab  die  Funktion  sich  bis  auf  einen  Faktor  t^  repro- 
duziert Der  Exponent  m  kann  eine  ganze  oder  gebrochene, 
positive  oder  negative  Zahl,  auch  gleich  0  sein;  er  heüjst  der 
Grad  der  Form.  Demnach  hat  man,  wenn  f(xi,  x^,  -  *  .  Xn) 
eine  Form  ist,  fOr  jeden  Wert  von  t,  d.  h.  identisch 

<Y(a?i,  a:,,  .  .  .  Xn)  —  f(Xit,  X^t,  .  .  .  Xnt). 

Setzt  man  insbesondere  ^  *«  — ,  so  ist 

Es  kann  also  jede  homogene  Funktion  0  von  n  Variabelen 
in  der  Form  dargesteUt  werden: 


Vermittelst  der  partiellen  Ableitungen  kann  man  die 
nämliche  Eigenschaft  homogener  Funktionen  ausdrücken,  und 
zu  diesem  Zwecke  hat  man  nur  nach  der  Methode  des  vorigen 
Paragraphen  die  willkürliche  Funktion  F  zu  eliminieren.  Setzt 
man  also 

**'-^'  «'==*'  "»"7'  •••«.-»--,-» 

80  ist  auf  die  Gleichung 

U„  — JF(Ui,U„...fU-.i) 

die  vorige  Regel  zu  übertragen.   Es  wird  durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  den  n  unabhängigen  Variabelen 


««, 

dF 

cu, 

dF 

■du. 

du, 

dx,' 
du, 
dx„ 

}  '  ' 

+ 

^K 

dF 

dF 

»«♦.-i 

oF  du, 
du,  dx^ 

dx,   ' 
8» 
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Addiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  die  n  —  1 

ersten   bezüglich   mit     -  ,       ,  •  •  •   multipliziert  hat,   so 

folgt: 

oder 

T?f  \  dF    .        dF    .  oF 

MuUipli0iert  man  die  partiellen  Ableitungen  einer  Form 
^jten  Qrades  mit  den  entsprechenden  Variabelen  und  bildet  die 
Summe  mit  diesen  ProduJsten,  so  ist  diese  gleich  dem  m-fachen 
der  Form, 

Folgerung.  Die  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Funktion  m^^  Grades  sind  selbst  homogene  Funktionen  vom 
Grade  m  —  1 . 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln 

denn  -r; —  ist  eine  Funktion  von  Wj,  tig,  - . .  w«_i  • 

91,  Allgemeine  Gleiohung .  erster  Ordnung  in  3  Ver- 
änderliohen.  Die  Elimination ,  mit  welcher  wir  uns  bisher 
beschäftigt  haben  ^  führt  auf  partielle  Differentialgleichungen, 
die  in  Bezug  auf  die  Variabelen  linear  sind.  Wir  wollen  nun 
noch  den  allgemeinen  Prozefs  aufdecken,  durch  welchen,  wie  in 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen  gezeigt  werden  wird,  alle 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ableitbar  sind. 

Zunächst  untersuchen  wir  den  Fall  dreier  Variabelen  x,  y,  e, 
von  denen  die  beiden  ersten  die  unabhängigen  sind,  und  setzen 
wieder 

dz  =pdx  +  qdy. 

Es  sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  <p(a)  eine  will- 
kürliche Funktion  dieses  Parameters  und 
T^=/'[^,y,^,a,g)(a)] 
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eine  bestimmt  gegebene  Funktion  dieser  fünf  Gröfeen:  a?,  y, 

Wir  betrachten  das  System  der  beiden  Gleichungen: 
(1)  »^-0.     ^J-0. 

Wenn  die  willkürliche  Funktion  q>{a)  fixiert  ist  und  man 
die  Elimination  von  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (1)  aus- 
führen kann;  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  drei 
Yariabelen  x,  y,  z.  Aber  selbst  wenn  die  Funktion  tp  ganz  will- 
kürlich bleibt;  so  kann  man  doch  z  als  eine  Funktion  von  x 
und  y  betrachten,  welche  durch  das  System  der  Gleichungen  (1) 
bestimmt  ist.  Nun  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Funktion  q> 
yermittelst  Diflferentiation  aus  den  Gleichungen  (1)  zu  elimi- 
nieren. Dabei  kann  man  so  zu  Werke  gehen,  wie  wenn  die 
Elimination  Ton  a  ausgeführt  wäre,  d.  h.  man  hat  in  der 
Gleichung  F^s  0  u  als  eine  Funktion  der  Yariabelen  x,  y,  e 

dV 
zu  betrachten,  die  durch  die  Gleichung  y-  «=  0  bestimmt  ist. 

Bildet  man  dann  noch  das  totale  Differential  der  ersten 
Gleichung,  so  wird 

3    rfic  -f  -ö—  ay  +  -5—  dz  +  ^  -  da  ^^  0. 
dx  ^    cy     ^    ^     dz  ^    da 

Das  letzte  Glied  dieser  Summe  verschwindet  aber  zufolge 
der  zweiten  Gleichung  (1),  und  wenn  man  dz  durch  seinen 
Wert  pdx  +  qdy  ersetzt,  so  hat  man  die  Koeffizienten  der 
beiden  willkürlichen  Differentiale  dx  und  dy  einzeln  gleich  0 
zu  setzen.    Es  wird  also 

Jetzt  kann  man  a  und  g>(cc)  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen (2)  und  der  ersten  Gleichung  (1)  eliminieren.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  eine  Gleichung 

(3)  F(x,y,z,p,q)~0, 

welche  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  enthält  und  im 
übrigen  von  ganz  allgemeiner  Form  ist.  Es  wird  später  gezeigt 
werden,  dafs,  wenn  x,  y,  z  geradlinige  Koordinaten  bedeuten, 
die  Gleichung  (3)  solch  eine  Eigenschaft  der  Tangentialebene 
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ausdrückt,  welche  allen  Flachen  gemeinsam  ist,  die  durch  die 
Gleichungen  (1)  dargestellt  werden. 
92.  BoispieL     Ist 

F-(x-«)*  +  [y-9>(«)?  +  *'-B*, 
und  jR  eine  Konstante^  so  ist 

g^  -  2(^  -  a),     -^  -  2[y  -  ^(a)],      -fj  -  2^. 

Die  Gleichungen  (2)  des  yorigen  Paragraphen  sind  also 

0?  —  a  +  p;?  —  0,    y  —  ip{a)  +  qz=*0. 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werte  a;  —  «  -=  —  JP^i  y  —  v(«) 
a=  —  ji^jETy  um  sie  in  die  gegebene  Gleichung  zu  substituieren, 
so  folgt 

oder 


0— ■ 


welches  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist, 
um  die  es  sich  handelt. 

98.  Allgemeine  Oleiohimg  erster  Ordnimg  in  n  -{-  1  Ver- 
änderlichen. Gehen  wir  nun  zum  allgemeinen  Fall  über.  Es 
seien  Xi,  x^,  . . .  Xn  die  unabhäugigen  Variabelen,  z  die  ab- 
hängige, und  es  sei 

de  —  p^dZi  +  p^dx^  H pndxn • 

Andererseits  seien  «j,  Og, . . .  cf«— i,  n  —  1  veränderliche 
Parameter  und  a  ■=  9?(ai,  «i; .  •  •  «n— i)  eine  willkürliche  Funk- 
tion derselben,  endlich  sei  mit 

F—  f(0,  x^,  rcj, . .  .  iCn,  «,  «1,  «2, . . .  a,_i) 
eine  bestimmt  gegebene  Funktion  der  n  -f-  1  Yariabelen  und 
der  n  —  1  Parameter,  sowie  der  Funktion  a  bezeichnet. 

Wir  betrachten  die  n  Gleichungen 

(1)     F-o,    '7=0,    1^-0,  -...^--o, 

welche  j7,  04,  ctg, . . .  ««-.i  als  Funktionen  von  x^^  x^,...Xn  be- 
stimmen; und  es  handelt  sich  darum,  eine  partielle  Differential- 
gleichung zu  bilden,  welche  unabhängig  ist  von  der  willkür- 
lichen Funktion  a. 
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Der  Wegy  welcher  einzaschlagen  ist,  bleibt  derselbe  wie 
in  Nr.  91.  Das  totale  Differential  von  V  muTs  0  sein,  und 
man  hat 

Dabei   sind   die  partiellen  Ableitungen   g •  g so   zu 

bilden,  dafs  dabei  a  als  Funktion  von  a^ . . .  a»— i  anzusehen 
ist.  Da  die  Koeffizienten  von  da^ . . .  dan  gleich  0  sind  zu- 
folge der  Gleichungen  (1);  so  ist 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  dg  durch 

Pidx^  +p%dXf  -| PndXn, 

so  müssen,  da  die  Differentiale  dx^ . . .  dxn  ganz  willkürlich 
bleiben,  ihre  Eoefifizienten  einzeln  gleich  0  sein,  und  man 
erhalt: 


(2) 


dv  .      dv     ^ 


Eliminiert  man  jetzt  a,  ctj,  o«;  •  *  •  ^n—i  z?rischen  den  n 
Gleichungen  (2)  und  der  ersten  Gleichung  (1),  so  resultiert 
eine  Gleichung 

(3)  F{z,  a?!,  rr,, . . .  a;«, p,,  a,  . .  .pn)  —  0, 

welche  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  ist. 

§  3.  Transformation  Ton  Dlfferentlalansdrflcken. 

M.  Die  Änderung  der  unabhängigen  Variabelen.  Wir 
stellen  folgendes  Problem: 

In  eine  Funktion  u  der  m  Varicibelen  x^yX^, , ,  .Xm  werden 
diese  als  Funktionen  ton  m  neuen  Variäbelen  S^,  ^, . . .  §,„  ein- 
gefuhrt;  dadurch  wird  u  eine  Funktion  dieser  neuen  Variabekn. 
Es  sollen  mm  die  partiellen  Ableitungen 
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du 
dx, 


t  y 


du 

dxl^  ' 


8'u 
dx^dx^  ■ 


dx.. 


als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 


du 

d'u 


du 

d*u 


c\ 


ai^8i,'  8{,as/ 


H, 


du 

ausgedrückt  werden. 

Die  ursprünglichen  Variabelen  Xy^y  x^,  ...  Xm  seien  als 
Funktionen  der  neuen  li;  l^^  -  -  •  S^»  g^g^ben^  und  umgekehrt 
seien  auch  die  letzteren  als  bekannte  Funktionen  von  x^ . , .  Xm 
gegeben.  Betrachtet  man  nun  u  als  eine  Funktion  von 
Si>  I2;  •  •  •  Sm  und  diese  als  Funktionen  von  Xj^^  x^,  ...  Xm,  so 
wird  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  direkt  nach  der  Regel 
fiir  die  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen  gewonnen. 
Man  hat 

(1) 

femer: 


dn  =  gj  <ili  +  ^}  d^  + 


dL 


du 


dtn, 


(2) 


^^^  =  ^/''^  +  ^/''*  + 


-'-^dx^ 

dx„'*'^* 


d^. 


dx. 


dx^ 


dx„ 


dU'= 


^L 


Hn 


Da  Si . 


Im  tklB  Funktionen  von  Xi  . 


^L 


dx„r 


^£1 


80  sind  auch  die  Ableitungen  -^ 


dxy 


•  ^m  gegeben  siiid^ 

•  •  bekannte  Funk- 


tionen von  Xy...Xmy  man  muTs  dieselben  aber  ausdrücken  in 
Ij . . .  Im  •  Substituiert  man  nun  diese  Werte  in  die  Gleichung  (1)^ 
so  werden  die  Koeffizienten  von  dXyy  dx^f . . .  dXm  die  gesuchten 
Ausdrücke  für  die  partiellen  Ableitungen 


du 


du 

dx^' 


cu 

dx.„ 


als  Funktionen  der  Variabelen  ii  . . .  1»,,  und  der  Ableitungen 
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du         du  du 

Ebenso  hat  man  bei  den  Ableitungen  höherer  Ordnung 
Yorzugehen.    So  findet  man 

du_  du  du_ 

du         ^dx^  ^dx\      ^  ^dx^ 

und  nachdem  man  auf  der  rechten  Seite  fQr  0—  den  vorhin 

erhaltenen  Wert^  und  f&r  dl^  ...  d^m  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  (2)  substituiert  hat,  werden  die  gesuchten  Werte 
fOr  die  partiellen  Ableitungen 

a'tt  d^u  d^u 

dx  dx  dx  dx  dx^ 

gewonnen.   Führt  man  die  nämliche  Substitution  in  der  Formel 

du  ^du  du 

aus,  so  erhält  man  die  Gleichungen  für 
d^u  d^u  d^u 


dx^dx^ '     dx^* '  dx^dx^  ' 

Yon  denen  die  erste  schon  berechnet  ist,  u.  s.  w. 

Dieselbe  Methode  ist  für  Ableitungen  jedweder  Ordnung 
anwendbar. 

95.  Anwendungen.  Die  Punkte  im  Räume  können  sowohl 
durch  drei  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y,  ss,  als  auch  durch 
drei  Polarkoordinaten  r,  0,  ^  dargestellt  werden;  diese  sind 
mit  den  ersteren  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

(1)  a;  =  r  sinG  cos^,    y  =  rsin0sin^,    jef  =  rcos6, 
oder 

(2)  r  =  V?T7+7S    C089-^^— 1=-^,  tang^  =  f 

Wenn  nun  eine  Gröfse  u  zunächst  als  eine  Funktion  von 
X,  y,  0  gegeben  ist,  so  sollen  die  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  von  u,  nämlich  die  neun  Grölsen 
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du      du 
di'    di' 

du 

Tz' 

d*u      d*u      a««       d*u 
a««'     dy*'     dz*'     dxdy' 

d^u       a*i* 


-i         O-  o       > 


als  Funktionen  der  neuen  Yariabelen  r^  0^  ^  und  der  zu  diesen 
gehörigen  partiellen  Ableitungen  ausgedrückt  werden. 
Man  folgert  aus  den  Gleichungen  (2): 
,         xdx  +  ydy  +  zdz 

sin  e  rfe  -  ^(^^^  +  y^y)"(«^±.yl4f , 

{x^  +  y»  +  O* 


cos  ^* 

oder,  vermittelst  der  Gleichungen  (1): 

dr  *=  sin0  cosi^dx  +  sinO  sin^rfy  +  cosGdfjer, 


(3) 


1  1  1 

de  «B.  -  cos  0  cos  ^  c7:t;  +  -cosO  sin^dfy mnOdff, 

j  ,  IsinV^,       ,lco8^, 

^  r  am  e  '     r  Bin  6     ^ 


Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 
du  j     \    du  j^   ,   du 


,  du  j     \    du  j^    ,    du  j. 


so  erhält  man: 

t  du        du    .    ^          ,    ,    atfCOBecos^        du    ain^ 

(4) 

du       a«    .    ^    .     .    ,    atfCosOsin^    ,    au   cos ^ 

ay-ar«°ö«°*  +  ae      r      +a«r.-ine' 

au        du        .        au  line 

Iä7-=ä7«««»-a^-f-- 

Man  muis  jetzt  die  totalen  Differentiale  von 

au      du      du 

Fi'   d^'  äl 

bilden,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  partiellen  Ab- 
leitungen dieser  Funktionen  nach  r,  9,  ^.    Man  findet: 

r,dU 

/KV  dx        d*u    .    ^  ,     ,     d*u    cos e cos ^         d*u      sin^ 

\y)      —5 —  "=  5— r  sin  6  cos  ^  +  r,--^ —  0-5^  — =--ir 

^  ^         dr  dr*  ^    *   drdQ  r  drd^  rsmO 

au  cobGcos^  j^  aw     sin-^ 

""  ae         r«  ^  d^  r'sine' 


(5) 
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3  — 

-?e-  -  ärTe  «"^  ö  cos  ^  +  ^. ^  ^  __.  _  ^^  ^ 

+  1^0080  cos*  -  ^  ?^i^?!^  +  ^  ??^^^^^ 

-f^sine8m*-||??!^ii?^-|i^-^-??A 
dr  ^        ae  r  a^  rarne' 


a  «  C08  6  sin  ^        a  tf    COB  ^ 
ae  r*  ä^  f*Bme' 


(6)  {~de~'^dVde^'^^^^*  +  dQ'"~i-         •'äeä^FSe 

I    ^^        /\    •    ^         a»  sine  sin ^        du  COB1^COBO 
+  ä-  <5ös  0  Sin  *  —  «^  ~  —  Q-   — ^^"s~  > 

dl—) 

\dyf         d*u    •    A    •     .    I     d^u  cosBsin^  ,   d*u  co8  1^ 
-  c^-u     ~  o  Q  ^  sin  8  Sin  *  +  a^a  ,       ^  +  ö-zi  — ^ 

,    du   .    ^          ,     1    du  cos 6 cos '^        du     sintfr 
+  ö-srnO  cos*  +  äz —  äT  — ^; 

a«  a*«         ^  a*i*    sine  ^^  av  sine 

-fjT  —  a^-.  cos  e  —  ^^^  -T  +  dQ  -y 

^a^ 

(7)  l       dz  d*u  ^       a«i*  sine        du   .    ^        au  cos e 

^^    ^  -ae"-ä7äe^^«®-äei-7 ä^^^^^-äe— ' 

^dz         JlUt_  _    a*«    sine 

"ä*"  ""arat^^^®^     aea*    r  * 

Addiert  man  die  Oleiehongen  (5),  nachdem  man  sie  zuvor 
mit  den  entsprechenden  Gleichungen  (3)  multipliziert  hat^  so 

erhält  man  das  totale  Differential  von  w-,  und  die  Koeffizienten 

von  dx,  dy,  dz  werden  die  gesuchten  Werte  von 
a^*        d^u  d^u 

dx*'     dxdy^     dxdz' 


124  Viertes  Kapitel 

Ebenso  erhält  man  die  weiteren  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung,  wenn  man  die  Gleichungen  (6)  oder  (7)  mit 
(3)  multipliziert  und  jedesmal  addiert.    Man  findet  so: 

^— »  =  ^-=8in*ecos*^  +  2ö— öTv —  Z^-x- 

,    ^'wco8'ecoB*i/y       p   d*u   cosGsin-^cos^  j^  3'v    ain''^ 


^ae»  r*  dQdtp        r*8ine  '    aV»*'wn*ö 

^^  a«  cos'e  C08*t^  +  sin*'^  ,  d u  (Bin'-^— 2 sin'e cob''^)co8 8   ,   q  gu  sin i^  cos i^ 

+  är  r  »äe  r*8ine  '      ^i^    r^ain'e    ' 

d*u         d*u  '   q^    '     ,  .    I    rt  d^u  sin'e coB G ain oft  cos -ü;  ,    d*u    cos't^ — sinV 

ä-Q-  =  ö^^sm^e  sm^cos^  +  2^—^—^ ^+0—0-: 

cxdy       dr*  y        y    i      ^r^G  r  '  crdip  r 

,   a'ttcos'G  8ini/y  C08i/>  j^  a*w   (cob'-V» — 8in*i/y)co8G  ^'u  Bin-^coBtjl» 

"*"  äG*  r«  ^dQd'ip  r^me  ä-V^'T^sin'G 

awsin'Gsin'^cos'V»      at*(l-|-28in'G)coBG8ini/yco8'0      ^tt  coa'i^  —  sin*-^ 

är  r  äG  r'ainG  ä^        r*Bin«G      "' 

5*1*         d^u   .    ^        ^         ,    ,     a*u  (co8*G  — 8in*G)co8iö        d*u   cosGsiii'^ 

Q— 5-  =  ä"9  sm9  cos6  cos^  +  ^— ö^ ^ —  ^  ^  , ^— ^ 

a^ttainGcosGcoB-^  j^    a*i*   sini^ 
""äG*  ?  '"äGä^'r*" 

d u  sin G  cos G  COB '^       ^«(cos'G  —  8in'G)co8'^ 


dr  r  de  r^  ' 

d^u       d^u   .   9«    .   9  ,    ,    rt   ^'«   sinGcosGsin'i/»   ,    ^^   a*«   BmipcoBii) 
dy*       dr*  ^    '       ordQ  r  '       drd'tl>         r 

,   a*tiC08*G  8in*'0   ,    Q    a't*    cosGeint^coB^  j^  a*u    cos*i^ 
"*"  ä~G *  f^  ^^     dGd'V         r^mQ  '    d^*  r*  sin'G 

.   a tt COS* G  6131*'^  + cos *i/y  ,  ^«(coB'Tft  — 2sin*GBin*^)coBG       c)^u  sin-^cos«^ 


a*H         a*tt    .    ^        /x  •     ,    I     ^«  (cos » G  — 8111* G) Sin  10   ,     a*u  cosGcos^ti» 
dydz       dr*  ^  ^  drdQ  r  '    crdip    rsinG 


^r        .  r  "■  ^G  r^sinG  dip    r*sm*8 

^8m0cos0sm^+jp^^^ 

d'usinG  cosGsint^         d*u  cos'tp 

de*  r»  död^  ^~ 

a u  sin G  cos  G  sin '^  du(cos'6  —  8in'G)8in'^ 

~  dr  f  de  7*  ^ 

d*u d*u       2q       o   ^***  sin G  cos G    ,   g'usin'G 

,   dusin*G   ,    ^du  sinGcosG 


dr     r     ^     dQ 


c^u    ,    c^u    ,    d^u 


96.  Der  Ausdruck  0— ,  +  ö— «  +  ^^i  •     Man  kann  die  bei 

dx*    '    dy*    '    c?-s' 

der  Änderung  von  Yariabelen  notwendigen  Bechnungen  oftmals 
abkürzen,  indem  man  sich  gewisser,  den  Problemen  angemessener 
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Kunstgriffe  bedient.  Wir  halten  es  für  nützlich^  von  solchen 
Vereinfachnngen  klaren  Begriff  zu  geben,  indem  wir  eine  Auf- 
gabe behandeln,  die  in  yerschiedenen  mathematischen  Theorien 
vorkommt.     Es  soll  der  Ausdruck 

(1)  s„p«  +  r4+|^ 

^  ^  ex*    '    cy*    '    dz* 

transformiert  werden ,  indem  an  Stelle  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y,  0  die  Polarkoordinaten  r^  9,  ^  eingeführt 
werden.  Man  kann  diese  Aufgabe  direkt  dadurch  lösen,  dafs 
man  die  Formeln  des  yorigen  Paragraphen  benutzt  Aber 
wir  wollen  sie  ausführen,  ohne  auf  diese  Formeln  zurück- 
zugehen. 

Zu  dem  Zwecke  führen  wir  an  Stelle  von  x,  y  zunächst 
zwei  Yariabele  q  und  ^  ein,  derart  dafs 

X  =*  Q  cos  ttff    y  ^=  Q  sin  iffy 
oder 

9~V^  +  y\    tang^  — |-. 

Hieraus  folgert  man: 

••  X  dx  -4-  y  dy  ->      ■      •         7 

a(f  =■      , :_ -      «-  cos ilfax  +  smifdy, 

yx*  +  y* 

,,         xdy^ydx        o,               ein-V»  j      •    cos^, 
d^  «3  — ^ — ^ —  cos*  ^  «Ä dx  H dy. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  ^,  ^>  ^1  ^^  ^^^  ™*^ 


findet: 


f2) 


du       du         ,        du  Bin'^ 

ö—  =  A    COS  ^  —  Ö-.  3 

dx       dq        ^        dfjf     Q     ^ 

du       du  .     ,    .du  cos'V' 
s=s  ^—  sin  ^  +  5-  — -  • 
dy       CQ        ^    *    dfp     Q 


Summiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  die  zweite 
mit  V—  1  multipliziert  hat,  so  folgt: 

(3)  p.  +  y—1  ll  -  (CO,* + y--i  »n*)(|| + ^l;} 

Bezeichnet  man  mit  v  den  Wert  jeder  Seite  dieser  Gleichung, 
so  folgt,  da  diese  Formel  für  jede  Funktion  u  und  unabhängig 
Yon  dem  Vorzeichen  von)/ —  1  Geltung  hat,  wenn  man  u  durch  v 
ersetzt,  und  statt  Y —  1  die  Formel  —  }/^-i  schreibt: 
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w  K-v=^li-(-*-)'-i*»)fö-fi||)- 

Aus  der  Gleichung 

t;  =  5-  +  y  —  1  ä- 
folgt 

aa;"ax*"f''^      ^aa;ay'     ay~aa;ay'*"'^      ^  dy*' 
also 

ai       »^      ^dy'^  dx^'^  dy*' 
Femer  ergiebt  die  Gleichung: 

folglich  ist 

/     ^      1/ — 7  •    ,\/a«     v^^aA     d*u  ,  1  a«i«  ,  1  a» 

(eos*-y-lsm^)(g^--^g:^j-^.  +  -.^-,  +  ^^, 

und  man  hat 

rf^\  dU^  _,d^       d*u   ,     1   a'w    .     1   du 

also 

//IN  o     a'f*  ,  a*u  ,   1  a"u  ,   1  av 

(6)  ^  =  ä?  +  ä7«  +  ?  ä^*  +  7  a7 ' 

Um  die  Lösung  zu  veryollständigen^  sind  nun  noch  an 
Stelle  der  Yariabelen  q  und  0  die  neuen  Yariabelen  r  und  8 
vermittelst  der  Gleichungen 

0  M^r  cos  9,     (>  ■=  r  sin  0 
einzuführen.    Da  nun  0  und  q  von  r  und  9  ebenso  abhängen^ 
wie  X  und  y  Ton  p  und  ^^  so  folgt  gemäCs  der  Gleichung  (5) 

aV«  "•"  a^«  ~  dr*  ■*"  r«  ä"e«  "*"  V  är ' 

und  ebenso  schlieüst  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (2) 

du       du    .    ^    f    du  coae 

^—  =  ^-  sin  9  +  Tj-T- 

CQ        dr  '    e^e      r 
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Man  erhalt  demnach,  indem  man  die  Aasdrücke  in  die 

Gleichmig  (6)  substitaiert  und  p  durch  rsinO  ersetzt: 

Q       ^'<*   I     ^   d*u    ,     1   du    ,         1        d^u 
^  "*  ar*  "f"  r«  ae«  '^  r  dr'^  r«Bm*e  a^« 

1      ^    (  '  A«*»  I  «ose  af*\ 

+  rsreH^a7  +  ->-äe)' 

^  —  är«  "^  V  ar  "*"  r«flin«e  a^«  "^  r»  ae«  "+-  ^tgiae  äe ' 
Die  ersten  beiden  Glieder  dieses  Ausdruckes  stellen  mit  r 
multipliziert  die  Ableitung  ■  ^ ,    dar;  die  beiden  letzten  Terme 
sind  mit  r^sinO  multipliziert  die  Ableitung 

ae 

Man  hat  also  o 

^o„    ^Vu)  ,     1    a'u  ,     1    M'^'ae) 
*"ö      »^   ^^1    1-  gia«e  ^^1  -r  güie        ae 

Es  ist  bei  Anwendungen  dieser  Formel  häufig  zweckmäfsig 
cos  6  "s  f( 
als  Yariabele  an  Stelle  Ton  0  einzuftthren.    Dann  hat  man 
du       du  a^i  .    ^du       j  .    ^du  ,-  ^.du 

Demnach: 

»HU)            ./Hie")        .,fc!2!3 
o^ =  —  sm  9 ä — ^  =  sin  9 ^ ^-- 

ae  afi  afi 

und  man  erhalt  schlielslich  den  Ausdruck  fOr  j8>  als  Funktion 
der  unabhängigen  Variabelen  r,  li,  ^: 

97.  Die  Indenmg  aller  Variabelen.  Wenn  man  die  ab- 
hangige oder  Hauptvariabele  gleichzeitig  mit  den  unabhängigen 
Terändem  will,  so  ist  das  nämliche  Verfahren  einzuschlagen. 
Nehmen  wir  an,  dafs  in  einer  Rechnung  eine  Yariabele  s  als 
Funktion  Yon  m  unabhängigen  Variabelen  x^^  x^,  , . .  Xm  ein- 
geht, und  dafs  man  an  ihre  Stelle  eine  andere  Yariabele  ^, 
welche  Yon  m  neuen  unabhängigen  Yariabelen  Si;  £2;  > .  •  Im 


mru)  ^        1       S'u    .    4^'-'^'^] 
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abhängt,  einfahren  will;  dann  handelt  es  sich  darum^  die  par- 
tiellen Ableitungen 

^t      l£      ...  ^L      ^        t^ 
dx^     cx^  dx^     cx^^     dx^dx^' 

als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 

H       H  IL      ^      J^_ 

auszudrücken. 

Hierbei  sind  die  m  +  1  Variabelen  des  einen  Systemes 
gegeben  als  Funktion  der  tn  +  1  Variabelen  des  anderen. 
Also  i,  Si>  Ss;  ••-  im  sind  gegebene  Funktionen  von  jer,  x^,  x^, 
•  ,  .Xmf  nnd  die  totalen  Differentiale  sind  also  von  der  Form: 

^S  =  ^  ^^  +  ai^  ^^1  H ä^  ^^^' 


(1) 


Die  partiellen  Ableitungen  sind  bekannte  Funktionen 
der  Variabelen  0,  x^^  , . .  Xm*  Da  aber  is  eine  Funktion  von 
^i;  ^s  -  -  *  ^  ^9  ^^  ^^^  man 

imd  folglich  ist: 


Setzt  man  jetzt  diese  Werte  in  die  Gleichung 
(2)  '^5  =  |^el5,  +  |^rfS,  +  ...|4«i|„, 

80  erhält  man  eine  Gleichung ,  welche  bei  allen  Werten  Ton 
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dx^  •  -  •  dXm  bestellen  mufs,  und  welche  sich  daher  in  m  Glei- 
chungen zerlegt,  namlioh: 

dtdx^  +  a«j       \de  a«,  ■T"aa!j/as,"T"  U«  dx^  +  dxjd\ 

"•       Va«  a«,  '^"  dxjsu' 
ä»a«j  +  ax,  "■  va«  dx]  +  dxj as,  +  Va«  a«,  +  dxj af, 
"r"Aa«  a«,"i"  dxjdij 

ä^a«„+a«„"^a«  a«„+aa:Jai,+Vä«  a«„+ö^Jai, 


(3) 


+  •■^178^  + 0^6« 


„    ^      at  at       as,  ag,       ,  i,   ,^.     ^    ,t  • 

Man  kann  5-  >  3—  >  •  •  •  ^  >  5-^  •  •  •  &»  Funktion  der  Vana- 

a«  axj       a»   ox^ 

belen  S,  li  •  *  -  Im  ausdrücken,  und  diese  Gleichungen  ergeben 
alsdann  die  Werte  der  Funktionen  0—  >  -  -  -  ö —  iu  der  gesuchten 
Form. 

Um  zu  den  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  übeor- 
zQgehen,  genügt  es  die  Gleichungen  (3)  zu  differentiieren. 
Betrachten  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung  ia  diesem  Systeme; 

w^ir  differentiieren  dieselbe  total  und  ersetzen  d^ —  durch 

dx^ 

dl*  '**!  +  J^^  ^'^*  +••  •  •  äv'^  ^''^' 

Sodann  ersetzen  wir 
durch  ihre  Werte: 

,^f      a*s ,.   ,       _a*£_  ,t 

llarret,  DIA-  tu  Intagral-Bechoiing.    I.  8.  Aufl.  9 
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und  führen  endlich  ftlr  cl||  •  •  -  dim  ihre  Werte  ans  den  Glei- 
chungen (1)  ein.  Die  Gleichung,  die  auf  diese  Weise  gewonnen 
wird,  gilt  far  beliebige  Werte  der  Differentiale  dx^  •  •  •  dxm* 
Sie  zerfallt  also  in  m  Gleichungen,  aus  denen  die  m  partiellen 
Ableitungen 

zu  berechnen  sind.  Ebenso  bestimmt  man  die  anderen  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung 

dx^^     dx^dx^ 

Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  werden  dann  auf  demselben 
Wege  gewonnen. 

Schlielslich  ist  es  auch  leicht  einzusehen,  dafs  die  im 
vorstehenden  entwickelte  Methode  auf  den  Fall  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  abhängigen  Yariabelen  anwendbar  ist^ 
wie  grofs  auch  immer  die  Zahl  der  unabhängigen  Yariabelen 
sein  mag. 

98.  LegendrsB  Transformation.  Legmdre  hat  bei  ge- 
wissen Fragen  eine  Transformation  angewandt,  die  oftmals 
von  Vorteil  ist  und  welche  wir  hier  mitteilen  wollen,  indem 
wir  ims  auf  den  Fall  zweier  unabhängiger  Yariabelen  be- 
schränken. 

Es  sei  js  eine  Funktion  der  unabhängigen  Yariabelen  x,  y, 
wir  bezeichnen  mit 

(1)  dz  =  pdx  +  qdy 

das  Differential  von  z,  und  mit 

dp  =  rdx  +  sdy 
dg  «=  sdx  +  tdy 
die  Differentiale  von  p  imd  g. 

Setzt  man 

(3)  u=px  +  qy  —  0, 
so  hat  man 

du  =  (jpdx  +  qdy  —  dz)  +  icdp  -|-  ydq, 
also  zufolge  der  Gleichung  (1) 

(4)  du  =  xdp  +  ydq. 
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Lost  man  andererseits  die  Gleichungen  (2)  nach  dx  und 
dy  auf,  so  wird: 

(^^  -s  r 

Die  Transformation  yon  Legendre  besteht  darin,  dafs 
Py  q,  u  als  Yariabele  an  Stelle  von  x,  y,  $  eingeführt,  und  dafs 
dabei  p  und  g  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  werden. 
Nun  zeigt  die  Gleichung  (4),  dafs  x  und  y  die  partiellen  Ab- 
leitungen Yon  u  nach  p  und  q  sind,  so  dals  also 
/n\  du  du 

ist;  femer  zeigen  die  Gleichungen  (5),  daCs  —. i,  — j, 

__   ,  bezüglich  die  partiellen  Ableitungen 

dx      dx        dy     dy^ 
dp  ^    dq        dp'   dq 
sind.    Man  hat  also 

^*^       dp^'^rt  —  s*'   dpdq'^        r<  — ««'   dq*        rt  —  8*' 
und  hieraus  schliefst  man 

m>i  d*ud^_(  a»u  y        1 

^^^  dp*  dq*        \dpdq)  ~  rt-8*' 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  liefern  die  Ableitungen  r,  5,  t  als 
Funktionen  der  Ableitungen  Yon  u  nach  p  und  q. 

Will  man  x  und  p  zu  unabhängigen  Yariabelen  nehmen, 
so  sind  die  totalen  Differentiale  von  y  und  q  gemäfs  den 
Gleichungen  (2): 

dy  =  Y^P—  yd^f 

dq  =  —dp  —      ~"     dx. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  lassen  dann  weiter  die  totalen 
Differentiale  dz  und  du  bestimmen: 

de  =  pdx  +  qdy  '^  (p  —  ^)dx  +  ^dp, 

du  «=  xdp  +  ydq  '^{x  +  yjdp  —  ^— ^  ydx. 
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Aus  den  Formeln  folgt  im  Besonderen 

ag  ^  _  rt—^ 
dx  8 

wenn  p  und  x  die  unabhängigen  Variabelen  sind.  Ist  also 
die  Differenz  rt  —  s^  identisch,  d.  h.  bei  allen  Werten  von  x 
und  y  gleich  0,  so  hat  man 

dx 
Daraus  folgt,  dafs  dann  q  nicht  von  x  abhängt,  und  dals  also 
diese  Grolse  nur  eine  Funktion  von  p  ist.  In  diesem  Falle 
können  die  Gröfsen  p  und  q  nicht  als  unabhängige  Variabele 
gewählt  werden;  auch  werden  in  der  That  die  Transformations- 
formeln Yon  Legendre  alsdann  illusorisch. 


Fünftes  Kapitel. 
Entwiekelnng  der  Funktionen  in  Fotenzreihen. 

§  1.  Einleitende  Bemerkungen  Aber  unendliche  Reihen. 

90.  KonTorgens  und  BiTorgenB.  Unendliche  Reihe 
nennt  man  eine  unbegrenzte  Folge  von  Zahlen,  die  nach  irgend 
welchem  Gesetze  auf  einander  folgen.  Wir  werden  uns  hier 
nur  mit  solchen  Reihen  beschäftigen  ^  in  denen  alle  Glieder 
reelle  Zahlen  sind. 

Die  Summe  einer  Beihe 

Wo;  Wj,  tl„  •  •  •  W«,  •  •  . 

oder  auch  hürter  die  Beihe  selbst  heifst  konvergent^  wenn  die 
Summe 

^n  —  Wo  -f  Wi  +  W»  H Un^l 

der  n  ersten  Glieder  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  S  zu- 
strebt, während  die  Zähl  n  unbegrenzt  wächst, 

S»  ist  eine  Funktion  der  Yariabelen  n,  die  jedoch  im 
allgemeinen  nur  f&r  ganzzahlige  Werte  von  n  definiert  ist. 
Der  Variabilitätsbereich  f&r  n  ist  mit  anderen  Worten  der 
aller  ganzen  positiven  Zahlen.  Wenn  man  nun  sagt,  die  Beihe 
der  u  ist  konvergent,  so  meint  man  der  eben  gegebenen 
Erklärung  zufolge  damit  weiter  nichts  als  dals,  wenn  n  alle 

ganzen  Zahlen  durchläuft,  lim  Sn  einen  bestimmten  endlichen 

n=-QO 
Wert  S  hat.    Eine  Reihe,  die  nicht  konvergiert,  heifst  diver- 
gent.   Für  eine  divergente  Reihe  ist  also,  entweder  kein  lim  Sn 

nasoo 

vorhanden,  oder,  wenn  lim  Sn  einen  bestimmten  Wert  hat,  so 

ist  dieser  unendlich  grofs. 

Die  Grenze  S  heifst  die  Summe  der  Reihe;  die  Differenz 
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S  —  Sn  heÜBt  der  Best  der  Reihe  Ton  der  n^  Stelle  ab. 
Bezeichnet  man  diesen  Rest  mit  i2«,  so  ist 

S-Sn  +  R,. 

Die  geometrische  Progression 

a,  aXj  ax^y  asc^^  •  •  • 
ist  eine  konvergente  Reihe^  wenn  der  Betrag  von  x  kleiner 
als  1  ist,  denn  es  ist 

Ist  nun  I  a;  I  <  1 ;  so  ist  lim  a:*  =  0  und  daher 

n=-oo 

S-.liinS.-j-^-. 

n=QO 

Dieselbe  Reihe  ist  aber  eine  divergente ;  wenn  der  absolute 
Wert  von  x  grober  als  1  ist;  denn  in  diesem  Falle  wächst  Sn 
über  jeden  Betrag.  Sie  ist  auch  aus  dem  gleichen  Grunde 
divergent  för  o;  =  +  !>  ^^^d  in  dem  Falle  rr  =«  —  1  besitzt 

*^  '  '        ^       ^      -»       0  wenn  n  gerade 

keine  bestimmte  Grenze;  die  Reihe  kann  daher  nicht  als  kon- 
vergent betrachtet  werden.     Wir  sehen  also: 
Die  geometrische  Beihe 

a  -{-  ax  +  ax^  -\ 

ist  honvergent,  wenn  \x\  <1  ist  und  divergiert  in  jedem  andren 
FdOe. 

100.  MtQtiplikation  einer  unendliclien  Beihe  mit  einer 
ZahL  —  Addition  zweier  unendlielLer  Beihen. 

Die  in  Nr.  24  aufgestellten  Regeln  für  das  Rechnen  mit 
Grenzwerten  führen  sofort  zu  einigen  Sätzen  über  das  Rechnen 
mit  konvergenten  Reihen.     Wir  erwähnen  hier  zwei  Sätze: 

I.  MuUiplieiert  man  die  Glieder  einer  konvergenten  Beihe 
sämtlich  mit  der  nämlichen  Zähl  c,  so  entsteht  tvieder  eine  kon- 
vergente Beihe.  Die  Summe  von  dieser  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  c  und  der  Summe  der  ursprünglichen  Beihe.    Es  ist  also: 

CMo  +  Ctti  +  CWj  H —  C  .  (Uo  +  Wi  +  «8  -I ) 

In  der  That^  ist: 
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80  hat  lim  Sn  nach  Yoraassetzimg  einen  bestimmten  endlichen 

Wert  S.    Nach  der  Regel  b.  in  Nr.  24  ist  aber: 

lim  c  •  S„  —  c  •  lim  5« . 
Also  folgt: 

lim (cuo  +  cuj  H 1-  cu,-i)  —  clim («o  +  Wj  H h  w»-i) 

oder 

CUQ  +  CU^-i =  c  .  (Uo  +  «1  +  •  •  0  • 

Der  zweite  Satz  laatet: 

IL  Zum  konvergente  Reihen  ergeben,  gliedweise  addiert, 
wieder  eine  konvergente  Beihe,  Die  Summe  von  dieser  ist  gleich 
der  Stimme  der  Summen  der  beiden  ursprünglichen  Reihen.  Es 
ist  also: 

K  +  «1  +  «2  +  •  •  •)  +  K  +  «^i  +  t^j  H )  —  K  +  Vo) 

+  (<*!  +  ^i)  +  (wj  +  Vg)  H 

In  der  That;  es  sei: 

S^n  =  Wo  +  ^1  H h  ♦'«-1  >     Ä  —  t?o  +  «?i  H h  Vn-l. 

Dann  haben 

Um  Sn  —  S,    Um  S;  —  fir 

nach   Yoraussetzmig   bestimmte   endliche  Werte.      Nach   der 
Regel  a.  der  Nr.  24  wird  aber: 

lim  {Sn  +  Sn)  =  Um  Sn  +  Um  S;. 
Also  folgt: 

Um  ((wo  +  t?o)  +  («1  +  t^i)  H h  (wn-i  +  v—i)) 

=  Um  (wo  +  Wi  H «»-i)  +  lim  (Vo  +  Vi  H h  v«-i) 

oder: 

K  +  «'o)  +  («i  +  t;,)  +  .-=(«o  +  «.  +  -0  +  (fo  +  f,  +  -) 

lOL  Sine  für  die  Konyergens  notwendige  Bedingung. 
Ist  die  Reihe 

«0+  Wi+WjjH Mn-lH 

konvergent,  so  hat  die  Summe 

Un+Un^l-^ Un^p^l 

die  Crrenee  0,  bei  jedem  Werte  von  p,  wenn  n  unbegrenet  wächst. 
Denn  bezeichnet  S  die  Orenze^  nach  welcher  die  Snmme 
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Ä  — «o+«*l  H ««n-l 

konvergiert^  so  ist: 

Um(S-S«)  =  0, 
n— 00 
Ebenso  ist  aach 

lim(Sf— Sn+p)  =  05 
n=QO 

also  folgt  durch  Subtraktion 

na- 00 
Da  aber 

Sn+p  —  Sn  =  Un+  W^  +  l  H h  Wn+p-i 

ist,  so  ist  unser  Satz  erwiesen. 
Hieraus  erkennt  man: 

Erstens:  Die  einzelnen  Glieder  einer  konvergenten  Beihe 
werden  scMiefslich  kleiner  als  jede  gegebene  Zahl;  es  ist  lim  u»«»  0. 

Il-=Q0 

Zweitens:  Die  Summe  beliebig  vieler  Glieder^  gebildet  vom 
n^  Gliede  dby  konvergiert  nach  0,  toenn  n  unbegrenzt  zunimmt. 

102.  Die  Yorige  Bedingung  ist  auch  hinreioliend.  Um- 
gekehrt: 

Wenn  die  Summe 

W«  +  Mm  +  i  +  •  •  •  <*ii+i>-l 

für  jedweden  Wert  von  p  bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n 
die  Grenze  0  hat,  so  ist  die  Beihe 

Wo  +  Wi  +  «*2  H w„-i  H 

konvergent 

Dieser  Satz,  der  unmittelbar  aus  der  Definition  eines  be- 
stimmten Grenzwertes  (Nr.  16)  hervorgeht,  soll  hier  nochmals 
erörtert  werden.  Bezeichnen  wir  mit  6  eine  positive  beliebig 
kleine  Grofse,  so  kann  man,  da  die  Differenz 

Sn+p 5w  —  tl«  +  M„+i  +  •  •  •  Un+p^i 

für  jedweden  Wert  von  jp  mit  beliebig  wachsendem  Werte  von 
n  nach  0  konvergiert,  der  Zahl  n  einen  bestimmten  hinreichend 
grolsen  Wert  beilegen,  derart,  dafs  diese  Differenz  zwischen 
—  ö  und  +  6  gelegen  ist,  wie  grofs  auch  p  sein  mag.  Man 
hat  also 

Sn-^<Sn^p<Sn+ff. 
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Wird  die  Zahl  n  nicht  geändert,  wäehst  aber  p  über  alle 
Grenzen,  so  bleibt  die  Summe  Sn-\~p  immer  zwischen  den 
zwei  bestimmten  Grdfsen  5»  —  tf  nnd  5«  -|~  ^  eingeschlossen, 
deren  Unterschied  2tf  dabei  Yon  yomherein  so  klein  als  man 
nur  will  gemacht  werden  kamt  Mithin  stellt  S^^py  wenn  Py 
also  auch  n  +  !>  unbegrenzt  wachsen/  eine  bestimmte  Grofse 
dar,  Yon  deren  Grenze  wir  auch  sagen,  dafs  sie  eine  bestimmte 
ist,  weil  sie  sich  Yon  einer  bestimmten  angebbaren  Grofse 
beliebig  wenig  unterscheidet 

Man  kann  diese  Überlegung  zu  deutlicher  Anschauung 
bringen,  wenn  man  ihr  eine  geometrische  Form  giebt.  Es 
sei  0  ein  bestimmter  Punkt  auf  einer  Aze  Ox.  Wir  tragen 
auf  dieser  Axe  Yom  Punkte  0  aus  eine  Strecke  ON »^  8n  ab; 
alsdann  machen  inrÄN*^  NÄ'»^  6.  pig.  21. 

Wir  nehmen  sodann  OP«-»  S^-^-p ,  so         q a     NP  Ä  x 

wird  der  Punkt  P  zwischen  A  und  Ä' 

fallen.  Also  wird  die  Summe  Sn-\.p  der  n  +1'  ersten  Glieder 
unserer  Reihe  durch  eine  Strecke  dargestellt,  deren  Endpunkt  P 
immer  zwischen  zwei  gegebene  Punkte  Ä  und  Ä'  fallt.  Sie 
ist  also  endlich;  aber  noch  mehr,  sie  ist  auch  bestimmt,  denn 
die  Entfernung  AÄ  kann  durch  Yergrofserung  Ton  n  kleiner 
gemacht  werden,  als  jede  gegebene  Länge. 

Folgerung  I.  Eine  Beihe  «^  +  u,  +  w,  +  •  •  •  is^  hon 
vergent,  sobald  die  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder  eine  kon- 
vergente Beihe  bilden. 

Nach  Voraussetzung  konvergiert  die  Reihe  der  absoluten 
Beträge  der  Uy  also  ist  fUr  jedes  p-, 

lim  [\Un\  +  |t*,+i|  +  •  •  •  +  !  w«+i,-i  I  }  -  0. 
n»oD 

Nach  Nr.  4  ist  aber: 

0  ^  I  U«  H 1-  tl,+p-i  I  ^  I  M«  H hl  W«+p-l  I 

und  mithin  ist  nach  Nr.  25  auch 

lim  I  ti.  H 1-  Un^p^i  I  —  0. 

n  — 00 
Mithin  ist  nach  Nr.  102  auch  die  Reihe  der  u  konvergent. 

Wir  werden  später  sehen,  daCs  es  sehr  wohl  Reihen  giebt, 
die  konvergieren,  ohne  dafs  die  Reihe  der  absoluten  Betr^e 
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konvergiert.  Die  konvergenten  Reihe  zerfallen  daher  in  zwei 
Klassen: 

Solche;  bei  denen  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  kon- 
vergiert; diese  heifsen  imb€di$^gt  konvergent. 

Solche;  bei  denen  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  diver- 
giert; diese  heÜBen  bedingt  konvergent. 

Folgerung  IL  Wewn  von  einer  bestimmten  State  ab  die 
Glieder  einer  Beihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind^  und  die 
Beträge  der  Glieder  abnehmen  und  nach  0  konvergieren,  so  ist 
die  Beihe  konvergent 

Die  Konvergenz  der  Reihenglieder  nach  0  ist^  wie  gezeigt 
wurde,  ein  notwendiges  Erfordernis  für  die  Konvergenz  jeder 
Reihe.  Dasselbe  reicht  aber  im  aUgemeinen  ftlr  die  Konvergenz 
nicht  auS;  auch  dann  nicht,  wenn  dabei  die  Reihenglieder  von 
einer  Stelle  ab  durchaus  abnehmen,  sodafs  jedes  dem  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  das  vorhergehende.  In  dem  Falle,  den 
wir  jetzt  untersuchen,  sind  die  ausgesprochenen  Bedingungen 
hinreichend. 

Denn  wenn  von  dem  n^^  Gliede  an  die  Reihenglieder 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  hat  man: 

±(Un  +  Un^l  +  "'Un^p-l)=   |  1«,  |  —  |  ^„+1 1  +  |  M,+,  | 

±  |Hn+|>-l|. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise 
folgendermaßen  angeordnet  werden: 

(|i*.j-|«.+.|)  +  (|u.+,!-i«.+.|)4---- 

oder: 

l«*|—  (l«»+l|~|Wn+2|)  — (|W«+5|  —  K+4I) 

Die  erste  Summe  ist,  wie  auch  jp  gewählt  sein  mag, 
positiv,  also  grofser  als  0;  die  zweite  ist  jedenfalls  kleiner 
als  |ui,|.     Also  ist 

I  Mn  +  Wn+l  H 1-  ««+;»- 1  1<  I  W»  I 

und  daher: 

lim  (Wn  H h  w«+p-i)  =  0. 

na- 00 

108.  Bin  neues  KonTergenakriteriiun.  Es  giebt  kein  all- 
gemeines Kriterium,  nach  welchem  man  bei  jedweder  gegebenen 
Reihe  entscheiden  kann,  ob  sie  konvergent  oder  divergent  ist. 
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Man  mafs  yielmehr  in  jedem  einzelnen  Falle  die  zu  betrach- 
tende Beilie  mit  anderen  Reihen  zu  vergleichen  Sachen,  deren 
Konvergenz  oder  Divergenz  feststeht,  und  in  dieser  Hinsicht 
läCst  sich  ein  Satz  beweisen,  aus  welchem  wir  mehrere  wich- 
tige Folgerungen  ziehen  werden,  und  der  sich  auf  unbedingt 
konvergente  Reihen  bezieht. 

Lehrsatss  HL  Wenn  in  der  Beihe  Wo  +  ^i  +  «j  -f-  •  •  • 
von  einer  bestimmten  Stelle  an  immer  \uk\<Vk  i^,  und  die 
Heihe  t?^  -f-  v^  +  Vj  +  •  •  •  hmvergiert,  so  ist  die  Beihe  der  u  un- 
bedingt konvergent 

Wenn  dagegen  die  Beihe  der  v  divergiert  und  von  einer  "be- 
stimmten Stelle  an  \uk\>Vk  ist,  so  ist  auch  die  Beihe  der  \u\ 
divergent. 

Im  ersten  Falle  konvergiert  die  Summe 

Vn+Vn  +  l-^ V«+i>-l 

nach  0,  bei  jedem  Werte  von  p,  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Also  hat  auch  die  Summe 

welche  aus  kleineren  Summanden  besteht,  ebenfalls  die  0  zur 
Grenze,  und  mithin  konvergiert  die  Reihe  der  absoluten  Be- 
träge der  u.  Die  ursprüngliche  Reihe  der  u  konvergiert  also 
unbedingt. 

Im  zweiten  Falle  kann  die  Reihe  |  t^o  I  "f"  I  ^i  I  +  *  *  *  nicht 
konvergent  sein,  denn  sonst  müfste  nach  dem  eben  Bewiesenen 
auch  die  Reihe  der  v  konvergieren,  was  der  Annahme  zu- 
widerläuft. 

Folgerung  L  Die  Beihe  Wq  +  **i  +  **a  H ^^  unbedingt 

konvergent j  u?enn  für  alle  Werte  von  n,  die  gröfser  sind  als  eine 


Meiner  bleibt  als  eine  Zahl  k, 

die  selbst  eine  positive  Gröfse  Meiner  als  1  ist. 

Denn  för  hinreichend  grofse  Werte  von  n  wird  der  Vor- 
aussetzung nach 


r»+i 


^n+« 


also,  wie  durch  Multiplikation  hervorgeht, 


**n+p 
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*«+/> 


Klc^  oder  >«+p|<|u,|K 


Hieraus  folgt,  daXs  die  Glieder  der  Torgelegten  Beilie  Ton 
einer  bestimmten  Stelle  ab,  nämlich 

>n|,  |w»  +  l|,  ...ll4«+,|,... 

kleiner  sind  als  die  Glieder  der  Reibe 

Diese  letztere  aber  ist  eine  konvergente  geometrische  Pro- 
gression; also  ist  auch  die  Reihe  der  \u\  konvergent,  mithin 
die  der  u  unbedingt  konvergent. 

Folgerung  IL    Die  Reihe  «i©  +  **i  +  •*«  +  " '  •>  ^^  **•*" 


bedingt  konvergent,  toenn  das  Verhältnis 


*ii+i 


bei  beliebig  wach- 


sendem Werte  von  n  einer  bestimmten  Grense  a  eustrd>t^  deren 
Betrag  Meiner  ist  als  1, 

Denn  wenn  das  Verhältnis    *        eine  Grenze  «  besitzt. 


SO  wird  die  Differenz 


*«+! 


a|  schlieJslich  kleiner  als  jede 


gegebene  Grolse,  für  alle  Werte  von  n,  die  gröfser  sind,  als 
eine  bestimmte  Zahl  Man  kann  also  eine  positive  Grofse  k 
zwischen  a  und  1  bezeichnen,  derart,  dafs  von  einem  be- 
stimmten Werte  von  n  ab  das  Verhältnis 


%-j-i 


<h 


bleibt.    Dies  aber  ist  die  Bedingung  des  vorigen  Satzes,  und 
folglich  ist  die  vorgelegte  Reihe  konvergent. 


Bemerkung,     Hat    das    Verhältnis      -^^^^     eine   Grenze 

gröfser  als  1,  so  ist  die  Reihe  der  u  stets  divergent,  weil 
ihre  Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  an  beständig  wachsen 
und  also  nicht,  wie  nach  Nr.  101  erforderlich,  nach  0  kon- 


vergieren.   Wenn  aber  lim 


*n+l 


»»  1    wird,    80    kann    die 


Reihe  konvergent  sein;  der  letzte  Satz  sagt  über  diesen  Fall 
nichts  aus. 

Folgerung  IIL    Die  BeOie  Wq  +  ^i  +  ^2  +  * ' '  ^^  **^- 
bedingt  konvergent,  u)enn  für  die   Werte  von  w,  welche  gröfser 
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sind  als  eine  bestimmte  Zahl,  y\un\<h  bleibt,  wobei  k  eine  po- 
sitive  Gröfse  Meiner  als  1  ist, 

Demi  hat  man  Ton  einer  bestimmten  Stelle  ab 

|w«l<*", 
so  sind  Yon  dieser  Stelle  an  die  |u|  kleiner  als  die  entspre- 
chenden Glieder  der  geometrischen  Progression 
Ä»,  i«+S  t«+%  . . . 

Folgerung  IV.  Die  Reihe  ti^  +  «i  +  ^s  +  •  *  •;  *^  ^^' 
bedingt  konvergent,  wenn  >^|u„|  einer  bestimmten  Grenge  zustrebt, 
die  kleiner  ist  als  1. 

Denn  man  kann  in  diesem  Falle  eine  Gröfse  k  zwischen 
a  und  1  bestimmen^  so  dafs 

V'Ki<* 

bleibt,  fOr  alle  Werte  Ton  n,  die  grofser  als  eine  bestimmte 
Zahl  sind. 

104.   Die  Eeihe  -^  +  -.  ^  +  -^  H .       Wir    be- 

trachten  die  Reihe 

T  «l4^o  "T  „14-0  T  '"    .14.0  "T  *•"; 


wobei  p  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.    Das  Verhältnis 

hat  den  Wert  1  zur  Grenze,  und  also  reicht  der  zweite  Folge- 
satz des  vorigen  Pan^raphen  fQr  diesen  Fall  nicht  aus.  Auch 
der  vierte  Satz  giebt  keinen  Aufschluis.     Denn  es  ist 

r^~  n--'^-,  logv«: — (1 + p)  '^. 

Der  Quotient  -^  konvergiert  nach  0,  wie  man  ver- 
mittelst einer  Regel,  die  später  bewiesen  werden  wird,  finden 
kann,  und  folglich  hat  yti»  die  Grenze  1.  Eine  geschickte 
Anwendung  des  Lehrsatzes  der  No.  103  läfst  uns  dagegen  be- 
stimmen, in  welchen  Fällen  die  vorgelegte  Reihe  konvergiert. 

Setzt  man: 
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(1) 


«*o  — 


w,  = 


«•  — 


1 


1 


3* 

j 


**Wl  ^~" 


+ 


(2"»)i+e  ^  (2"»  +  l)i  +  t'         (2"»+^  —  1)^+?  ' 

SO  hat  man,  wie  leicht  zu  sehen;  die  Beziehangen: 


«1  <  2  •  -1^,    oder    < 


2?  ' 


"»<*-7^'     ""^^^     <^ 


(2O'' 


Mm  <  2»» 


oder    < 


(2^)"»' 


folglich  sind  in  der  Reihe 

Wo,   Wi,   t/j  ...  Mm  ... 

die  Glieder  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

1    J-    _?_ ^Z 

^'    2«  '  (2O*'  (2^)* 

Diese  letztere  aber  ist  konvergent,  wenn  q  grober  als  0  ist. 
Folglich  konvergiert  auch  die  vorgelegte  Reihe  bei  jedem 
positiven  Werte  von  g. 

Bildet  man  an  Stelle  der  Formeln  (1): 

1 

^0  ~ 


Wo 
tu 


_1 

1 


+  71^ 


1     j 1 I 1 ,       i_ 


+  row-1 


TO-1  _|_  i)i+e     »^  (2"»-^  +  2y"*"^  (2"»)*+? 
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80  hat  man: 

^>2-p^,    oder    >l'j^y. 
ttj>4.~,    oder    >^ 


gi+pi     "--*     -^    2       (2^)8 ; 


Wm>2--*-7::;;^fX-.,   oder   >4- 


(2"»)l  +  e'  -^    2      (2?)m 


also  sind  die  Glieder  der  Reihe 

Wo  +  «1  +  ««»  H «m  H 

grolser  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

1  +  1 .  J_  4.  .1  .  /J_\V  i.  /J_V  .   . . . 

^2       2?    ^   2      V2V  2    \2^/ 

Diese  aber  ist  diyergent,  wenn  q  gleich  0  oder  anch  negativ 
ist,  also  ist  aach  bei  diesen  Werten  yon  q  die  vorgelegte 
Reihe  divergent. 

105.  Die  Beihe  1  +  Yf  +  27  "^  '  '  *     ^"^^    verwandte 
Beulen.     Die  Beihen: 

'    T    •"  1 . 2  "•    1.2-8  ^  12.    >n  "1  ' 

i  ^  _5 I  5 5 I 

12"»  1.2.34         1.2.8.4.6-6'' 

J^  ^ö  «7 

12.8  ^    12. .6  1-2-..7     • 

sind  unbedingt  konvergent  für  jeden   Wert  von  x. 

Denn  das  Verhältnis  der  Beträge  zweier  aufeinander  fol- 
gender Glieder  hat  in  diesen  Reihen  den  Wert 

'---,    oder    — 7 — TT^, 

und  diese  Grofsen  konvergieren  bei  jedem  endlichen  Werte 
von  X  nach  0,  wenn  n  unendlich  wächst. 

106.  Die  Beihe    f  —  C  +  ^ ^*«  I^^^ 

1  A  O 


X  X      *     sc  sc      * 

1  2"  "T"  ~3  4'  "l 

konvergiert  unbedingt  für  aUe  x  des  Intervalles  —  1  <a;^  1. 
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Für  a:  «=  1  konvergiert  sie  bedingt;  für  jedes  andere  x  ist  sie 
divergent. 

Denn  hier  ist 


'  n 
und  die  Grenze  für  n»»(X>  ist  —  x.  Dafs  die  Reihe  konvergiert 
oder  divergiert,  je  nachdem  der  Betrag  von  x  gröfser  oder 
kleiner  als  1  wird,  lehrt  Nr.  103.  Für  a;  =  +  1  konvergiert 
die  Reihe,  weil  ihre  Glieder  mit  wechselndem  Zeichen  abnehmen 
und  nach  0  konvergieren  (Nr.  102,  Folgerung  11),  f ör  rc  = 
—  1  dagegen  divergiert  sie  (Nr.  104). 

107.  Die  Reihe  ^^^'^i^i'^ ^^^  werden  jetzt 

an  einem  Beispiele  zeigen,  dals  bei  bedingt  konvergenten 
Reihen  die  Summe  sich  bei  anderer  Anordnung  der  Summan-^ 
den  ändern  kann. 

In  der  That;  betrachten  wir  die  Reihe 

(1)  ^~l  +  l-i  +  l---' 

welche  konvergiert  (Nr.  102);  sie  ist  aber  bedingt  konvergent 
(Nr.  102);  denn  sie  wird  divergent,  wenn  man  allen  Gliedern 
das  positive  Zeichen  giebt  (Nr.  104).  Wir  bilden  eine  zweite 
Reihe  mit  denselben  Gliedern,  indem  wir  die  negativen  derart 
verschieben,  dafs  einem  jeden  derselben  zwei  positive  voran- 
gehen und  nachfolgen.     Diese  zweite  Reihe  wird  also 

Sie  ist  konvergent,  hat  aber  nicht  denselben  Summenwert 
wie  die  erste. 

Vereinigt  man  nämlich  drei  aufeinander  folgende  Glieder 


4n— 1     '     4n  — 3  2n' 

SO  ist  ihre  Summe 

8n  —  S 


8  2»»—  3  2n»  +  6n' 
also  kleiner  als  — ^,   weil   n   gleich   oder    grofser  ist   als    1. 
Schreibt  man  also  die  obige  Reihe  in  dieser  Weise,  so  bleiben 
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ihre  Glieder  stets  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der 
Reihe 

und  da  diese  nach  Nr.  104  konvergent  ist;   so  ist  auch  die 
Reihe  (2)  konvergent. 

Brechen  wir  nun  die  Reihe  (1)  mit  dem  Gliede  —  : 

und  die  Reihe  (2)  mit  dem  Gliede  —  Yn  *^  ^^^  bezeichnen 

wir  mit  Sn  und  S'n  die  Summen  bis  zu  diesen  Gliedern  ^  so  ist 

S   =i_i4-i^l4-...4.     J J- 

*^"         ^'8       2'6'7       4»  T^4n  — 3'4n  — 1        2n 

^\4m  — 3~4m— 1         2m/ 
Da  man  5»  auch  unter  der  Form 

*  '^^  \4w^^3  ~  4m  — 2    *"  V^ITi  ~  4,^] 
betrachten  kann,  so  wird 

^*~    "  "-^  \4m— "2  + 4m"""2m/ "2^  \2m— l""  2m/' 
m=s  1  »»«=3 1 

Läfst  man  nun  n  beliebig  wachsen,  so  wird,  wenn  man 
die  Grenze  von  Sn  mit  S  bezeichnet,  auch 

«-00  ^    V2m  — 1         2m/         ^' 

m  =  l 

Mithin  ist 

limfir»  —  5  =  ^  S,  oder  limS',  =  ?  iS. 

108.  Die  Reihe  1  —    ^  +  -^ 

1/2         ]/3 

Es  kann  auch  eintreten,  dafs  von  zwei  Reihen,  welche 
mit  den  nämlichen  Gliedern  und  mit  den  nämlichen  Vor- 
zeichen gebildet  sind,  die  eine  konvergent,  die  andere  diver- 
gent ist.     Die  beiden  Reihen: 

^^^  ^  "■  y 2  +  y  3  ~  yT  +  v?  ""  +  "  "' 

Serret,  Diff.>  tu  Integral-Bechntmg.    I.    2.  Aufl.  10 
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(2)  l+-L-.JL  +  4^  +  _L__L  +  ... 

bieten  hierfBr  ein  Beispiel.  Hier  sind  die  absolnten  Werte 
der  einzelnen  Glieder  die  Qnadratwnrzeln  ans  den  absoluten 
Werten  der  entsprechenden  Glieder  in  den  Beihen  (1)  und  (2) 
des  Torigen  Paragraphen,  und  die  Vorzeichen  sind  dabei  die- 
selben wie  dort. 

Die  Reihe  (1)  ist  konvergent  nach  Nr.  102,  Folgerung  U. 
Die  zweite  Reihe  aber  ist  divergent  Denn  sind  Sn  und  S'n 
die  Summen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Reihen  mit 

dem  Gliede -i::^  abbricht,  so  ist 

5',  — s.  - --=L=  + -— i==  + . . .-— L=. 

V2n  +  1         ]/2n  +  S  V4n— 1 

Das  letzte  Glied  der  n  Summanden  auf  der  rechten  Seite  ist 
kleiner  als  die  vorhergehenden;  folglich  ist 


^'-^'>VTkrY'  «der  >/^|/^^  =  yny-i^. 

n 
Der  Faktor  l/ hat  die  Grenze  ^  und  der  Faktor 

n 
Yn  wird  unendlich  fär  n «»  <x>.     Folglich  wächst  die  Diffe- 
renz S'n  —  Sn  über  jede  Grenze,  und  dasselbe  gilt  daher  auch 
für  S',. 

Bei  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  bilden  die  Glieder 
mit  positivem  Zeichen,  und  ebenso  die  Glieder  mit  negativem 
Zeichen  f&r  sich  gesondert  betrachtet  divergente  Reihen.  Denn 
bezeichnet  man  in  einer  solchen  Reihe  die  positiven  Glieder 
in  der  gegebenen  Aufeinanderfolge  mit 

Vi,  V,,  t;,  . . . 
die  negativen  durch 

so  mufs  sowohl  die  Grenze  von  Ä»  =  t;i  +  v,  +  •  •  •  v»  als 
auch  die  Grenze  von  iS^«  =  Wj  +  ^2  +  w's  +  ' '  *  **'«  ^uiendlich 
sein.  Wären  nämlich  beide  endlich,  so  würde  auch  die  ur- 
sprüngliche Reihe  nach  Gleichmachung  der  Zeichen  konver- 
gieren, denn  es  würde  alsdann 
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l«il  +  l«,l  +  ---|«.l  =  S^  +  'S'^ 
sein,  wobei  n|  und  n,  die  Anzahl  der  positiven  und  die  der 
negativen  Glieder  in  der  Beihe  1«^  bis  Un  bedeuten.   Also  wäre 

lim  (tuj  +  . . .  |u,  f}  -  UmS,,  +  limfiT^. 
Wäre  aber  der  eine  Grenzwert  endlich,  der  andere  unendlich, 
so  wäre 

lim  {  Uj  +  Wj  H Un]  —  lim iSf«,  —  limS',^, 

d.  L  die  ursprüngliche  Reihe  konnte  auch  nicht  bedingt  kon- 
vergieren. Man  kann  leicht  beweisen,  dafs  sich  bei  jeder  be- 
dingt konvergenten  Reihe  die  Glieder  so  anordnen  lassen, 
daCs  der  Summenwert  der  neu  gebildeten  unendlichen  Reihe 
eine  beliebig  gewählte  Grolse  ist. 

109.  Die  Summe  einer  unbedingt  konvergenten  Beilie. 
Die  Einzelheiten,  auf  welche  wir  zuletzt  eingegangen  sind, 
waren  notwendig,  um  die  Bedeutung  des  folgenden  Theoremes 
richtig  zu  schätzen,  welches  sich  auf  unbedingt  konvergente 
Reihen  bezieht 

Lehrsatg  IV.  Wenn  eine  unendliche  Beihe  unbedingt  kon- 
vergiert, so  Jcann  man  die  Beihenfölge  der  Glieder  hdidng  ändern, 
ohne  dafs  die  Konvergenz  oder  der  Summenwert  der  Beihe  irgend 
eine  Änderung  erleidet 

Sind 

(1)  Mo,  ttj,  u,, . . .  ti«  . . . 

die  Glieder  der  unbedingt  konvergenten  Reihe,  so  ist  die  Be- 
hauptung, dafs  die  Reihe 

(2)  Wa,  Uß,  My  . . .  Wo, . . ., 

in  welcher  die  Indices  a,  /S, . . .  cd  nach  irgend  einem  anderen 
Gesetze,  als  dem  der  natürlichen  Zahlenreihe,  aufeinander- 
folgen, konvergent  ist  und  die  nämliche  Summe  hat  wie  die 
Reihe  (1).  Wählen  wir  in  der  Reihe  (2)  die  Anzahl  der  Glieder 
so  grols,  dafs  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  darin  ent- 
halten sind,  so  ist 

(3)  Wa  +  W/J  +  Wy  H U«,  =  Mo  +  Ml  H M„_i  +  JS, 

wenn  man  mit  B  die  Summe  aller  der  Glieder  auf  der  linken 
Seite  versteht,  deren  Index  grofser  ist  als  n  —  1.  Diese 
Glieder  seien  mit  M|»,  m^,  Mr  . . .  m«  bezeichnet,  so  dafs 

10* 
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JS  =  tip  +  tig  +  i/r \-Us 

ist.    Der  Betrag  von  R  ist  nicht  gröfser  als  die  Summe 

l«p|+!«*«H \-\th\. 

Bezeichnet  man  nun  mit  £.  die  Summe: 

\Un\  +  \Un  +  l\  +  \Un  +  i\  +  '"y 

so  hat  diese  einen  endlichen  Wert  und  ihr  Limes  für  n  »»  oo 
ist  null.  Da  nun  sämtliche  Indices  p,q  ,..s  grolser  sind,  als 
n  —  1;  so  ist  auch 

|E|<JR,    oder    |JB|  «  6  •  JS„ 
wobei  6  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet.   Wenn 
also  8n  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  dar- 
stellt, so  wird  die  Gleichung  (3): 

^a  +  Us  +  Uy] U^  =  Sn+BRn' 

Wächst  n  unbegrenzt;  so  wird  Rn  gleich  0;  weil  die 
Reihe  (2)  der  Voraussetzung  nach  konvergiert;  lim  5»  ist  aber 
gleich  S  dem  Summenwert  der  Reihe  (I).  Folglich  konver- 
giert auch  die  Summe 

«a  +  t*^  +  Wy  H W« 

nach  dem  Werte  S,  wenn  man  die  Anzahl  der  Glieder  unbe- 
grenzt vermehrt. 

110.   Miiltiplikation  zweier  Beihen.     Sind 

(1)  «o,«i,«g...M«-l..., 

(2)  Vo,  Vj,  t;j...Vn-_i. .. 

moei  unbedingt  Jconvergente  Reihen,  mü  den  Sumtnentoerten  S  und 
S',  so  ist  auch  die  R^he 

(3)  Wo,   Wi,   «7a  .  .  .  Wn-l  .  . . 

deren  allgemeines  Glied  Wm  den  Wert  hat: 

Jconvergent,  und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  Produkte  S8\  ge- 
bildet aus  den  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Wir  bezeichnen  mit  /S„,  S'«,  Sn  die  folgenden  Werte: 

fi^n  =  Wo  +  **1  +  ^2  H W.-i, 


Ä«  =  »0  +  »1  +  »s  +  • 

•  ««— 1, 

Sn    =  Wo  +  Wl  +  W«  +  • 

•  •  Wn-1, 
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also 
S'n  —  «0  «'o  +  K  ^1  +  ^  ^o)  +  K  t^2  +  «1  Vi  +  w,  «o)  H 

H («0  Vi—l  +  Ml  Vn^i  H tln-1  t^o), 

und  nehmen  zunächst  an,  dafs  alle  Glieder  der  Reihen  (1) 
und  (2)  positiv  sind.  Das  Produkt  Sn  S"»  wird  alle  Glieder 
von  Sn  enthalten,  aufserdem  aber  noch  andere  positive  Terme. 
Mithin  ist 

Sn  S'n   >  8n» 

Bezeichnet   man   v^eiter   mit  m  die  gröfste   ganze  Zahl, 

welche  in  -j  enthalten  ist,  also  -   ,  oder  --I—,  j©  nachdem  w 

gerade  oder  ungerade,  so  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
die  Glieder  des  Produktes  Sm  8m  einen  Teil  der  Glieder,  aus 
denen  Sn  besteht;  demnach  ist 

Sm  Sm  <  S'n. 

Läfst  man  jetzt  n  unendlich  werden,  so  wird  auch  m  un- 
endlich. Die  Grofsen  Sn  und  Sm  konvergieren  nach  der  Grenze 
Sf  die  Grofsen  S\  luid  S'm  nach  der  Grenze  S\  Also  ist  Sn 
zwischen  zwei  Grolsen  eingeschlossen,  deren  Grenze  das  Pro- 
dukt SS'  ist;  mithin  hat  (Nr.  25)  auch  Sn  die  Grenze  SS' 
xmd  es  ist: 

Hm    S:  =  SS\ 

n  a=«  00 

Wir  nehmen  jetzt  weiter  an,  dafs  die  Reihen  (1)  und  (2) 
positive  sowohl  wie  negative  Glieder  enthalten,  dafs  sie  aber 
konvergent  bleiben,  auch  wenn  man  jedes  negative  Glied  durch 
seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 

Dann  wird 

Sn  S'n  —  Sn  =  ««-1  t;,_i  +  (w,_i  V^-j  +  «»-2  V1.-1)  H 

H (Un^l  V,   +  «»-2  t?,  H ttg  Vn~2  +  «j  V^-i) 

nnd  wir  haben  eben  gesehen,  dais  diese  Gröfse  nach  0  kon- 
vergiert, bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n,  in  dem  Falle, 
wo  die  Grofsen  t«  und  v  sämtlich  positiv  sind.  Unserer  An- 
nahme nach  bleiben  aber  die  Reihen  (1)  und  (2)  konvergent, 
wenn  man  die  Vorzeichen  der  negativen  Glieder  ändert;  also 

konvergiert  die  vorstehende  Summe  mit  —  nach  0,  wenn  man 
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hier  jedes  Glied  u  oder  v  durch  seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 
Solch  eine  Änderung  kann  aber  den  Betrag  der  betrachteten 
Summe  nicht  verkleinern,  und  folglich  ist  auch 

lim    {SnS\-S:)=0, 

n—  00 

Also  hat  auch  jetzt  Sn  eine  bestimmte  Grenze,  und  es  ist 

lim    S:=SS\ 

n  —  00 

Bemerkung.  Der  bewiesene  Satz  braucht  nicht  mehr  zu 
gelten,  wenn  die  absoluten  Werte  der  Reihen  (1)  und  (2)  keine 
konvergenten  Reihen  bilden.  Man  überzeugt  sich  hiervon, 
indem  man  als  Reihen  (1)  und  (2)  die  folgende  wählt: 

Die  Reihe  (3)  wird  hier: 

und  diese  Reihe  ist  divergent,  weil  ihre  Glieder  nicht  nach  0 
konvergieren;  denn  ein  allgemeines  Glied  mit  positivem  Zeichen 
wird: 

^        .  2       .  2  . 

Vn  .»}/«  —  1  .  n"+  1  ]/♦*  —  2  .  n  +  2 

...             2              I  2                 2n-l^g_£ 

l/2.2n-2  yi.2n~l         Vnn                   ^ 


§  2.    Der  Taylorsche  Satz  für  Funktionen  Einer  Ter- 
änderlichen. 

Ul.  Der  Taylorsche  Satz  für  einen  Spezialfall  Es 
seien  f(x)  und  F(x)  zwei  Funktionen  von  x,  welche  für  alle 
Werte  von  x  zwischen  Xq  und  Xq  +  Ä  die  Forderung  Ä  er- 
füllen; d.  h.  die  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  in  dem  ganzen 
Intervall  bestimmte  endliche  Werte  haben.  Wird  die  Ablei- 
tung F'^x)  im  Innern  des  Intervalles  Xq  bis  x^  +  h  weder 
null  noch  unendlich,  so  ist  nach  Nr.  31 : 

fix,  +  h)-^  fix,)      r{x,+jh,)_ 

Fix,  +  h)^  Fix,)  '^  F'  ix,  +  h~)  ' 
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Dabei   bedeutet  h^  eine  zwischen  0  und  h  gelegene  Grolse. 

Ist  nun 

f(x^)  -  0  und  F(x,)  -  0, 

so  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf  die  Form 

m  rc^o  +  ^)  _  fi^o  +  K) 

^^^  F{x,  +  hj        F'{x,  +  h,)' 

Besitzen  nun  auch  f'{x)  und  F"(x)  in  dem  ganzen  Intervalle 
Yon  Xq  bis  Xq-^-Ii  bestimmte  endliche  Werte,  so  lälst  sich 
unser  voriger  Satz  von  Neuem  anwenden,  wenn  wir  annehmen, 
d^fa  auch 

r(a;o)-0  und  -^(0:0)  -  0 

ist     Es  wird  also: 

rix,  +  h,)     r{x,  +  h,) 

F'(x,+\)  ~  F-(x,+h,)> 
wobei  h^  eine  Grofse  zwischen  0  und  A^  bezeichnet. 

Wir  nehmen  nun  allgemein  an,  dafs  die  Funktionen  f(x) 
und  F(x)  und  ebenso  alle  ihre  Ableitungen  bis  einschlielslich 
derjenigen  n**'  Ordnung  für  alle  Werte  von  x  zwischen  Xq 
xmd  x^-^h  (einschliefslich  dieser  Grenzen)  bestimmte  endliche 
Werte  haben. 
Ist  dann 

/^W-O,    r(a;o)  =  0...,    /^-»)(^o)  =  0, 
F(x,)  =  0,  Fix,)  =  0 .  • .,  F^'-»  (xo)  =  0, 
so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Gleichung  (1): 

f(x,  +  h)^  f(x,  +  h,)^  nx,  +  K)  .,   ^  &Kx,  +  K)  ^ 

.    F(x.  +  Ä)  ~  F'  («0  +  \)        F" (a?o  +  ÄJ  F^"^ (^0  +  K) 

A,  Aj,  ig, . . .  Ä»  bezeichnen  Gröfsen  von  einerlei  Vorzeichen, 
deren  absolute  Werte  eine  abnehmende  Reihe  bilden.  Be- 
deutet 6  eine  Grofse  zwischen  0  und  -{-  1,  so  kann  man 

K  =  eh 

schreiben,  und  es  wird 

^^  F{x,+h)       F^^'Hx.+dh) 

Setzen  wir  jetzt  im  Besonderen 

F{x)  =  (x  —  x,)% 
also 
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F^'^\x)  =  w  (n  —  1)  .  •  •  (n  —  w  +  1)  (ä  —  ä^o)*-'" 
und 

F^^^x)  =  1 .  2  .  3  . . .  n  =  n! , 
so   sind  alle  Bedingungen,   die  für  F{x)  aufgestellt  wurden, 
erfüllt,  und  die  Gleichung  (2)  ergiebt 

(3)  A^o  +  A)  =  r!^"(^o  +  eÄ). 

Diese  Gleichung  ist  es,  die  wir  bilden  wollten.  Sie  liefert 
uns  den  Satz,  der  ein  Spezialfall  des  Taylorschen  Satzes  ist: 
Wenn  die  Funktion  f(x)  in  dem  Intervalle  von  Xq  bisxQ'\-  h 
nebst  ihren  Ableitungen  bis  einschliefslich  mr  n*^  Ordnung  be- 
stimmte endliche  Werte  haty  und  wenn  an  der  Stelle  x^^x^die 
Funktion  und  ihre  n  —  1  ersten  Ableitungen  verschwinden^  so  ist: 

/^K  +  A)  =  *V<-K«o  +  eÄ), 

WO  6  eine  Zahl  zuoischen  0  und  1  bedeutet. 

112.  Der  allgemeine  Taylorsohe  Satz.  Es  sei  Fix)  eine 
Funktion  der  Yariabelen  x^  welche  nebst  ihren  n  ersten  Ab- 
leitungen fiir  alle  Werte  von  x  von  x^  bis  x^'\-h  bestimmte 
endliche  Werte  hat.  Bezeichnet  man  q){x)  das  Polynom 
n  —  1**'  Ordnung: 

9,(0;)  =  F{x,)  +  ^  F\x,)  +  ^^^  F"(x,) 
(1) 

80  ist  die  Ableitung  w*®'  Ordnung  dieses  Polynomes: 

^•n)(ai) -  J'('»)(xo)  +  ^«- Fi^+^^x,)  +  ■■■  ^rÜTi^i'  ^^-*>(*o) 
und  setzt  man  x^^^Xq  in  diesen  beiden  Gleichungen,  so  ist 

<p(x,)  =  F(xo),  <p^->(^o)  =  F^'^K^o)' 
Hieraus  folgt,  dafs  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  die  Funktion 

f{x)  =  F(x)-ip{x) 

anwendbar  ist;  denn  diese  Funktion  erfüllt  alle  Bedingungen 
des  vorigen  Satzes.    Es  ist  also,  weil  q>^^^(x)  =  0  wird: 

F(x,  +  Ä)  -  ,p{x,  +  Ä)  =  *"  FCKx,  +  Qh),    (0  <  9  <  1). 


PotenzreÜLenentwickelang  der  Fuiiktionen.  153 

Der  Wert  von  <p{Xq  +  A)  ist  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt, 
und  es  wird 

Wir  wollen  Xq  durch  x  ersetzen  und  schreiben: 
Dabei  ist: 

(4)  B,-=.^j'w(«  +  eÄ)- 

Die  Form  dieses  Restes  heilst  die  Lagrang^ache. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  offenbar  nur  Verall- 
gemeinerungen  unseres  Mittelwertssatzes  in  Nr.  28.  Dieser 
entsteht,  wenn  wir  n  «•  1  setzen.  Indem  wir  die  Voraus- 
setzungen rekapitulieren,  erhalten  wir: 

Verallgemeinerter  Mittelwertssatz.  Hat  die  Funktion 
F(x)  in  dem  Intervalle  von  x  bis  x  -^-h  nebst  ihren  n  ersten 
Ableitungen  bestimmte  endliche  Werte,  so  existiert  immer  ein 
positiver  echter  Bruch  6,  so  dafs 

F{x  +  h)^F{x)  +  r{x)^^  +  r\x)>^]  +  ^^.+ 

+  F(-^)(a:)  .  ^  +  Fi^x+Qh).^^ 
ist. 

Bleiben  nun  die  Voraussetzungen,  die  soeben  ausge- 
sprochen wurden,  erhalten,  wie  grols  auch  n  werden  mag 
und  ist  aufserdem  für  alle  x  des  Intervalles 

lim    B,  =  0, 

so  ist: 

(5)  F(x  +  h)^F{x)-{-\-F'ix)  +  ^jFX'^)  +  .-' 

Diese   Gleichung   heifst   die    TayZorsche.     Sie   führt  zu   dem 
Satze: 

Taylorscher  Satz.  Besitzt  F(x)  in  dem  ganzen  Inter- 
valle von  X  bis  X  -^-h  nebst  seinen  sämtlichen  Ableitungen  be- 
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sHmmte  endliche  Werte  und  ist  lim   -^  /'(")(a;  +  GA)  —  0,   so 

n=-  00*** 

läfst  sich  F(x  +  h)  in  eine  konvergente  nach  gawen  positiven 

Potemen  von  h  fortschreitende  Eeihe  entwickeln: 

118.  Oauohysohe  Form  des  Bestes.  Dem  Beste  12»  kami 
man  noch  eine  andere  Form  geben^  welche  oft  von  Nutzen  ist. 
Um  sie  zu  erhalten,  ersetze  man  h  in  der  Gleichung  (3)  durch 
z  —  X.  Der  Best  Bn  wird  eine  Funktion  von  x  und  0,  aber 
wir  bezeichnen  ihn  einfach  mit  f(x).    Man  h^t  alsdann 

F{,)  «  Fix)  +  ^  r(x)  +  ^'  F"(x) 

+  "--^i)r-^*"-''(^) +  /'(*)• 

Bildet  man  nun  die  Ableitungen  auf  beiden  Seiten  in 
Bezug  auf  x^  indem  man  z  als  konstant  ansieht,  so  erhält 
man,  wenn  alle  Beduktionen  ausgeführt  sind,  die  Gleichung 

(7)  r(«)  -=  -  ^^0^  F^'K«')' 

Die  Funktion  f(x)y  welche  durch  die  Gleichung  (6)  de- 
finiert ist,  erfüllt  nach  unserer  Voraussetzung  die  Forderung 
8  für  alle  Werte  x  von  a?  bis  a;  +  Ä  »=  jp;  man  hat  also 
nach  Nr.  28,  wenn  man  mit  6  eine  Grolse  zwischen  0  und  1 
bezeichnet: 

m-m-(.''-x)n^+eig-x)]. 

Gemäfs  der  Gleichung  (6)  verschwindet  aber  f(x)  für  rc  ««  f . 

Also  ist 

(8)  ax)^-(z-x)r[.x-\-Q(g-x)]. 

Die  Gleichung  (7)  ergiebt  aber,  wenn  man  x  durch  a;  -{-  6  (z — x) 
ersetzt,  die  Belation: 

n^^  +  e  (-»-*)]  =  -  ^'~''^^"1^;~'^''"'  F^'^x+ei^-x)] 

und  folglich  ist  nach  Gleichung  (8): 
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Führt  man  wiederum  an  Stelle  von  g  den  Wert  x  -{-h 
ein;  80  folgt: 

(10)  B,  =  ^^^=^^^Fi'\x  +  Qh). 

Die  Grolae,  welche  hier  mit  6  bezeichnet  ist^  ist  nicht 
dieselbe  wie  in  der  Gleichung  (4);  aber  wie  diese  liegt  sie 
zwischen  0  und  1. 

114.  Die  Differens  ausgedrüokt  durch  Differentiale. 
Setzt  man 

y  -  Fix) 

und 

£^y^F{x  +  h)  —  F(x\ 

so  sind  die  Oröfsen 

hF\x),  h^F'ix),  h^F'\x).,. 
genau  die  auf  einander  folgenden  Differentiale: 

dy,  (Py,  ä^y ... 
der  Funktion  y,  sobald  dx  ^^h  gesetzt  wird.   Bezeichnet  man 
femer  mit 

d'-y 

die  Grölse  A»JP<*>(a?  + Gä),  welche  das  n^  Differential  von  y 
ist,  nur  gebildet  für  einen  Wert  der  Variabelen  zwischen  x 
und  x-i-hy  so  erhält  die  Gleichung  (3)  der  Nr.  112  die 
Form: 

"y      »y-r  2!  ^  3.»  ^       (n— i)!  ^  ni 

Nur  eine  andere  Schreibweise  des  Taylorschen  Satzes 
ist  dann  diese: 

Ay  =  cly  +  ?F  +  ?f  +  -.- 

Wir  werden  später  sehen  ^  dafs  diese  Gleichung  auch 
dann  richtig  bleibt,  wenn  y  eine  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen ist. 

115.  DiBkuacdon  der  Gültigkeitsbedingungen  des  Taylor- 
sehen  Satoes. 

1.  Die  Gleichung  (3)  der  Nr.  112  kann  bis  zu  einem 
bestimmten  Werte  von  n  richtig  sein^  für  grölsere  Werte  aber 
ungiltig  werden.    Es  sei  z.  B. 
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F(x)  =  ix-x,y, 
wobei  II  eine  positive  gebrochene  Zahl  bedeutet.     Ist  m  die 
gröfste  ganze  in  (i  enthaltene  Zahl^  so  gilt  die  Gleichung  (3) 
für  X  '^  Xq  nur,  solange  n  nicht  grbfser  ist  als  m;  denn  die 
w  +  1**  Ableitung  von  F{x)  wird  für  a?  =  ar^  unendlich. 

2.  Um  die  Giltigkeit  der  Tajlorschen  Formel  behaupten 
zu  können y  genügt  es  nicht,  dafs  die  rechte  Seite  eine  kon- 
vergente Reihe  ist.    Wenn  man  z.  B. 

1 

setzt,  so  hat  man  för  jeden  Wert  von  n 


weil  die  Punktion  e  <*-«c»)'  ebenso  wie  alle  ihre  Ableitungen 
fQr  X  =  Xq  verschwindet,  was  in  Nr.  131,  7  bewiesen  werden 

wird.    Also  konvergiert  hier  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5) 

1^ 

in  112  nach  der  Grenze  0,  und  nicht  nach  F(Xq  +  ä)  =  e  **. 
Für  die  Giltigkeit  der  allgemeinen  Gleichung  mufs  eben  der 
Nachweis  erbracht  sein,  dafs  der  Rest  Bn  nach  der  Grenze  0 
konvergiert. 

3.  Bricht  man  die  Taylorsche  Reihe  bei  irgend  einem 
Gliede 

ab,  welches  nicht  null  ist,  so  kann  man  h  so  klein  wählen^ 
dafs  dieses  Glied  seinem  absoluten  Werte  nach  den  Rest  R^ 
übertriflFt.     Denn  es  ist:  iJ«—i  «=  m„  +  iJ«  oder: 

E„  _  Ä„__i  -  «„       ^(«-1) (a?  +  eh)  —  ^^("-1) (x) 

Dieser  Quotient  wird  mit  h  null,  weil  i^("""^^(a;)  nach 
Nr.  27  stetig  ist.  Er  wird  also  kleiner  als  irgend  eine  ge- 
gebene Grölse,  wenn  man  h  einen  hinreichend  kleinen  Wert 
beilegt. 

4.  Wenn  die  n*®  Ableitung  der  Funktion  F{x)  fSr  alle  n 
und  für  alle  x  des  Intervalles  von  x  bis  x  +  h  absolut  kleiner 
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bleibt  als  eine  feste  Zahl;  so  gilt  auch  die  Taylorsche  Ent- 
Wickelung.    Denn  der  Restansdnick  kann  in  der  Form 

dargestellt  werden.     Wie  grofs  auidi  der  gegebene  Wert  von 
h  sein  mag,  die  Anzahl  i  derjenigen  Quotienten 
h        h        h 

welche  gröfser  sind  als  eine  gegebene  Zahl  a,  ist  eine  be- 
grenzte. Bezeichnen  wir  also  mit  P«  das  Produkt  dieser 
i  Quotienten,  multipliziert  mit  der  Grofse  F^*>(iC  +  eÄ),  deren 
Betrag,  wie  grois  auch  n  werden  mag,  zufolge  unserer  An- 
nahme stets  kleiner  bleibt  als  eine  feste  Zahl,  so  ist  leicht 
zu  ersehen,  dafis  der  Betrag  des  Bestes  Bn  kleiner  ist  als 
der  Betrag  des  Produktes  Pna"""*.  Man  kann  nun  für  a 
eine  beliebige  Grofse  kleiner  als  1  wählen;  dann  konveigiert 
a*"*  nach  0,  während  n  unbegrenzt  wächst,  und  P„  behält 
einen  endlichen  Wert.    Also  hat  jß»  die  Grenze  0. 

116.  Die'  Mao-LaurinBohe  Beihe.  Setzt  man  in  der  Glei- 
chung (3)  von  112  a?«=0  und  schreibt  man  x  an  Stelle  von  Ä, 
so  folgt 

(i)j'(x)_2n[o)+|-j«(0)+^V'(o)+-(£^,F<-"(o)+B., 

zugleich  ergeben  die  Formeln  (4)  und  (10)  von  Nr.  112  und  113: 

(2)  JB.  =  gFC)(e«) 

und 

6  bezeichnet  in  beiden  Formeln  eine  Grölse  zwischen  0 
und  1.  Die  Gleichung  (1)  ist  unter  der  Bedingung  erwiesen, 
daCs  F(x)  und  seine  n  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle 
von  0  bis  x  bestimmte  endliche  Werte  haben. 

Genügen  (die  Ableitungen  der  Funktion  F{x)  dieser  Be- 
dingung, und  hat  der  Best  Bn  bei  unbegrenzt  wachsenden 
Werten  von  n  die  Grenze  0,  so  giebt  die  Gleichung  (1)  eine 
Entwickelung  der  Funktion  F{x)  in  eine  konvergente,  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  Reihe,  nämlich 
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(4)     jr(^)  =  F(0)  +  ^J'(o)  +  £;F"(0)  +  f-;r"(0)  +  ... 

Dies  ist  die  yon  Mac-Laurin  gebildete  Reihe;  die  Glei- 
chungen (2)  oder  (3)  lassen  die  Grenzen  des  Fehlers  bestimmen, 
welchen  man  begeht,  indem  man  die  Reihe  mit  irgend  einem 
Gliede  abbricht. 

Bemerlcung.  Die  Mac-Laurinache  Reihe  folgt  unmittelbar 
aus  der  Taylorschen]  aber  auch  das  Umgekehrte  findet  statt. 
Man  erhält  die  Taylorache  Reihe,  wenn  man  die  Mac-LaurinBche 
Entwickelung  auf  die  Funktion 

anwendet,  und  schliefslich  in  der  Formel  h  mit  x  vertauscht. 

Die  Mac-Laurinsche  Reihe  gilt  ebenso  wie  die  Taylorsche 

sicherlich  dann,  wenn  F^^Hz)  für  alle  n  und  alle  x  des  Liter- 

valles  von  0  bis  x  absolut  kleiner  bleibt  als  eine  feste  Zabl. 

§  3.  Anwendung  des  Taylorsclien  Satzes  auf  die  Beihen- 
entwickelnngen  spezieller  Funktionen. 

117.  Die  Ezponentialfanktion.  Die  Entwickelung  einer 
Funktion  in  eine  Potenzreihe  hat  den  Zweck,  die  Funktion 
durch  einen  Ausdruck  zu  definieren,  der  zugleich  eine  einfache 
Berechnung  derselben  für  die  verschiedenen  Werte  der  unab- 
hängigen Variabelen  ermöglicht.  Mit  der  Definition,  welche 
wir  für  e*,  log  x,  und  ebenso  sin  ä,  cos  x  u.  s.  w.  aufgestellt 
haben,  ist  noch  keine  zweckmäfsige  Methode  zur  wirklichen 
Berechnung  gegeben. 

Die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  der  Funktion  e*  sind 
(Nr.  48)  mit  der  Funktion  identisch,  und  bleiben  also  endlich, 
welchen  bestimmten  Wert  man  auch  der  Variabelen  x  beilegen 
mag.  Hieraus  geht  hervor  (116),  dafs  die  Funktion  ^  in  eine 
Potenzreihe,  der  Mac-Laurinschen  Formel  gemäfs,  entwickelbar 
sein  mufs,  welche  für  alle  reellen  Werte  von  x  konvergiert. 
Für  rc  «a  0  reduzieren  sich  die  Werte  der  Funktion  und  ihrer 
Ableitungen  auf  1,  und  man  hat 

(1)    e'=i+f+f;+f;+...(-^::^j+... 

Die  Konvergenz  dieser  Reihe   wurde   schon   in  Nr.  105 
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niichgewiesen;  soeben  haben  wir  aber  auch  erkannt,  dab  ihre 
Summe  e*  ist. 

Der  Rest  der  Reihe  vom  n^  Gliede  ab  ist 

(2)  ^-^%''- 

Ist  a  irgend  eine  positive  Zahl,  und  ersetzt  man  x  durch 
xloga,  wobei  der  Logarithmus  die  Basis  e  hat,  so  folg^  aus 
der  Gleichung  e*^«  =■  o*: 

(3)  «.«i+?Ll?«^  +  ^(^  +  ^«^'  +  ... 
und 

(4)  R,^^^^a^'. 

118.  Die  Zahl  e.  Man  kann  leicht  beweisen,  daCs  die 
Zahl  €  nicht  nur  irrational  ist,  sondern  dals  sie  auch,  wie 
Liouvüle  zuerst  bemerkt  hat,  nicht  Wurzel  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sein  kann. 
Denn  wäre  e  Wurzel  einer  solchen  Gleichung,  so  hatte  man 
die  Relation 

«e  +  l^  +  y, 

worin  a,  ß,  y  positive  ganze  Zahlen  sind.    Nun  ist  aber  nach 
den  Formeln  (1)  und  (2): 

Die  Sabstitation  dieser  Werte  ergiebt  also: 

«[i  +  T  +  2i  +  ---(;ri)i  +  S 

Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  mit  (n  —  1)!,  so  folgt 

und  hier  ist  fi  eine  ganze  Zahl.     Da  man  für  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  wählen  kann,  so  kann  man  das  Vorzeichen 
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von  +  (—  1)*  willkürlich  fixieren.  Wählt  man  das  positive 
Zeichen^  so  hat  man 

—^ «=  tt. 

n  ^ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  bestehen;  denn  die  rechte  Seite 
ist  eine  ganze  Zahl  (allenfaUs  0),  die  linke  Seite  aber  ist^  da 
n  beliebig  grob  gewählt  werden  kann,  ein  echter  positiver 
Bruch.    Also  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

119.  Die  Beihen  für  Sinns  und  Oosinns.  Die  Ableitungen 
n**'  Ordnung  der  Funktionen  cos  x  und  sin  x  sind  (51) 

cos  (i*^  +  w  Y j ,    bezw.  sin  ^a?  +  n  yj  • 

n  ist  die  Längenzahl  der  halben  Peripherie  eines  Kreises  mit 
dem  Radius  1.  Die  Ableitungen  bleiben  also  endlich  für  jeden 
beliebigen  endlichen  Wert  von  x^  und  hieraus  folgt  (116),  daCs 
sich  die  Funktionen  cosx  und  Bmx  nach  der  Mac-ZaMrinschen 
Formel  für  jeden  Wert  von  x  entwickeln  lassen. 

Für  jr  -=»  0  bilden  die  Werte  der  Funktion  cos  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische  Beihe^  deren  Periode 

1,    0,    —1,    0 
ist;   ebenso  bilden  die  Werte  der  Funktion  sin  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische  Reihe  mit  der  Periode: 
0,     1,    0,    —1. 

Also  hat  man  bei  allen  reellen  Werten  von  xi 

(1)  co8a;=i-*;+f;...+(-i)-i;,^+... 

(2)  sin.=a.-f;+A..  +  (-l)»^^^  +  ... 

Um  den  Rest  der  Reihe  (1)  zu  erhalten,  wenn  man  sie 
mit  dem  Gliede  vom  Grade  2m  abbricht,  hat  man  in  der 
Lagrangesc^en  Form  für  22»  statt  n  den  Wert  2  m  -{-  2  zu 
setzen;  dann  wird 

(3)  2?2m+2  =  ^^S^ly,  cos  [ex  +  (w  +  1)ä]. 

Ebenso  wird,  wenn  die  zweite  Reihe  mit  dem  Gliede  vom 
Grade  2m  -)-  1  geschlossen  wird: 
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~(8m  +  8)!^^  tÖ^  +  (♦»  +  !)«]• 
Ist  die  Zahl  x  zwischen  0  und  ^  enthalten^  und  giebt 

man  m  nach  einander  die  Werte  0,  1,  2,  3  •  •  -,  so  wird  ddr 
Wert  Ton  iZtm+s  ^^^^  -Hsm+s  abwechselnd  negativ  und  positiv. 
Hieraus  folgt,  dals  man,  wenn  man  die  Reihe  (1)  oder  (2) 
mit  dem  ersten,  mit  dem  zweiten  Gliede  u.  s.  w.  abbricht, 
eine  Reihe  von  Werten  erhält,  welche  abwechselnd  grölser 
und  kleiner  sind,  als  die  Werte  cos  x  und  sin  x.  So  ist  im 
Besonderen 

cosa;<l,    cosx>  1  —  |y,    cosa;<  1  —  ^j  +  ^^> 

8ina;<a;,    sina;>x— — ,    smx<x  —  ^+^-^' 

120.   Die  Beihe  für  den  Logarithmiui.     Bezeichnet  man 
mit  Ix  den  natürlichen  Logarithmus,  so  ist 

dx  l+x        ^^^^> 

und  allgemein: 

^^^^^  -  (-  ly-Kn  -  i)!(i  +  *)-. 

Für  xm^O  reduzieren  sich  diese  Werte  bezüglich  auf  1 
und  (—  l)"-»(n  —  1)!,  1(1  +  x)  wird  0,  es  ist  also 

(1)  l(l+a.)--J-^  +  |'_...  +  (_l)«-.^  +  B., 

und  nach  Lagrange: 

(2)  A  = 


(-  l)»-!«* 


n(l  +  ex)* 
oder  nach  Cauchy: 
(3)  j^_(-i)-V-e)-V, 

Wenn  also  der  Best  iZ»  für  unbegrenzt  wachsende  Werte 
von  n  die  Grenze  0  hat,  so  hat  man  nach  der  Mac-Laurin- 
schen  Formel 

8«rr«t,  nur.,  n.  [ntegna-Bdchnimg.    I.    2.  Aufl.  11 
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Diese  Reihe  konyergiert  nicht;  wenn  der  Betrag  yon  x 
gröfser  als  1  ist  (106).  Also  kann  die  Gleichung  (4)  nicht 
hestehen,  auÜBer  för  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  +  1. 

um  nun  zu  entscheiden^  oh  der  Best  die  Grenze  0  hat, 
wollen  wir  die  heiden  Fälle,  dals  x  positiv  und  dafs  es  negativ 
ist,  unterscheiden. 

1.  Ist  x>Oj  so  wenden  wir  die  Form  (2)  des  Bestes 
an,  nämlich 

iJ.-(_l).-x.±(_^)-. 

Ist  nun  a?<l,  so  konvergieren  heide  Faktoren  —  und 

(^   ,  Q  j  mit  heliehig  wachfienden  Werten  von  n  nach  0;  für 

x=»\  kann  es  zwar  eintreten,  dals  der  zweite  Faktor  nicht 
0  wird,  aber  er  wird  doch  nie  gröfser  als  1.  Also  wird  der 
Best  iZn  schliefslich  0  und  die  Gleichung  (^)  ist  gültig. 

2.  Wenn  x<0  ist,  so  benutzen  wir  die  Form  (3)  des 
Bestes,  und  indem  wir  o;  «=  —  e  setzen,  wird 

^^~  1  — e«\i  — e«/ 

Ist  nun  j9  <  1,  so  ist  der  Betrag  des  ersten  Faktor  immer 

eine  endliche  Gröfiie  kleiner  als  ^_   ;  der  zweite  Faktor  ist 

kleiner  als  jef*"^  und  konvergiert  also  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  von  n  nach  0.    Also  gilt  die  Formel  (4)  auch  für  die 
Werte  zwischen  a?  «=  0  und  rc  «=  —  1.    Für  den  Wert  a?  —  —  1 
werden  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  unendlich  (104). 
Die  Gleichung: 

Kl  +  ^)  =  T-y  +  y---- 
gilt  also  für  jedes  x  in  dem  Intervalle  —  1  <  a;  ^  +  1. 

Bemerkung.  Ist  x  positiv^  so  hat  der  Best  das  Zeichen 
( —  1)'*"S  und  sein  absoluter  Wert  ist  kleiner  als  —  a^.  Dieser 
Best  kann  also  auch  in  der  Form 

Ji,  =  (-i)»-i.^  (o<e<i) 

dargestellt  werden. 

Ist  X  negativ  und  gleich  —  z^  so  ist,  für  i?  <  1,  —  JB,  gleich 
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dem  Produkt  Yon  zwei  positiven  Faktoren,  welche  bezüglich 
kleiner  sind  als 

z und    Ä*^*. 

Demnach  kann  man  setzen: 

Bn -(i^,    Oder    B.=  (_l).-x.^(0<e<l). 

Für  n  -»  2  hat  man  also,  wenn  man  mit  x  eine  Gröfse 
zwischen  0  und  1,  und  ebenso  mit  8  und  6'  Grölsen  zwischen 
0  und  1  bezeichnet: 


l(l  +  x)~x-^^f 


l(l—x)  =  —  x 


2 


(1  +  x) 

121.  Nnmeriflohe  Bereohnnng  der  natürlichen  Loga- 
rithmen. Ist  die  Grofse  x  zwischen  0  und  1  enthalten ,  so 
hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

(1)  J(l  +  a;)--*--^  +  ^*-^  +  ..., 

(2)  lil-x) -J-l-'-f!-^'-..., 

und  zieht  man  die  zweite  von  der  ersten  ab,  so  folgt: 

(3)  ^S-2(f  +  |'  +  f>-). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  x  =•  ^,  so  wird  {(1  -f-  x) 
—  i(l  +  ^)  —  /(2V  +  Ä)  —  IN  und 

(4)  j(j/  +  Ä)_|jr„^-__*L  +  _*L_...; 
setzt  man  femer  in  der  Gleichung  (3) 

^  oder     ^  +  ^-^  +  ^. 


•"        2JV+Ä     """*      1  — Ä  N     ' 

so  folgt: 

(5)     liN+k)-lN-^2[^+^^,+^^^j^,^...} 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  werden  angewandt,  um  den 
natürlichen  Logarithmus  einer  Zahl  JY  4*  A  zu  bestimmen, 
wenn  der  Logarithmus  der  Zahl  N  bekannt  ist.  Die  in  diesen 
Gleichungen  enthaltenen  Reihen  sind  rasch  konvergent^  sobald 
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nar  N  einigermalsen  grober  ist  als  h.    Im  Besonderen  wird 
für  A  — 1: 

(6)  l(N+l)-lN~^-^'j^-,  +  ^^,-.-; 

(7)  l(N-^l)-lN^2[^J:^^+^^_^^,+^^±^^,--.^ 

122.  Modul  der  gewöhnlichen  Logarithmen*     Es  ist 

ef*  «»  loiogTuigx  .^  ^^ 

Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
ritfamen^  so  folgt 

Ix  <=  log ynlgo;  •  ZIO^ 

und  setzt  man  Jf  ^^  ^tä  '  ^^  ^^^ 

(8)  log  vulg  x^^M'lx. 

Demnach  erhält  man  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die 
Basis  10,  indem  man  die  natürlichen  Logarithmen  mit  der 
Eonstante  M  multipliziert  ^  welche  der  Modul  der  ge wohn- 
lichen Logarithmen  genannt  wird. 

Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  liefern  die  Berech- 
nung von  Jf;  zunächst  ergiebt  die  Formel  (7)  für  N^^li 

(9)  Z2  =  2(|  +  ^.  +  ,-ij,+  ^,  +  ,-^.  +  --)- 

Die  Formel  (5)  giebt  sodann^  indem  man  N  *^^  und  A  <»  2 
setzt: 

(10)      no-3i2  +  2(4-  +  3V.  +  6-V.+  -)» 

und  man  hat  folglich 

Diese  Reihen  sind  genügend  rasch  konvergente;  aber  man 
kann  aach  anendlich  viele  andere  bilden,  in  denen  die  Glieder 
noch  rascher  abnehmen.  Wenn  man  z.  B.  in  der  Gleichung  (5) 
N==  4096  —  2",  Ä  —  4,  also  J^+  Ä  —  4100  setzt,  und  in  der 
Formel  (7)  J^  =  40  =  2*  •  10,  so  folgt: 

Ml  +  2U0-12J2  +  2[^  +  3^  +  ,-^^-,  +  ...], 
f41  =  n0  +  2?2  +  2[^  +  ,4p  +  g4j,  +  --]' 
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imd  eliminiert  man  241  und  12  zwischen  diesen  Oleichnngen 
und  der  Gleichung  (10)^  so  wird: 

~     "  \äÖ49  "*     8  •  2049'  +  "  7  ' 

Berechnet  man  jedes  Glied  der  Gleichung  (11)  oder  (12) 
auf  28  Dezimalstellen^  um  für  die  Werte  von  -g  und  M  25  De- 
zimalen zu  erhalten^  so  findet  man: 

(13)  -^  =  2^0258  50929  94045  68401  79914  . . ., 

(14)  Jf  — 0,43429  44819  03251  82765  11289  ... 

128.  Berechnnng  der  gewölmliohen  Logarithmen«  Die 
Formeln  (4)  und  (5)  dienen  zur  Berechnung  der  gewöhnlichen 
Logarithmen,  wenn  man  ihre  rechten  Seiten  mit  dem  Modul  M 
multipliziert.     Man  hat  also: 

log(2y+Ä)-log  2^-4^-^  +  3^.-...], 
log(J^+  Ä)  -  log2^-=  2Jlf[^A_.  +  __^^_  +  ...], 
und  setzt  man  &  «»  1 : 

iog(iy+i)-iogJ^-4i--2V.  +  8lr'--]' 

log(2^+ l)-log2^  =  24^^^-  +  3^1p^.  +  -]. 

Da  der  Modul  M  bekannt  ist,  so  kann  man  mittelst  dieser 
Gleichungen  die  Berechnung  ausfahren. 

124.  Das  Interpolieren  in  den  Logarithmentafeln.  Bei 
der  Benutzung  der  Logarithmentafeln  nimmt  man  an,  dafs 
kleine  Änderungen  des  Numerus  proportional  sind  den  ent- 
sprechenden Änderungen  des  Logarithmus.  Wir  wollen  zeigen, 
dafs  diese  Annahme  fQr  diejenige  Annäherung,  welche  man  zu 
erreichen  wünscht,  zulässig  ist.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir 
die  Gleichung 


(15) 


(16) 
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welche  in  Nr.  120  abgeleitet  wurde,  und  in  welcher  x  eine 
gegebene^  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet,  ebenso  8 
eine  positive  Grofse  kleiner  als  1.  Multiplizieren  wir  die 
rechte  Seite  mit  dem  Modul  M,  um  zu  den  gewohnlichen 
Logarithmen  überzugehen,  und  ersetzen  wir  x  durch  -^,  so 
wird 

(17)  log(2V+  Ä)  -  log2f -=  m(^  -  1^), 

auch  hat  man,  indem  man  &  >«  1  setzt  und  0'  an  Stelle  von 
6  schreibt: 

(18)  iog(2V+l)-log2V=Jlf(l-j^.). 
Setzen  wir 

log(2V+Ä)-log2V=A,     log(2V+l)-logA-3=2), 
ferner: 

(19)  A-ÄD  +  c,    A  =  ^  +  iJ, 

SO  ist  s  der  Fehler,  welcher  bei  der  Berechnung  des  Logarith- 
mus von  N'{'  h  begangen  wird,  wenn  man  bei  Benutzung  der 
Logarithmentafel  den  Proportionalteiler 

(20)  A  =  ^D 

addiert.  Desgleichen  ist  ij  der  Fehler,  welchen  man  bei  der 
Bestimmung  des  Numerus  zu  einem  gegebenen  Logarithmus 
begeht,  wenn  man  die  nämliche  Proportion  anwendet. 

Ersetzt  man  nun  in  den  Formeln  (19)  A  und  D  durch 
ihre  Werte  aus  den  Formeln  (17)  und  (18),  so  wird: 

*  "^  2N*         ^     ^  ""    2JV— 6'   ' 

A,  9,  9'  sind  aber  enthalten  zwischen  0  und  1,  und  M  ist 

kleiner  als  ^;  also  ist 


^Kiii^ 


< 


JV(2iV— 1) 

Man  sieht  hieraus,  dals,  wenn  N  gröfser  ist  als  10000, 
der  Betrag  von  b  kleiner  ist  als  der  vierte  Teil  der  achten 

Dezimalstelle;  ebenso  übersteigt  der  relative  Fehler  ^  kaum  die 

Hälfte  der  achten  Dezimalstelle.    Also  ist  die  Anwendung  der 
Proportion  (20)  zulässig,  wenn  man  sich  auf  sieben  Stellen 
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beschrankt;  sei  es,  daDs  man  den  Logarithmus  zu  einer  ge- 
gebenen Zahl;  oder  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  Logarith- 
mus die  zugehörige  Zahl  berechnen  will. 

125.  Die  BinomialreüLe.  Der  Ausdruck  (a  -f-  ^)"*9  üi 
welchem  m  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeuten  soll;  kann 
mehrere  Werte  annehmen;  ausgenommen;  wenn  m  eine  ganze, 
positive  oder  negative  Zahl  ist.  Ist  aber  a  -f-  6  positiv;  so 
ist  immer  einer  dieser  Werte  reell  und  positiv.    Dieser  eine 

Wert  ist  es,  den  wir  betrachten.    Setzt  man  —  «>  x,  so  wird 

der  obige  Ausdruck  gleich  dem  Produkte  von  a*^  mit  (1  -f-^)*"- 
Mit  dieser  letzteren  Funktion  haben  wir  uns  zu  beschäftigen, 
indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellen;  sie  in  eine  Beihe,  fort- 
schreitend nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  j;,  zu  ent- 
wickeln. 

Man  hat 

d"(i-f.a?r  _  ^(^  _  1)^^  _  2)  . . .  (m  —  n  +  1)(1  +  a?)'«— , 
dx 

und  für  x  «"  0  reduziert  sich  die  Ableitung  auf  den  Wert: 
m(m  —  l)(m  —  2)  •  •  •  (m  —  n  -f-  1). 
Folglich  hat  man: 

(1)  (1  +  ^)'n  ^  1  +  ^x  -f  ^^*"^7  ^^a^  +  fn{m-l){fn-^2)^, 

und 

(2)  Rn  -  fn{m--l)^-^{m^n+l)^^^  ^  ^^^^^^ 

oder 

(3)  Rn  -  ^(^-^V-^(^-^+l)^,(^_Q^),,l(l^Q/^)n>-^,^ 

6  bezeichnet  ebenso  wie  9'  eine  Gröfse  zwischen  0  und  1. 
Wenn  nun  schlielslich  iZ»  mit  unbegrenzt  wachsenden  Werten 
von  n  nach  0  konvergiert;  so  wird: 

und  dies  ist  die  Binomialformel  für  einen  beliebigen  Ex- 
ponenten m.    Es  ist   kaum   notig   hinzuzufügen;    dafs   diese 
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Beihe  Ton  selbst  abbricht,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl 
ist;  von  diesem  Falle  sehen  wir  im  folgenden  ab. 
Das  Verhältnis  des  n  +  l****  Gliedes  znm  n*^  ist: 

ü^=^a:     oder    -(l-^)x, 

eine  Gröfse,  die  für  beliebig  wachsende  Werte  von  n  nach 
—  X  konvergiert.  Hieraus  folgt,  daÜB  die  Gleichung  (4)  nicht 
besteht,  aulser  wenn  x  zwischen  —  1  und  -f~  ^  enthalten  ist, 
denn  anderen  Falles  wachsen  die  absoluten  Werte  der  Beihen- 
glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  bestandig. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  daDs  x  zwischen  0  und  1  liegt; 
dann  hat  man,  nach  der  Formel  (2)  des  Bestes: 

Die  Grofse  zwischen  den  eckigen  Klammem  konveigiert 
bei  beliebig  wachsenden  Werten  von  n  nach  0.  Denn  wenn 
n  um  die  Einheit  vergröHsert  wird,  erhält  dieses  Produkt  den 

Faktor  —  x\l  —  ^ ipf ) ;  der  nach  der  Grenze  —  x  kon- 
vergiert, wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Hieraus  folgt,  dals 
in  diesem  Produkte  die  Anzahl  derjenigen  Faktoren,  deren 
Betrag  grofser  ist  als  1,  eine  begrenzte  ist,  während  die  An- 
zahl der  Faktoren,  deren  Betrag  kleiner  wird  als  1,  ja  selbst 
kleiner  wird  als  irgend  ein  zwischen  x  und  1  enthaltener 
Wert,  grSfser  wird  als  jede   angegebene  Zahl.    Der   andere 

Faktor kann  die  Einheit  zur  Grenze  haben,  wenn 

(l  +  ea;)"-*»  ' 

die  Grenze  von  0  null  ist;  aber  er  überschreitet  keinesfalls 

die  Eins.     Demnach  konvergiert  jß„  nach  0,  wenn  x  positiv 

und  kleiner  als  1  ist,  und  folglich  besteht  in  diesem  Falle 

die  Gleichung  (4). 

Nehmen  wir  nun  au,  daHs  x  zwischen  0  und  —  1  enthalten 

ist;  wir  setzen  hierbei  a;  -=  —  z  und  wenden  die  Form  (3)  för 

den  Best  an.     Er  ist 

«.-(_l).[fc3iL'...(i=i±i).]„,(,_,-.).-.(lr^p 

Wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  so  konvergiert  der 
zwischen  den  eckigen  Klammern  enthaltene  Faktor  nach  0, 
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(•i 9'\n 1 

konvergiert  ebenfalls  nach  0,  anfser  wenn  die  Grenze  von  0' 
nnll  ist.  Dann  aber  ist  sein  Wert  endlich  und  höchstens 
gleich  in0.  Hieraus  folgt;  daTs  Bn  nach  0  konvergiert^ 
und  dals  also  die  Gleichung  (4)  auch  f&r  die  Werte  von  x 
zwischen  0  und  —  1  besteht.  Zusammenfassend  können  wir 
sagen: 

Die  Gleichung 

(4)  (i  +  x)«-.l  +  (';^)a;+(2y  +  -- 

gut  für  aUe  x^  deren  Betrag  Meiner  als  1  t^. 

126.  Weitere  Untersuohnng  der  BinomialreUie.  Die 
Gleichung  (4)  wird  auch  für  die  Grenzen  —  1  und  + 1  gelten, 
wenn  die  Beihe  auf  der  rechten  Seite  für  diese  Werte  kon- 
vergiert. In  welchen  Fallen  dies  stattfindet^  ist  leicht  zu  be- 
stimmen. Ist  0?  —  +  1,  so  wird  das  Verhältnis  des  (n  -|-  1)*^ 
Gliedes  der  Eeihe  (4)  zum  n^  gleich 

Ist  also  m  -f-  1  <  0,  so  wachsen  die  Beträge  der  Heihen- 
glieder  beständig  und  die  Beihe  ist  divergent.  Wir  müssen 
also  fn-\'  1  positiv  annehmen. 

Ist  tf»  der  Betr^  des  n^°  Gliedes  der  Reihe  (4)  unter  der 
Voraussetzung;  dafs  n; «»  +  1  ist;  und  bezeichnen  wir  mit  t;„ 
das  n^  Glied  der  Beihe 

1  1  1  1 

jm+l'      2"*"^^'      3»»+l'      4W4-1' 
80  ist 


-'-{^^^i 


Die    Binomialformel    ist    anwendbar    auf    die    Funktion 

(1  -| j  ;   und  beschränkt  man   die  Entwickelung  auf 

zwei  Glieder;  so  hat  man 

^n+i       .        »+l    .    (m-fl)(«-f2)/  e\-'"-8 

"V  "   — ^  ^  — ^' — \  "^  ^/ 

Da  nun  m  -]-  1  positiv  ist;  so  ist 
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Ist  für  einen  bestimmten  Wert  von  n 

u 

—  cssA;    oder    t««*=Ä;v,, 

so  wird 

Nun  ist  aber  die  Beihe 

(5)  JcVq,  hViy  ii;, . .. 

konvergent,  wenn  w  >  0  ist  (Nr.  104);  also  konvergiert  auch 
die  Beihe 

1*0,   «1,1*2... 

Wir  sehen  also: 

Bei  positivem  m  gilt  die  Gleichung  (4)  atick  für  x^^  + 1,  und 
man  hat 

(6)  2"'—  1  +  Y  +  ??^(?Lz:i>  +  '>^(^-^Hm-2)  ^  ^ 

,-v         ^        ^         w    ,    m(m  —  1)        w(m  —  1)  (m  —  2)    , 

(7)  0«1  — yH 2! 8l T""* 

Ist  m  negativ,  so  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4) 
unendlich  für  ^  »=  —  1^  und  die  Beihe  auf  der  reckten  Seite 
kann  also  nicht  konvergieren.  Dagegen  konvergiert  die  Beihe  für 
o;  =  +  1,  wenn  m  zwischen  0  und  —  1  gelegen  ist,  und  folglich 
gilt  dann  auch  die  Gleichung  (6)  für  diese  Werte  von  m. 

In  der  That,  die  Glieder  der  Beihe  (6)  sind  abwechselnd 
positiv  und  negativ,  und  ihre  Betrage  nehmen  durchaus  ab 
und  konvergieren  nach  0,  denn  sie  sind  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Beihe  (5). 

§  4.   Entwickelnng  der  Funktion  f{x  +  h)  nach  Potenzen 
von  h,  wenn  die  Taylorsche  Beihe  nicht  gilt. 

127.  Allgemeine  Begeln.  Wird  die  Funktion  f(x)  oder 
eine  ihrer  Ableitungen  unstetig,  wenn  die  Yariabele  x  den 
besonderen  Wert  Xq  annimmt,  so  kann  die  Funktion  f(xQ  -|-  h) 
nicht  nach  der  Taylorschen  Gleichung  in  eine  Beihe  ent- 
wickelt werden,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h 
fortschreitet.  Läfst  man  aber  negative  oder  gebrochene  Po- 
tenzen von  h  zu,  so  kann  es  vorkommen,  dafs  f(xQ  -^h)  ia 
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eine  konvei^ente  Reihe  entwickelbar  ist;  in  diesem  Falle  hat 
man  die  aufeinander  folgenden  Beihenglieder  folgendermalsen 
zu  berechnen. 

Wenn  die  Fonktion  f{x)  einen  endlichen^  von  0  ver- 
schiedenen Wert  A  9Xr  X'^Xq  besitzt^  und  stetig  ist  für  alle 
Werte  von  X'^  x^  bis  x^  -f-  A,  so  hat  man 

(1)  /(»O  +  Ä)  -  ^  +  » 

und  B  wird  mit  h  null. 

Ist  aber  die  Funktion  f(x)  stetig  von  x^^x^  bis  x^-^-h  und 
verschwindet  sie  fiür  den  Wert  X'^Xq,  so  wollen  wir  annehmen, 
daÜB  man  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  n  ausfindig  machen 
kann,  so  dab  ^.^  A^o  ±_^  _  ^ 

Ä-o      Ä-       " 
endlich  und  von  null  verschieden  ist     Man  nennt  alsdann  n 
die  Ordnung  des  Nuüwerdens  von  f(x)  an  der  Stelle  Xq.    In 
diesem  Falle  kann  man  setzen: 

(2)  /•(«o  +  Ä)  =  A-(^  +  »), 
wobei  £  wiederum  mit  h  null  wird. 

Wird  endlich  die  Funktion  f(x)  für  o;  — ^  a?^  unendlich, 
und  kann  man  eine  positive  Zahl  m  bestimmen,  welche  die 
Ordnung  des    TJnendlickwerdens    von  f(xQ  +  h)    im  Vergleich 

zu  -j-  ausdrückt,  derart,  dafs 

lim  hrfix^  +  h)  =  A 

eine  endliche  von  0  verschiedene  bestimmte  Zahl  wird,  so 
hat  man 

(3)  f{x,+  K)^^iA  +  B). 

Die  Formel  (2)  schlie&t  die  Formel  (3)  in  sich,  wenn 
man  für  n  den  negativen  Wert  —  m  einsetzt;  sie  umfafst 
auch  die  Formel  (1),  wenn  man  für  n  den  Wert  0  zuläfst. 
So  hat  man  also  in  den  drei  betrachteten  Fällen,  indem  man 
X  statt  Xq-^K  schreibt: 

(4)  f(x)~{x-x,Yax). 

Hierbei  ist  n  eine  positive  oder  negative  Zahl,  die  auch  0 
sein  kann,  f^{x)  eine  Funktion,  welche  für  x  ^^  x^  einen  end- 
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liehen^  von  0  yerschiedenen  Wert  Ä  annimmt.  Ist  n  positiv^ 
so  giebt  es  die  Ordnung  des  Nollwerdens  yon  f(x)  an  der 
Stelle  x  =  Xq  bjx,  ist  es  negativ,  so  giebt  —  n  die  Ordnung 
des  Unendlichwerdens  von  f(x)  an  der  Stelle  x=^Xq  bsl  Da 
die  Fmiktion 

f,(x)  -  A 

für  X  =»  x^  verschwindet;  so  erhält  man,  wenn  man  eine  po- 
sitive Zahl  n^  —  n  ausfindig  machen  kann,  welche  die  Ord- 
nung des  Verschwindens  von  /i  {x)  —  A  angiebt,  ebenso 

n{x)-'A=^{x-x,y^--f^{xy, 

f^(x)  ist  dann  eine  Funktion,  welche  für  x  =  x^  einen  end- 
lichen von  0  verschiedenen  Wert  Ä^  annimmt.  Also  wird 
die  Gleichung  (4): 

(5)  fix)  ^A{x-  «,)«  +  (*  -  x^r^Uix). 
Die  Funktion 

wird  für  x  =  x^  gleich  0,  und  kann  man  eine  endliche  po- 
sitive Zahl  n,  —  9»!  ausfindig  machen,  welche  die  Ordnung  des 
Verschwindens  angiebt,  so  ist 

Uix)  -  A  =  {x  -  a:o)'^-»'/i(a;); 
f^{x)  erhält  ^  x  =  x^  einen  endlichen  von  0  verschiedenen 
Wert  Ä^.    Die  Gleichung  (5)  wird  also: 

(6)  f{x)  =  A{x  —  x^Y  +  Ai(x  —  x,y^  +  (x  —  a?o)"*/; (pt^)- 
Fährt  man  so  fort,  so  gewinnt  man  den  folgenden  Aus- 
druck: 

(7)  f(x)  =  A{x  —  x^y  +  A,(x  —  x^y^  +  A^{x  -  x^y^ 

+  .,.Ai-x{x-xJ^-'  +  Ri, 
und  es  ist 

(8)  B,^ix-  x,)'^ft+tix)  -  (x  -  x,r'-^[fiix)  -  Ä_x]. 
Diese  Gleichung  setzt  aber  voraus,  dafs  man  die  wachsen- 
den Zahlen 

so  bestimmen  kann,  dals  für  jeden  Wert  von  k  von  1  bis  i 
der  Quotient 
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nach  einer  bestimmten^  von  0  yerschiedenen,  endlichen  Grenze 
Ai  konvergiert^  wenn  x  gleich  Xq  wird. 

Sind  diese  Bedingungen  stets  erfüllt^  wie  grob  auch  i 
wird,  nnd  konvergiert  der  Rest  R{  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  yon  %  nach  0,  so  folgt  aas  der  Gleichung  (7)  die 
Entwickelung: 

(9)  f{x)  ^Ä(x-x,y+  Ä,(x-Xo)'^  +  A,(x  -  a?o)"*  +.•• 
oder,  wenn  man  x  —  Xq^^H  setzt: 

(10)  f(xo  +  h)=Ah-+A,h-^  +  A^h-^  +  . . ., 
wo  die  n  eine  wachsende  Reihe  bilden. 

Dies  ist  die  Entwickelung  Ton  ({x^  -f-  &)  in  eine  Reihe, 
welche  nach  wachsenden  positiven  oder  negativen  Potenzen 
von  h  geordnet  ist. 

128.    BeispieL    Betrachten  wir  z.  B.  die  Funktion 


f{x)  —  }/sin  x  —  BinxQj 
deren  Ableitung  f{x)  für  rc  —  a;^,  unendlich  wird,  die  also  die 
Entwickelung  nach  der  ToyZorschen  Reihe  nicht  zuläfet.    Die 
Funktion  sino;  —  sin  d;^  ist  entwickelbar  nach  der  TayJorschen 
Reihe,  und  es  ist: 

(1)       f{x)  — ]/(a?  —  x^  cos  a?o  —  ^'^~,'^^^'  sin  aj^ .. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Funktion 


yx- 


f£Lr  o;  =  ^0  die  Grenze  |/cos  x^  hat.    Demnach  hat  man  in  den 
Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  zunächst 

yx  —  Xf^ 
femer: 


(x  —  x^f"    Va(«)— ]/co8a7o— ^irf^siBiCo YcobXq 


X  —  a?o    . 

sm  iCn  — 


1.2    •'""^0- 


yi 


gosXq j-72^sina?o f- }/cos  Xq 

Dieser  Ausdruck   wird  fßr  x  ^^  Xq  null  von  der  ersten 
Ordnung,  und  es  ist 
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8  .  Bin  a;» 


4}/co8a;^' 


|/cos  Xq  —  ^^j-^  suiXq h  Kcoß  Xo 

Will  man  die  Entwickelung  auf  zwei  Glieder  beschränken, 
so  erhält  man 

}/sina;  — 8ina?o  =  }/cosa;o(a;— Xo)*  —-^^^?={x-'XQy+Ii^, 

4  y  coB  Xq 

und  der  Best  22,  hat  den  Wert: 

Er  verschwindet  an  der  Stelle  x^^Xq  Yon  höherer  Ordnung 

als  der  y    • 

Schneller  kommt  man  natürlich  in  diesem  Beispiele  zum 
Ziel^  wenn  man  in  Gleichung  (1) 

X  —  Xq=^  ß^ 

setzt;  dann  wird 

f{x)  =  0  ]/cos  a^o  —  sin  a^o  ~  +  •  •  • 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  entwickelbar: 

Die  Koeffizienten  berechnen  sich  nach  dem  Jlfac-Zaurmschen 
Satze.     Setzt  man  f&r  e  wieder  yx  —  x^^   so   erkennt  man, 
dafs  eine  Entwickelung  der  Form  existiert 
V^sin  a?  —  sin  a?^, 


=  l/a?— aJoIöx+OjCa:— a:o)  +  a5(a;— a:o)*-i f-flii.-i(«— a^o)— M 

+  -B«ii+i* 

§  5.  Anwendung  des  Taylorsehen  Satzes  anf  die 
Bestimmung  von  Grenzwerten. 

129.   Grenswert  eines  Bruches  an  einer  Stelle,  wo  Zähler 
und  Nenner  gleichzeitig  verschwinden.    Wenn  eine  Funktion 

fix) 
sich  in  der  gebrochenen  Form  -U^r-r  darstellt,  so  kann  es  ein- 
treten, dafs  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  verschwinden  oder 
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iineiidlich  werden  fdr  einen  speziellen  Wert  x  ^^x^.  Es 
handelt  sich  dann  dämm,  den  eigentlichen  Wert  der  Funktion 
an  dieser  Stelle  zu  ermitteln,  d.  h.  den  Wert,  nach  welchem 
der  Quotient  konvergiert,  wenn  die  Yariabele  x  sich  dem 
Werte  x^^  beliebig  näherb  In  vielen  Fallen  gelangt  man  dazu 
vermittelst  des  folgenden  Satzes: 

Lehraate  L  Wenn  die  FunkHonm  f(x)  und  F(x)  in  der 
TJmgdmng  von  x^  die  Forderung  Ä  erfüllen,  und  wenn  beide 
noA  dem  Werte  mM  kanvergiereny  fäUe  x  der  Orense  x^  be- 
liebig  sieh  nähert,  so  ist: 

sobald  der  Limes  auf  der  rechten  Seite  existiert. 

Wir  wählen  den  absolnten  Betrag  von  h  so  klein,  dars 
XQ-{'h  in  der  Umgebung  von  x^  liegt;  dann  gilt  nach  Nr.  31: 

'F(x,  +  h)  —  F\x,  +  h,y 
wo  hl  zwischen  0  und  h  liegt  und  also  mit  h  verschwindet. 


in  allen  Fällen,  in  denen  die  rechte  Seite  an  der  Stelle  Xq 
einen  bestimmten  Grenzwert  besitzt.  Vorausgesetzt,  dafs  f(x) 
und  F'^x)  selbst  an  der  Stelle  x  ^^  x^  einen  bestimmten  Grenz- 
wert besitzen,  wird  dies  im  Besonderen  in  folgenden  Fällen 
stattfinden: 

1.  Wenn    lim    F'(x)  von  null  verschieden  ist.    Der  Limes 

ist  dann  endlich. 

2.  Wenn   lim   F'(x)  zwar  null  ist,  aber   lim   j^,,  .  einen 

bestimmten  Wert  hat,  also  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen 
unendlich   grols   wird   und   wenn   gleichzeitig   lim  f(x)   von 

null  verschieden  ist.  Der  Limes  ist  dann  entweder  gleich 
-j-  oo  oder  gleich  — c». 

Sind  hingegen  lim  f{x)  und  lim  F\x)  an  der  Stelle  x^^Xq 
wieder  beide  nuU,  so  kann  man  die  vorige  Regel  von  neuem 
anwenden,  sobald   auch  r\x)  und  F"(x)  in  der  Umgebung 
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der   Stelle  x  =  Xq  bestimmte   endliche  Werte   haben.     Sind 
lim  fXx)  und   lim   F"{x)  wieder  beide  null  und  haben  auch 

f'\x)  und  JF"'(«)  in  der  Umgebung  der  Stelle  o?  =  a;;,  be- 
stimmte endliche  Werte ,  so  wenden  wir  unseren  Satz  zum 
dritten  Male  an,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu 
einem  allgemeinen  Theoreme,  das  wir  so  aussprechen  wollen: 
LehrsatM  IL  Die  Ikitiktionen  f(x)  und  F(x)  nthst  ihren 
n  ersten  Äbleikmgen  seien  in  der  Umgebung  der  Steüe  x  '^  x^ 
stetig;  femer  mögen  f(x)  und  F(x)  nebst  ihren  n  —  1  ersten 
Ableitungen  an  der  Stelle  x==^Xq  gleich  nuU  sein,  UKihrend  F^%Xq) 
van  nuU  verschieden  ist;  dann  ist: 

Wir  haben,  um  unseren  Satz  einfach  aussprechen  zu 
können,  engere  Voraussetzungen  zu  Grunde  gelegt,  als  beim 
Lehrsatz  I,  von  dem  er  eine  Verallgemeinerung  bildet.  Von 
der  Richtigkeit  des  Satzes  11  überzeugt  man  sich  sehr  schnelL 
unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  es  jedenfalls  ge- 
stattet den  Lehrsatz  I  n-mal  hinter  einander  anzuwenden. 
Dies  giebt  zunächst: 

lim    -^=   lim   Ä  =  li^Ä. 

An  der  Stelle  x^^x^  sind   aber  /^*)(aj)   und  F^*^{x)  stetig, 
und  F^^^(x)  nicht  null,  also  ist  auch: 

lim/<">(a;)  ^  f^''\x,) 

Die  eben  bewiesenen  Lehrsätze  bleiben  bestehen,  wenn 
a:,,  =  +  oo  oder  a^o  ="  —  °°  ^s*-  ^^  ^^^  2U  erkennen,  genügt 
es  zu  zeigen,  daCs  Lehrsatz  I  auch  für  ar^  »»  cx>  erhalten  bleibt. 

Setzt  man  x-^  —,  so  ist 

Hl) 


Fix) 


Fl 


(f) 


Wird  nun  x  unendlich,   so   konvergiert  0  nach  0,   und 
man  hat  die  Gleichung 
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sobald    för    die   Funktionen  fyj)   ^^^  ^(t)    ^®   vorigen 
Bedingungen  erfüllt  sind.     Also  ist  auch  hier 

hm  -yp-  =  hm  —^rp-  für  «  =  0, 


oder 


^^M-^i^)^'''''^- 


lao.   Orenzwert  eines  Braches  an  einer  Stelle,  wo  Zähler 
und  Nenner  gleichseitig  xmendlich  werden. 
Dieselbe  Regel,  welche  den  Grenzwert 

»»  m 

bestimmen  lielSa,  wenn  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  an 
der  Stelle  x^^x^  verschwinden;  bleibt  erhalten,  wenn  Zähler 
und  Nenner  des  Bruches  an  der  Stelle  x^^Xq  unendlich  werden. 
Es  gilt  der  Satz: 

Lehrsatz  IIL  Ist  lim  f{x)  «=»  oo  und  ebenso  lim  F{x)  -«  oo; 

genügen  femer  für  jede  von  Xq  verschiedene  Stelle  x,  die  in  der 
Umgebung  von  Xq  liegt ,  f(x)  und  F(x)  der  Forderung  Ä,  und 
ist  endlich  in  dieser  Umgebung  F\x)  niemals  nuU,  so  gilt: 

lim    ^(^)  =   Hm     ^(^) 

sobald  der  Limes  auf  der  reckten  Seite  existiert. 

Der  Satz  gut  oMch  in  dem  Falle  ^  wenn  x^»^  oo  ist. 

1.  Wir  wollen  diesen  Fall  zuerst  ins  Auge  fassen.  Unter 
,,Umgebung  von  Xq  =  cx>'^  ist  dann  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  rr 
zu  verstehen,  die  grölser  sind  als  eine  gewisse  Zahl  n.  Sind 
x^  und  X  zwei  solche  Zahlen  und  x>  x^y  so  erfüllen  in  dem 
Intervalle  von  x  bis  x^  die  Funktionen  f{x)  und  F{x)  die 
Voraussetzungen  des  Satzes  Nr.  31,  mithin  existiert  eine  Zahl  x^ 
zwischen  x^  und  Xy  so-dafs: 

S  er  rat,  Biff.-  n.  Integral-Beohnung.    I.    2.  Aofl.  12 
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fix)  -  f(x,)  _  r(x,) 

F{x)-F{x,)        F'(,x,) 
wird.    Diese  Gleichung  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

^'■^  F{x)  F(x,)       F'{x^)^    «i<a!,<a;. 

F{x) 
a.    Es  sei  nun  zunächst 

endlich.    Dann  kann  man  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  (f 
vorschreiben  und  zu*  ihr  eine  Zahl  x^  finden^  so  dafs  nicht  nur: 


—  A 


<<f 


wird;  sondern  dafs  diese  Relation  für  jedes  noch  grSfsere  x^ 
erhalten  bleibt.    Es  wird  dann,  da  x^  >  x^  ist,  auch: 

sein.    Die  Gleichung  (1)  geht  daher  über  in  diese: 

F{x) 
Setzen  wir  jetzt  a;  =  oo,  während  %  fest  bleibt,  so  ergiebt  sich: 

^-<T<lim    H^.lim  -^<^-f*. 

F{x) 
Der  zweite  Limes  ist  1,  also  folgt: 

Ä-fK  lim    ^<A  +  6. 
Da  6  aber  beliebig  klein  ist,  so  heilst  dies: 

m  _A 

Fi^x)-^ 

oder  wegen  Gleichung  (2): 

wie  behauptet  war. 


lim     «^) 
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b.    Ist  nun  andrerseits: 

a;  —  CO       ^^ 
so  kann  man  x^  so  grofs  wählen,  dafs 

wird,  wo  N  eine  beliebig   groüs    vorgescliriebene   Zahl    ist 
Alsdaiin  liefert  die  Gleicbnng  (1) 

m  A«)  ^  -KT 

Fix)'         Fix,)  ■^■" 
F(x) 

und  durch  Übergang  zur  Grenze  für  a;  =  cx>: 


d.  h. 


limj|>i^; 

X^  CD  ^     ' 

lim   «  =  cx>=   lim    /(^ 


ic  —  00      ^^                    a;  —  00  ^  '' 
Es  gilt  also  wieder  der  Lehrsatz  III. 

2.    Ist  die  Stelle  Xq  im  Endlichen  gelegen,  so  setze  man 

X  ^=Xq  -] Dann   wird   flir   ^r  — »  c»  wieder   x=^  Xq   und 

daher  nach  dem  eben  Bewiesenen: 

,.          fi.)           ,.           K-O  +  V)           ,.  -^(-o  +  t)-/'- 

hm    -4^  =  liDi   — 7 TT  =   li°i 7 r^v — V- 


r(^+i) 


0* 


«-  lim  — -. rr=  ^^°^   Fv^> 

Also  gilt  auch  in  diesem  Falle  der  Lehrsatz  IIL 

3.    Im  Vorhergehenden  ist  nur  die  Stelle  +  cx)  betrachtet 

worden,  natürlich  kann  fQr  sie  überall  auch  die  Stelle  —  oo 

gesetzt  werden,  ohne  dafs  die  Gültigkeit  des  Lehrsatzes  III 

oder  seines  Beweises  verloren  ginge. 

131.   Beispiele.     1.   In  den  beiden  Quotienten 
Bin  o;         n    tang  x 

X  X 

12* 


180  FOnfbes  Kapitel. 

werden  Zähler  und  Nenner  fär  a; »»  0  gleichzeitig  null.     In 

Anwendung  der  Regel  von  Nr.  129  erhält  man 

,.        sin  re         ,.        COB  x        . 
hm   =  hm    — —  ««  1 , 

hm  -- -f  -  —  hm   -^-i-  =  1. 
^      X  Ä  cos  X 

2.  In  dem  Quotienten 

e*  — e^*  — 2a; 
a;  —  sin  05 

werden  Zahler  und  Nenner ,  wie  auch  die  ersten  beiden  Ab- 
leitungen für  a?  =  0  ebenfalls  null.  Die  Ableitungen  dritter 
Ordnung  sind  bezüglich 

c*  +  er'  und  cos  x 
und  reduzieren  sich  für  ^  =  0  auf  die  Werte  2  und  1.    Folg- 
lich konvergiert  der  Quotient  fdr  diesen  Wert  von  x  nach  2. 

3.  In  dem  Quotienten 

af  —  X 
X  —  l—  Ix 

verschwinden  Zähler  und  Nenner  für  a;»»  1;  desgleichen  die 
Ableitungen  erster  Ordnung: 

af\\  +  Za:]  -  1  und  1  —  J.  • 
Die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  sind 

<xf\l  +  IxY  +  x^-^    und   ^, 

sie  werden  für  rr  s=  1  bezüglich  gleich  2  und  1.  Folglich 
konvergiert  der  gegebene  Quotient  nach  der  Grenze  2^  wenn 
X  gleich  1  wird. 

4.  In  dem  Quotienten  — •  bedeute  a  eine  positive  Kon- 

a;* 

staute  grofser  als  1,  und  n  eine  ganze  positive  Zahl.  Zähler 
und  Nenner  werden  unendlich  fdr  rr  «»  oo;  es  ist  nach  Nr.  130: 

hm    —  =  lim    7  • 


x^to  ^         aj««^^ 
Auch  in  dem  Quotienten  der  rechten  Seite  werden  Zähler 
und  Nenner  gleichzeitig  unendlich.    Wendet  man  auf  ihn  die- 
selbe Regel  an,  so  erhält  man^  indem  man  bis  zur  n^°  Ab- 
leitung vorgeht: 
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hm    —  ■-  hm   --r^—  ■■  oo. 

Der  Quotient  o*  :  x^  wird  also  {^t  x^^oo  ebenfalls  unend- 
lichy  wie  groJs  auch  n  werden  mag;  d.  h.: 

Die  ExpanentiälfufMion  c?  wird  für  a>\  und  x^^(x>  von 

höherer  Ordnung  unendlich  als  jede  Potenz. 

i_ 

Ebenso  ist,  wenn  a  >  1,  ^-~    för  a;  —  0  gleich  -r-  oder 

r*  1 

gleich  —  fOr  ;?  —  00,  wenn  man  —-«0  setzt.    Es  ist  aber: 


a' 


lim   —  «=  lim    ■«  0. 

z^<x>  a'        j»-  OD  a'[Za]" 

5.   Die  Funktion  -^  wird  für  a;  -*  oo  von  der  Form  ^ , 


0/ 


wenn  a  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet;  es  ist 

lim  — ^  -a  lim    — ^^^  «» .  lim    — -  -*  0,  d.  h. : 

Dar  Logarithmus  wird  für  x  =  oo  von  niederer  Ordnung  un- 
endlich als  jede  Potenz. 

Desgleichen  ist  y  jv^  für  x  =»  0  von  der  Form  ^,  wenn 
a  >  0,  w) 

und  1 

^■-O*  jC—iO  —  **  x=»0 — *** 

Ix  wird  für  rr ««  0  unendlich  von  niederer  Ordnung  als  jede 
Potenz. 

6.  Die  Ordnung  des  ünendlichwerdens  der  Funktion  af^l(x) 
£ttr  a;  =  c»,  in  welcher  n  eine  bestimmte  positive  Zahl  be- 
deutet, lälst  sich  durch  keine  rationale  oder  irrationale  Zahl 
ausreichend  bestimmen,  und  ist  doch  nicht  gleich  oder  kleiner 
als  n,  und  nicht  groJjser  als  irgend  eine  Zahl  grolser  als  n. 
Denn  dividiert  man  die  Funktion  durch  af,  so  ist 

a;**  Ix 
oT 
gleich  0,  solange  r>n  ist,  dagegen  unendlich,  wenn  r  gleich 
oder  kleiner  als  n  ist. 
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7.  Die  Funktion  f{x)  =  e  ^'"'^  wird  Üot  x=^Xq  null, 
denn  der  Exponent  wächst  mit  negativem  Zeichen  über  jeden 
Betrag.    Man  erhält  f&r  die  Ableitung 


und  dieser  Wert  ist  fßr  a;  =  »o  nach  Beispiel  4  gleich  0. 
Aus  der  weiteren  Differentiation  der  Gleichung 


folgt 

rix)  (X  -  x,r  +  srw  (X  -  x,y  =  j^^  c-(^, 

und  hieraus  ebenso^  dafs  auch  fix^)  »>  0  wird;  ebenso  erkennt 

man,  da(s  alle  höheren  Ableitungen  ftLr  x  =^  Xq  verschwinden. 

182.  Bestimmung  des  OrenKwertes  eines  Quotienten  dnzob 

Beihenentwiekelung.    Die  Sätze  der  Nr.  129  führen  die  Unter- 

f(x) 
suchung  des  Wertes,  den  der  Quotient  -^-A:  für  rr  =  Xq  an- 
nimmt, auf  die  Bestimmung  des  Wertes  zurück,  welchen  die 

fix) 
neue  Funktion  j^-j-:  im  gleichen  Falle  annimmt.    Dabei  kami 

es  indessen  eintreten,  dafs  diese  Reduktion  keinen  Gewinn 
bringt,  und  dafs  die  zweite  Funktion  dieselben  Schwierig- 
keiten wie  die  erste  bietet. 

Die  Lösung  der  Frage,  um  die  es  sich  handelt,  ergiebt 
sich  leicht,  sobald  die  Funktionen  f(xQ  +  *)  ^^id  F{Xq  +  A)  in 
Reihen  entwickelbar  sind,  welche  nach  steigenden,  positiven 
oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  h  ge- 
ordnet sind.  In  diesem  Falle  genügt  es,  das  erste  Glied  Äh^ 
der  einen  Funktion,  und  ebenso  das  erste  Glied  Bh^  der 
anderen  zu  bestimmen,  denn  alsdann  erhält  man 

fix,  +  Ä)  =  h-iÄ  +  a),      Fix,  +  A)  =  Ä«(B  +  1,), 
wobei  £  und  i]  mit  h  verschwinden,  also: 

F(,x,+h)        "         B+r, 

Ist  »  =  m,  so  hat  man 

,.        f(x)         Ä 
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wahrend  der  Quotient  nach  0  oder  unendlich  konvergiert, 
je  nachdem  n>  m,  oder  n<.tn  ist. 

188.   Beispiele.    Beispiel  L    In  dem  Quotienten 

werden  Zähler  und  Nenner  0,  wenn  x  abnehmend  nach  dem 
positiven  Wert  Xq  konvergiert  und  die  Wurzeln  mit  positivem 
Zeichen  berechnet  werden;  man  erkennt  leicht,  dafs  alle  Ab- 
leitungen für  X  =  ar^  unendlich  werden.    Setzt  man  X'^Xq-^H} 

so  wird   Yx  —  Xq  «—  Yh   mit   h   null   von   der   Ordnung   -^ ; 

dagegen  wird  Yx  —  Yxq  =  Yx^    l/l  -\- 1     mit  h  null 

von  erster  Ordnung,  wie  man  aus  der  Entwickelung  des 
Binoms  ersieht.     Man  hat  also 

fixo  +  Ä)  =  Vh(l  +  a). 
Der  Nenner  F{x)  ist  gleich 

nnd  man  hat  also: 

F(«o  +  A)  =  VA  (V2^  +  ij). 
Folglich  ist 


^-.:^^- 

1 

ispid 

11. 

Der  Quotient 

2    .  . 
X —  tmx- 

9 

1 

3 

tanga; 

sei  zu  berechnen  für  o?  —  0.     Multipliziert  man  Zähler  und 
Nenner  mit  Scoso:;,  so  folgt: 

f{x)         Zx  QO%x  —  sin  35  —  sin  2a; 
F(x)  "^  3a?*  cos  X 

Entwickelt  man  cos  x^  sin  x  und  sin  2  a;  in  ihre  Potenz- 
reihen,  so  erhält  man 
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oder 

Hieraus  scUieJjst  man: 

Um   «*)  -       ' 


OJ  — 0 


F{x)  20 


134.  Oreiuiwert  eines  Produktes  an  einer  Stelle,  wo  der 
eine  Faktor  null,  der  andere  nnendlioh  wird,  unsere  Unter- 
suchung umfalst  auch  den  Fall  einer  Funktion,  welche  gleich 
dem  Produkte  aus  zwei  Faktoren  f(x)  •  F(x)  ist,  von  denen 
der  eine  fOr  x=^  x^  verschwindet,  der  andere  unendlich  wird. 
Denn  setzt  man 

f(x)'F(x)  =  —^^^^,    oder    fCx^-Fix)-^-^^, 
'^  ^       ^  ^       [F(x)r^ '  '^  ^       ^  ^       [A«)r 

so  hat  man  die  Form  eines  Quotienten,   dessen  Glieder  fär 
X'^  Xq  entweder  beide  0,  oder  beide  unendlich  werden. 

Endlich  kann  man  auch  leicht  auf  diesen  Fall  die  Unter- 
suchung einer  Funktion  von  der  Form 

zurückführen,  wenn  u  und  v  ftlr  o; "» rr^  entweder  auf 

M  -=  0  imd  i;  «s  0, 
oder 

M  =i  oo  und  v  «=  0, 
oder 

tt  =  1       imd     v  =»  oo 

sich   reduzieren.     Denn  nimmt    man   von  beiden   Seiten   der 
obigen  Gleichung  die  Logarithmen,  so  wird 

ly  «=  vlu. 

Die  Funktion  ly  ist  demnach  das  Produkt  zweier  Fak- 
toren, von  denen  der  eine  iüi  x^^  Xq  verschwindet,  der  andere ' 
unendlich  wird. 

135.  Beispiel.  Ist  der  Wert  von  af  zu  bestimmen  für 
X  '^0,  so  setze  man 


lc^=xlx  =  ^ 


Mithin  ist 
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lim  Zrr*  -*  lim —  =  —  lim  x  ««  0. 

X^O  05—0 —  x^o 

X* 

Der  Logarithmus  von  x*  konvergiert  also  nach  0;  folg- 
lich die  Funktion  x*  nach  1. 

186.  Bestiminimg  von  lim  (1  -j )  •       Ist   x    eine    be- 

stimmte  Groüse  und  tn  eine  yariable^  so  kann  man  nach  den 
vorigen  Regeln  die  Grenze  bestimmen  ^  nach  welcher  der  Aus- 
druck 

(•  +  'S 

ftlr  m  SS  cx)  konvergiert.     Man  erhält 

m 
Die   Grenze  dieses  Quotienten,   in  welchem  Zähler  und 
Nenner   fOr  m  «=»  cx>  verschwinden,   berechnet   sich   aus   der 
Gleichung 

X 

lim  Ml  4-—)   «=  lim -^  -  -:rv  =  1™ — - — "*»  ^* 

also  ist 

ta(i+i)--^. 

Die  transscendente  Funktion  e*  ist  also  die  Grenze  eines 
Ausdruckes,  der  eine  algebraische,  ja  sogar  eine  ganze  Funk- 
tion ist,  wenn  man  m  unbegrenzt  derart  wachsen  läfst,  dals 
es  nur  ganzzahlige  Werte  annimmt.  Man  kann  auch  schreiben 

wobei  6  eine  Grölse  bezeichnet,  welche  mit  —  verschwindet. 

Hieraus  folgt 

o;  c»  m  (Ye'  —  6  —  1). 
Es  ist  aber 
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oder: 


m  }/e*  —  6  =  m  /e*  +  iy, 


wobei  ij  für  w  =  oo  null  wird;  mithin  ist 

und  schreibt  man  x  an  Stelle  von  ^,  und  2a;  an  Stelle  von  x, 
so  folgt: 

(2)  lx  =  m(^x-l)  +  n, 

oder: 

Zx  «=  lim  w  (v^ —  1). 

Sonach    ist    auch    die    transscendente    Funktion  Ix  die 
Grenze  einer  algebraischen  Funktion  von  x. 

§  6.    Der  Taylorsehe  Satz  für  Funktionen  mehrerer 
Teränderlicheii. 

187.  Ableitung  des  verallgemeinerten  Taylorschen  Satses* 

Ist 

u  =  F(x,  y,0...) 

eine  Funktion  von  m  Yariabelen^  so  entsteht  die  Aufgabe^  die 
Funktion 

tt  +  Am  =  F(x  +  Ä,  y  +  h,  e  -{-l.. .) 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  welche  nach  Potenzen  der  Gröisen 
Ä,  k,  Z . . .  fortschreitet.  Die  Gröfse  u  -|-  Au  ist  der  Wert, 
den  die  Funktion 

U^F{x  +  ht,  y  +  Jct,0  +  lt..,) 
fdr   ^  »B  1   annimmt.     Um   die    gestellte   Aufgabe   zu   lösen, 
wird  es  ausreichen,   U  nach  der  Mac-Laurinschen  Formel  in 
eine  Reihe,  geordnet  nach  Potenzen  von  t,  zu  entwickeln  und 
schliefslich  ^  *«  1  zu  setzen.     Substituiert  man 

X  +  ht  =  i,  y  +  ht  =  ri,  0  +  It  ^  ^ . . ., 
so  hat  man 

oder 

(Nr.  40  und  41),  und  femer,  da  |,  i^,  g . . .  lineare  Funktionen. 
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der  unabhängigen  Veränderlichen  t  sind,  symbolisch  für  jedes 
n  (Nr.  72): 

^•"-{^äi+'^i.+i.pt +■■■)■■ 

Dabei  setzen  wir  voraus  ^  dab  alle  partiellen  Ableitungen  ste- 
tige Funktionen  der  Yariabelen  S>  ^;  S  •  •  •  sind;  dann  sind  sie 
auch  stetige  Funktionen  von  t    Man  hat 

di  —  hdt,  dn  =  kdt,  dt  =  ldt., ., 
also 

dTU       /du ,    ,    du  ,    .    du  j       \« 

und  auf  Grund  der  Gleichung 

dU       du   di       du 

dx  ~  ai '  dx~  di  ^'  *•  ^• 

kann  man  schreiben: 

d*ü       /rdU   .    .du  .    jdU      Y 

Für  ^  «=a  0  erhält  man  U=Uj  und  die  Formel  reduziert 
sich  auf: 

Demnach  ergiebt  die  MM-Laurinache  Formel  für  die  Funk- 
tion U: 


*«-l 


Der   Best   ist   gleich   dem   Produkte   von  —  mit  einem 

d^U 

Werte,  den annimmt,  wenn  man  /  durch  G^  ersetzt,  wo- 

'  d^  '  ' 

bei  6  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Grölse  bezeichnet.   Man 

hat  also 

^        nl\    dx   ^      dy   ^     dz       /ar+Ae/,  y+*e/,  «+ier... 

Die  Indices  x-^-hQt,..  sollen  anzeigen,  dafs  man  in  den  par- 
tiellen Ableitungen  der  Funktion  Uy  x,  y^  Zy...  durch  x-^-h^ty 


(1) 
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ff'{-JcQt...  zu  ersetzen  hat.     Setzt  man  nun  schlielBlich  ^  <»  1 , 
so  hat  man 

(»+A«-«+(4:+*|+,|^...)+i(»g+*l+i|i-)' 

I  +-(5ir.(*£+'l+'»-r+-8"' 

(2)       s.-llHp  +  lct  +  lf  +  -)' 

^  "^  n\\    dx  ^      dy   ^     dz^      /«+eA,  y+e*,  *+e/... 

So  erhält  man  z.  B.  in  dem  Falle  einer  Funktion  F(x,  y) 
Yon  zwei  Variabelen: 


F(.+Ä.,+Ä)=F(.,y)+(Äg+*|f)+^(A«g+2Ä*g+Ä«f;^) 


nnd  der  Bestausdruck  wird: 

Wenn  nun  der  Rest  iZ^  nach  0  konvergiert,  wahrend  n 
unbegrenzt  wächst,  so  ergiebt  die  Gleichung  (1)  die  Taylor- 
sehe  Reihe  fOr  eine  Funktion  von  mehreren  Variabelen,  nämlich: 

(8)    A.-(»g+*|+i^...)+i(»|+*|+,|^...)'  +  - 

Sind  X,  y,  0  , . .  unabhängige  Variabele,  so  sind  die  Diffe- 
rentiale der  Funktion  u 


du^ 

(*!-: 

^     oy 

■•) 

und  symbolisch. 

d*u  «= 

■(^f-: 

'      oy 

••)■- 

also  wird  die  Formel 

(3): 

Am  =  ^^  4-  ^**  +  1!^  +  . . . 

und  hat  die  nämliche  Form  (Nr.  114),  wie  bei  einer  Funktion 
einer  Variabelen. 

Geht  man  auf  die  Bedingungen  zurück,  denen  die  Mac- 
Xattnwsche  Formel  in  dem  Falle  Einer  Variabelen  unterworfen. 
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war^  und  die  bei  der  Bestimmimg  der  totalen  Differentiale 
einer  Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  eingef&hrt  wur- 
den (Nr.  40),  so  erkennt  man: 

Die  Gleichung  (1)  ist  nur  ein  verallgemeinerter  Mittelwerts' 
Satz.  Sie  besteht,  wenn  u  und  äUe  seine  Ableitungen  bis  zur  n^^ 
Ordnung  einsMiefdich  stetig  sind  für  aUe  Werte  x,  y,  z . . . 
0wischen  (x,  y,z ...)  und  (x  +  h, y  +  k, z  +  l, . . .).  Gilt  dies 
fUraUe  nundist  lim  R^  ^^0,  so  gut  auch  die  Gleichung  (3)^  die 

eine  VerdUgemeinerung  des  Taylorschen  Satzes  ist. 

188.    Der   verallgemeinerte   Mao-LanrinBOhe   Sata.     um 

schliefslich  die  Mac-Laurinsche  Formel  fQr  eine  Fimktion  von 
mehreren  Yariabelen  zu  bilden^  setzen  wir  in  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  für  x,y,z.,.  den  Wert  0^  und  schreiben  an  Stelle 
Yon  hjTcjl ,..  die  Grofsen  Xy  y,  z ...  Drücken  wir  endlich 
durch  den  Index  0  aus^  dafs  die  Groben  x^y^  z ...  in  einer 
Funktion  den  Wert  0  erhalten  sollen,  und  durch  den  Index 
QXj^y^^z ...y  dafs  sie  diese  Werte  annehmen ,  so  erhalten 
wir  symbolisch: 


(5) 


und 


+ÄK£).+»(i),+'a-r 


w  s-Ä[«©+»©+'©+-]:... 

189.  Der  Bulersche  Satz  über  Formen.  Dieser  Satz 
wurde  schon  in  Nr.  90  bewiesen;  da  er  jedoch  von  grofser 
Bedeutung  ist,  so  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  hier  noch 
einen  andern  Beweis  zu  geben.    Es  sei 

fyXif  X^y  .  . .  Xm) 

eine  homogene  Funktion  vom  Grade  n  der  m  Yariabelen 
x^yX^,  ...Xm*  Multipliziert  man  alle  Yariabelen  mit  dem  Faktor 
(1  +  «)^  so  erhält  dadurch  die  Funktion  den  Faktor  (1  +  «)»; 
man  hat  also 

f{pi^  +  aXi,  X^  +  aX^,  ...Xnt+  CCXm)  =  (1  +  «)V(a?l,  a?2;  •  .•  a^m). 
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Entwickelt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in  eine  nach 
Potenzen  von  a  geordnete  Reihe ,  so  ergiebt  die  linke  Seite: 

die  rechte  Seite: 

f{x^,x^,...Xrn)[l  +  na  +  '^^a^  +  '''y 

Diese  Beihe^  welche  auch  eine  unendliche  sein  kann,  wenn 
n  nicht  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ist  konvergent^  wenn 
a  <  1  genommen  wird.  Die  beiden  nach  Potenzen  von  a  fort- 
schreitenden Reihen  müssen  identisch  sein;  vergleicht  man  also 
die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  a,  so  ist 

Die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  die  wesentliche  Eigen- 
schaft homogener  Funktionen  aus^  welche  wir  ableiten  wollten ; 
sie  umfafst  alle  folgenden  Gleichungen^  wie  man  leicht  ein- 
sehen kann;  denn  auch  die  partiellen  Ableitungen  sind  homo- 
gene Funktionen.     Allgemein  hat  man  symbolisch: 

and  ist  n  eine  ganze  positive  ZaU  und  h>n,  so  wird 
l     df    ,       df    .  Sf\^fx 


^»a*, 
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§  !•    Fnnktioiien  einer  einzigen  TerBnderlichen« 

140.  Definition  der  Extremwerte.  Es  sei  f{x)  eine 
Funktion  der  Veränderlichen  a:,  und  x^^  irgend  ein  besonderer 
Wert  Yon  x.  Kann  man  eine  positive  Zahl  6  bestimmen,  so 
dafs 

/•('o  +  *)</"(«o) 
wird  bei  allen  Werten  von  A  zwischen  —  6  und  +  6y  so 
sagt  man^  dab  die  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  x  =  x^^  ein 
Maximum  hat.  In  diesem  Falle  ist  f(x^  grofser  als  alle 
Funktionswerte  in  der  Umgebung  von  Xq  und  /(xq)  ein  Maxi- 
mäliveri  von  f{x). 

Kann  man  dagegen  eine  positive  Zahl  6  bestimmen^  so 
dab 

/•(^o  +  A)>/'(*o) 
ist  bei  allen  Werten  von  h  zwischen  —  6  und  +  6,  so  hat 
die  Funktion  f{x)  an   der  Stelle  x  =  x^  ein  Minimum  und 
f{x^  ist  ein  Minimalwert  der  Funktion. 

Hat  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  a?  =  iCo  ein  Maxi- 
mum^ so  wächst  sie,  bevor  x  die  Stelle  Xq  erreicht,  und  nimmt 
ab,  nachdem  x  die  Stelle  Xq  überschritten  hat.  Das  Umge- 
kehrte gilt  für  das  Minimum.  Die  Funktion  f(x)  wächst 
aber  oder  nimmt  ab,  je  nachdem  die  Ableitung  f{x)  positiv 
oder  negativ  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  bei  Funktionen  mit  be- 
stimmter Ableitung  eine  Änderung  vom  Wachsen  zur  Ab- 
nahme, oder  von  der  Abnahme  zum  Wachsen  dadurch  ange- 
zeigt ist,  dafs  f(x)  sein  Zeichen  wechselt.     Diese  Änderung 
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Wenn  dagegen  n  gerade  ist,  so  behalt  diese  Differenz  das 
Vorzeichen  von  /"^"^^o)»  ^^^^  wenn  h  vom  negativen  zum  posi- 
tiven Wert  übergeht;  nnd  in  diesem  Falle  ist  also  /"(icj  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem 

/<-)(a:o)<0,    oder    f^^K^o)>0 
ist    Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satß.  Die  FuvMan  f(x)  erfuOe  in  der  Umgdmng  der 
Stelle  Xq  die  Forderung  S.  Alsdann  hat  sie  an  der  Stelle  x^^x^ 
dann  und  nur  dann  einen  Extremwert,  wenn  die  erste  ßr  x*^Xq 
nicht  verschwindende  JUeitung  van  gerader  Ordnung  ist  f{x^ 
ist  dann  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  jenachdem  jene  Ab- 
leitung für  x*=  Xq  negativ  oder  positiv  ist 

§  2.  Anwendungen« 

148.  Die  Funktion  x'.  Diese  Funktion  ist  ausreichend 
definiert  nur  für  positive  Werte  von  x.  Rückt  x  vom  Positiven 
her  in  die  Stelle  a:  «=  0,  so  nimmt  x'  den  Grenzwert  1  an,  rückt 
a;  in  die  Stelle  -|-  <^9  ^o  ^^^^  ^*  ebenfalls  -f-  oo.    Setzt  man 

y  a^  X',     oder     ly  =  xlx, 
so  folgt  durch  Differentiation: 

y  dx  *      ' 

und  indem  man  nochmals  differentiiert: 

y  dx^        y*\dx/         x 
Die  gemeinsame  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ist  ^  =  0,  oder 

Ix  -j-  1  =  0y    oder    a;  =  ~, 
und  für  diesen  Wert  von  x  ist 

y  dx^ 
Da  also  j-y  positiv  ist,  so  entspricht  dem  Werte  —  ein 
Minimum.  Ein  Maximum  ist  hier  innerhalb  der  Grenzen  n;  «»  0 
und  ic  =  +  <5o  nicht  vorhanden.    Der  Ausdruck  für  ^  zeigt, 
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dab  diese  Ableifamg,  indem  sie  fftr  x  ^^  —  null  wird^  von 
einem  negativen  zu  einem  positiven  Wert  übergeht.  Es  wäre 
daher  nicht  notig  gewesen,  den  Ausdruck  für  j~  zu  bilden, 
um  die  Existenz  eines  Minimums  zu  erschlielsen. 

144.   Die  Funktioii  7?^(a  —  n;)*.    unter  a  verstehen  wir 
eine  positive,  unter  m  und  n  ganze  positive  Eonstante. 

Es  ist 
y  m»  oif^{a  —  xY   und    ^  «=  7f^^^{a — Ä)»~*[ma — {m'{-n)x'\. 

Wachst  Xj  so  wird  die  Ableitung  -^  gleich  0  für  a?  —   ^  , 

und  geht  dabei  von  einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert 

über.    Die  Funktion  y  wird  also  ein  Maximum  f&r 

ma                                na              ■,          x        a  —  x 
Ä  =  — r — »     «  —  J?  ■=   -— i—  f     oder     — «»=    

Die  Ableitung  -^  wird  auch  0  für  rc  =  0,  wenn  m  >  1, 

und  für  a;  -*  a,  wenn  n  >  1.  Aber  sie  ändert,  indem  sie  null 
wird,  nur  dann  ihr  Zeichen,  wenn  der  Exponent  m  oder  n 
gerade  ist.  Alsdann  geht  sie  von  einem  negativen  zu  einem 
positiven  Werte  über.  Die  Funktion  y  besitzt  also  ein  Mini- 
mum für  0?  SB  0,  wenn  m  gerade  ist,  und  für  o? «»  a,  wenn  n 
gerade  ist. 

146.  Problem  von  Fermat.  2^ei  Bäume  sind  durch  eine 
Ebene  P  getrennt  Es  soll  der  Weg  bestimmt  werden j  den  ein 
beweglicher  Tunkt  eurücüegen  mufs,  um  in  der  hürgesten  Zeit 
von  einem  bestimmten  Punkte  A  des  ersten  Baumes  in  einen  be- 
stimmten Punkt  B  des  Bweiten  eu  gelangen, 
wenn  sieh  der  Punkt  im  ersten  Baume 
mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  u,  im 
aweiten  mit  der  konstanten  Greschwindig- 
keit  V  bewegt. 

Der  gesuchte  Weg  setzt  sich  aus 
zwei  Geraden  zusammen,  weil  in  jedem 
der  beiden  Räume  der  von  dem  Punkte 
zurückgelegte  Weg  proportional  der  ver- 
brauchten Zeit  ist;  wenn  also  die  Zeiten  die  kürzesten  sein 
sollen,  so  müssen  auch  die  Wege  die  kürzesten  sein.    Femer 

18* 
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befindet  sich  der  Weg  in  der  Ebene  ÄCDB,  welche  senk- 
recht zur  Ebene  P  durch  die  Punkte  Ä  und  B  gelegt  ist  und 
diese  Ebene  längs  der  Geraden  CD  schneidet.  Denn  betrachten 
wir  die  gebrochene  Linie  AOB,  welche  aufserhalb  der  Ebene 
AGDB  liegty  und  fallen  wir  vom  Punkte  (7,  in  welchem  sie 
die  Ebene  P  schneidet,  QL  senkrecht  auf  CD^  so  werden  die 
Geraden  AL  und  LB  bezüglich  kleiner  als  ^6r  und  GB\ 
folglich  wird  auch  die  Zeit,  welche  der  Punkt  auf  dem  Wege 
ALB  verbraucht,  kleiner  als  die  Zeit,  welche  für  den  Weg 
AGB  erforderlich  ist. 

Dies  festgestellt,  bezeichnen  wir  mit  a  und  h  die  Senk- 
rechten AC  und  BDy  welche  von  den  Punkten  A  und  B  auf 
die  Ebene  P  gefällt  sind,  mit  c  die  Entfernung  CD,  und  mit  x 
die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  H  auf  CD  vom 
Punkte  C.    Es  ist 

AH  =  yx^  +  a\    BH=y{c  —  xf  +  W. 
Demnach  wird  die  Zeit  t,  welche  der  bewegliche  Punkt  ver- 
braucht, um  von  A  nach  B  zu  gelangen: 

Dies  ist  die  Funktion  von  x^  deren  Minimum  gesucht  wird. 
Ein  Maximum  läfst  die  Aufgabe  nicht  zu.  Die  Vorzeichen  der 
Wurzel  sind  positiv,  x  kann  alle  Werte  von  —  c»  bis  +  oo  an- 
nehmen. In  den  beiden  extremen  Fallen  ist  t  positiv  unendlich 
grofs.  Setzt  man  die  Ableitung  der  Funktion  t  gleich  0,  so  folgt: 

(2)  ^ ?= ^-^  —  0, 

^  ^  dx        uV~x''  +  a*         f?y(c-a;)*H-5*  ' 

und  beseitigt  man  die  Wurzelzeichen,  so  wird 

a;V(c  —  xy  +  x^v^h^  —  (c  —  xYu^x^  —  (c  —  x^u^a^  «=  0. 
Die  Unbekannte  x  hängt  also  von  einer  Gleichung  4^  Gra- 
des ab.  Indessen  kann  man,  ohne  diese  Gleichung  zu  losen, 
welche  auch  durch  Quadrierung  der  Wurzeln  eingeführte,  der 
ursprünglichen  Aufgabe  fremde  Lösungen  mit  sich  führt,  die 
geometrische  Eigenschaft  feststellen,  welche  die  gesuchte  ge- 
brochene Linie  charakterisiert.  Konstruieren  wir  KI  senk- 
recht zur  Ebene  P  im  Punkte  H,  und  bezeichnen  wir  mit  % 
den  Winkel  AHK,  mit  r  den  Winkel  IHB,  so  wird: 
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sinr  «= 


.     .        CH  X 

sin  t  —  =  —^--- ; 

AH        Vx^  +  a* 

und  folglich  ergiebt  die  Gleichung  (2),  welche  die  Bedingung 
des  Minimums  ausdrficki^ 

(3)  -•!?-•■--. 

Der  Sinus  des  Einfaüswinkels  steht  also  zum  Sinus  des 
liefräktionswinkels  in  dem  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten, 
mit  denen  sich  der  Punkt  im  ersten  und  zweiten  Baume  be- 
wegt.  Dafs  die  gefundene  Lösung  wirklich  ein  Minimum  liefert, 

lehrt  das  Verhalten  von  j- .    Es  ist  ftlr  jedes  x,  d.  h.  fär  jede 

Lage  des  Punktes  H  der  Geraden  CD: 

dt  X  c  —  X 


dx        uyx*  +  a*        vVic  —  xy  +  b* 
Bezeichnen  wir   mit   i'   und   r'   die  Winkel  AHK  und 
IHBj  welche   einer  allgemeinen  Lage   des  Punktes  H  ent- 
sprechen, so  wird  demnach: 

dt        «iai%         sin  r 
dx  u  V    ' 

Nach  Gleichung  (3)  läfst  sich  dies  in  die  Form  setzen: 

dt  BJnr'  I  sin  %'        sin  %  1 

dx  u      \  sinr'        sinr  / 

Durchlauft  nun   der   Punkt  H  die   Gerade   CD    in   der 

.Richtung  von  C  nach  D,  so  wächst  der  Winkel  i'  beständig, 

während  r'  beständig  abnimmt,  also  wird  bei  dieser  Bewegung 

der  Quotient  - — -,  beständig  wachsen,   und  folglich  ist   die 

rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  negativ,  wenn  der  Punkt  H 
links  von  der  Minimalstelle  liegt,  und  er  ist  positiv,  wenn 
der  Punkt  H  rechts   von  der  Minimalstelle  liegt.    Wächst 

also  X  von  0  bis  a?  =  CD,  so  wird  -,-  vom  Negativen  zum 

Positiven  durch  die  Null  hindurchgehen.  Wir  haben  idso  ein 
Minimum,  wie  proleptisch  das  Problem  fordert. 

146.  Oröfster  und  kleinster  Abstand  eines  Punktes  von 
einer  Kurve.   Es  seien  a  1^ld  h  die  Koordinaten  des  gegebenen 
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Panktes  Mq  in  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Azen;  x  nnd  y  die 
Koordinaten  der  Punkte  M  auf  der  gegebenen  Kurve.  Die  Ordi- 
nate y  ist  eine  bestimmte  gegebene  Funktion  von  x,  und  das 
Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  M^ia,  b)  von  einem  Punkte 
M(x,y)  ist 

(1)  ^^(x-ay  +  iy-by. 

Es  bandelt  sich  darum,  die  Maximal-  und  Minimalwerte  dieser 
Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Man  hat 

Die  Bedingung  j-  «»  0  des  Maximum  oder  Minimum  ist  hier 
(3)  (a:_a)  +  (y-ft)J|  =  0, 

x  —  adx 
-  ^^^  ist  der  Bichtungskoeffizient  der  Yerbindungsgeraden 

des  gegebenen  Punktes  Mq  mit  dem  gesuchten  Kurvenpunkte  M, 

^  der  Bichtungskoeffizient  der  Tangente  im  Punkte  M.    Die 

Gleichung  drückt  also  aus,  dafs  die  Yerbindungsgerade  eine 
Normale  der  gegebenen  Kurve  sein  muTs. 

Ist  ein  Punkt  M  durch  die  Gleichung  (3)  bestimmt,  so 
gehört  er  zu  einem  Maximum  oder  einem  Minimum  der  Ent- 

femung,  je  nachdem  ^— ,  positiv  oder  negativ  wird.    Wenn  aber 

^— ä  null  wird,  so  mufs  man  zu  den  höheren  Ableitungen  über* 

gehen,  um  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keins  von  beiden  stattfindet.     Dieser  letzte  Fall  tritt  im 

Besonderen  dann  ein,  wenn  ^-^  null  wird  und  ^,  von  0  ver- 
schieden ist;  von  ünstetigkeiten  sehen  wir  hier  ab. 

Ist  nun  ir\  an  der  fraglichen  Stelle  gerade  null,  so  haben 
wir  nach  (2)  ein  Minimum;  ist  aber  j^  =f=  0,  so  denken  wir 
uns  die  Gerade  M^M  konstruiert,  und  lassen  nun  den  Punkt  M^ 
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alle  möglichen  Lagen  auf  ihr  einnehmen;  dann  wird  es  eine 
Lage  W  geben;  för  weli^he  j^  null  wird.  Nennt  man  x'y' 
die  Koordinaten  dieses  Punktes  JIT^  so  hat  man 

i  +  ßÖ'+f'-^ofj-o, 

und  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  kann  also  in  der  Form 
geschrieben  werden: 

2  dx'       \r  ~  \dx/  Jy  —  y'^ 

Hieraus  folgt,  dafs  der  Wert  iU^Jf  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  sein  wird,  je  nachdem  b  —  y'  und  y  —  y' 
gleiche  od^r  verschiedene  Zeichen  haben.  Mit  anderen  Worten: 
es  findet  ein  Minimum  statt^  wenn  der  Punkt  M^  zwischen  M 
und  M'  sich  befindet,  im  anderen  Falle  ein  Maximum.  Der 
Punkt  lit  ist,  wie  wir  später  (Nr.  198)  sehen  werden,  nichts 
anderes  als  der  Krümmungsmittelpunkty  welcher  zum  Punkte  M 
der  gegebenen  Kurve  gehört. 

147.  Die  Kurve  der  vorigen  Nummer  ist  ein  Kreis. 
Nehmen  wir  an,  dais  die  gegebene  Kurve  ein  Kreis  ist  mit 
der  Gleichung  x"  +  y^  ^  R''', 

indem  man  diese  Gleichung  differentiiert,  wird 

-+y-/i-o>  i+(jr)"+»i»-o. 

Die  Gleichung  (3)  der  vorigen  Nummer  wird  also 

sie  stellt  die  Gerade  dar,  welche  den  gegebenen  Punkt  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises  verbindet,  und  diese  schneidet 
die  Peripherie  in  zwei  Pxmkten,  von  denen  der  eine  zu  einem 
Minimum,  der  andere  zu  einem  Maximum  gehört.  Der  mit  JtT 
bezeichnete  Pxmkt  ist  nämlich  hier  der  Mittelpunkt  des  Kreises; 
denn  seine  Koordinaten  x'y'  genügen  den  Gleichungen 

t-2:-0M.d  ,+gD-+(y-rtÖ-0.  .1.0  -„'g-0, 

also  ist  x'  =^0  und  y'=  0;  und  man  erhält 


1  d^ 

2  dx* 


200  Sechstes  Kapitel. 

Daraus  folgt,  daCs  j— ,  positiv  oder  negativ  wird,  je  naclidem 
b  und  y  von  gleichem  oder  verschiedenem  Zeichen  sind. 

148.  Die  Kurve  der  NiunmeT  146  ist  eine  Ttanmlnirve, 
Ist  die  gegebene  Kurve  eine  doppelt  gekrümmte,  oder  liegt, 
falls  sie  eben  ist,  der  gegebene  Punkt  nicht  in  ihrer  Ebene,  so 
hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  im  Baume  anzu- 
wenden. Das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  MQ{a,  5,  c) 
von  einem  Kurvenpunkte  M(Xf  y,  e)  wird 

„_(a;_a)«  +  (y-6)«  +  (*-c)«, 
und  y  und  $  sind  gegebene  Funktionen  von  x\  femer  hat  man 

-[i+©'+ai+(,-»)S:+(.-c)g. 

Die  Punkte  mit  den  Koordinaten  Xy  y,  jSy  welche  zu  einem 
Maximum   oder   Minimum   gehören   können,    sind   durch   die 

Gleichung  5-  *"  0  gegeben,  oder 

(^-a).+  (j,-&)^  +  (,-c)g  =  0, 

mit  der  man  die  beiden  Gleichungen  der  gegebenen  Kurve  zu 
verbinden  hat.  Betrachtet  man  a,  b,  c  als  variabele  Koordinaten, 
Xf  y,  B  als  feste  Grolsen,  so  ist  dieses  die  Gleichung  einer 
Ebene,  welche,  wie  später  gezeigt  wird,  normal  zur  gegebenen 
Kurve  ist,  d.  h.  senkrecht  steht  zur  Tangente  des  Kurven- 
punktes M.  in  diesem  Punkte.  Um  nun  das  Maximum  imd 
Minimum  zu  unterscheiden,  bemerken  wir  vor  allem,  dals  ein 

Minimum  immer  dann  stattfinden  wird,  wenn  (y  —  V)  -~^ 
+  (^  —  ^-Ä~t  verschwindet,  d.  h.  wie  wir  später  sehen  werden^ 

wenn  M^  auf  der  durch  M  gehenden  Binormalen  liegt  (Nr.  264). 
Ist  aber  jener  Ausdruck  nicht  null,  so  bezeichnen  wir  mit  x'  y'  b' 
die  Koordinaten  des  Punktes  M\  welcher  auf  der  Geraden  M'M! 

liegt  und  welcher  den  Ausdruck  ^— |  zu  null  macht,  wenn  in 

ihm  (a,  6,  c)  durch  {x\  y\  sT)  ersetzt  werden.  Dieser  ist  durch 
die  Gleichungen: 


Theorie  der  Mazima  and  Minima.  201 

1  +  ©■+  0'+(^-y'>ii+  c-'OS-o, 


X  —  a         y  —  ö        i 


=  y^^ « 


X  —  X         y  —  y         e  —  e 
bestinunt.     Mit   Hülfe    der    hieraus    berechneteii  Werte    der 
(x',  y%  a')  kann  man  fQr  den  gegebenen  Punkt  (a,  h,  e)  dem 

Ydx*  ^^  I'orni  geben: 

Folglich  wird 

g>0,    oder     g;<0, 

je  nachdem  a  —  x'  und  x  —  x'  von  gleichem  oder  ungleichem 
Zeichen  sind;  hieraus  folgt ,  daCs  ein  Minimum  stattfindet; 
wenn  die  Punkte  M^  und  M  auf  derselben  Seite  der  von  den 
Punkten  M'  in  der  Normalebene  gebildeten  Geraden  liegen^ 
dagegen  im  andern  Falle  ein  Maximum.  Die  von  den  Punkten  M' 
gebildete  Gerade^  welche  auch  als  Schnitt  zweier  benachbarten 
Normalebenen  definiert  werden  kann,  heilst  die  zum  Kurven- 
punkte  M  gehörige  Krümmungsaxe  (Nr.  263). 

Liegt  der  Punkt  Mq  auf  der  Krümmungsaxe,  ist  also 


S-Ei+ßÖ+G-JI+f^-C^+c-C--». 


und 

2 

so  mufs  noan  die  dritte  Ableitung  bilden.    Diese  wird 

2  dx*  ^dx^dx^^  dx^dx  ^  ^  ^Ux^  ^  ^^  ^Ux^ 
Nur  wenn  für  die  Koordinaten  b  und  c  auch  dieser  Ausdruck  0 
wird,  kami  die  Entfernung  MqM  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum sein.  Dieser  besondere  Punkt  auf  der  Krümmungsaxe 
ist  der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  des  Punktes  M 
(Nr.  276).  Für  jeden  andern  Punkt  auf  der  Axe  findet  weder 
ein  Minimum  noch  ein  Maximum  statt. 

140.  Nebenbedingongen  in  Gestalt  von  Ungleichlieiten. 
Bisweilen  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des  grofsten 
und  des  kleinsten  Wertes,  welchen  eine  Funktion  f(x)  der 
Yariabelen  x  annimmt,   während  x  nur  zwischen  gegebenen 
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Grenzen  a  und  h  variiert.  Solch  ein  Maxinium  oder  Minimam 
heifst  ein  relatives,  um  die  Frage  zu  losen,  hat  man  die 
Änderungen  der  Funktion  f{x)  mit  Zuhilfenahme  ihrer  Ab- 
leitung zu  untersuchen.  Bleibt^  wahrend  x  von  a  bis  6  yariiert, 
die  Ableitung  endlich  und  stets  von  gleichem  Vorzeichen,  so 
sind  die  relativen  Mazima  und  Minima  die  extremen  Werte 
f{a)  und  f(V).  Hat  die  Funktion  mehrere  Mazima  und  Minima 
innerhalb  der  betrachteten  Grenzen,  so  wird  der  grörste  unter 
den  Maximalwerten  das  Maximum  Maximorum  und  der  kleinste 
unter  den  Minimalwerten  das  Minimum  Minimarum  genannt. 
In  diesem  Fidle  genügt  das  Maximum  Maximorum  den  früheren 
Bedingungen,  wenn  es  die  extremen  Werte  f{a)  und  /*(&)  über- 
trifft, desgleichen  das  Minimum  Minimorum,  wenn  es  kleiner 
ist  als  diese  extremen  Werte. 

Handelt  es  sich  bei  einer  Aufgabe  um  die  Bestimmung 
eines  Maximums  oder  Minimums,  und  trifft  man  dabei  solch 
eine  Wahl  der  Yariabelen,  daCs  die  unabhängige  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  bleibt,  so  kann  es  eintreten,  dafs  für  die 
Funktion,  deren  Maximum  oder  Minimum  gesucht  wird,  nur 
ein  relatives  Maximum  oder  ein  relatives  Minimum  vor- 
handen ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Aufgabe  der  Nr.  147,  bei  der  es 
sich  um  die  kürzeste  oder  längste  Entfemimg  eines  Punktes 
von  einem  Kreise  handelt.  Wenn  wir  die  Abscissenaxe  durch 
den  gegebenen  Punkt  legen,  so  ist  das  Maximum  oder  Mini- 
mum des  Ausdruckes 

V=  {x  —  a)«  +  y» 

zu  bestimmen.  Gemäls  der  Gleichung  des  Kreises  ist  aber 
y*  SS  ü^  —  x*^  und  man  hat  also 

F—  (a;  —  a)«  +  i?  -  x\ 
oder 

F=B*  +  a*  — 2aa;. 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  diese  Funktion  Vy  welche  in  x 
linear  ist,  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hat,  wenn 
X  unbeschränkt  ist.  Für  unsere  Aufgabe  erfordert  indessen 
die  Gleichung  des  Kreises  y  ^=yR^ — ^,  dafs  die  unabhängige 
Veränderliche  x  zwischen  —  B  und  +  iJ  bleibt.     Nehmen  vrir 
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a  positiv  an,  so  wird  das  relative  Minimum  und  das  relative 
Maximum  von  V 

(a  —  By    und    (a  +  Ry, 
die  eztiremen  Werte  a?  =■  —  jR  und  x  «»  +  jR  geben  also  die 
Losung-  der  Aufgabe. 

150.  Die  Funktion  ist  implicite  dnzoh  eine  Gleichung 
gegeben.  Ist  eine  Funktion  y  mit  der  Variabelen  x  durch 
eine  Gleichung 

(1)  /•(«,y)-=o 

Terbonden,  so  folgt  durch  Differentiation 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  verlangt, 
dals  ^null  wird;  man  hat  also: 

dl    ■ 

(3)  ^■-^^ 

ry 

Bestimmt  man  die  gemeinsamen  Lösungen  {x^yy^fixi^y^... 
der  Gleichungen  (1)  und  (3),  so  sind  die  Werte  von  a?,  welche 
zu  Maximal-  und  Minimalwerten  von  y  gehören,  in  der  Reihe 
x^y  x^.. .  enthalten.  Wir  sehen  hierbei  von  den  Maximis  und 
Minimis  ab,  welche  zu  Werten  von  x  gehören  können,  fOr  die 

^  nicht  mehr  stetig  bleibt. 

Es  kann  auch  eintreten,  dafs  die  beiden  Gleichungen 

W  1-^  =  0,    |-^»o 

gemeinsame  Lösungen  besitzen,  welche  zugleich  auch  der 
Gleichung  (1)  genügen.  Für  solche  Werte  von  x,  denen  ein 
Wert  y  entspricht,  der  zugleich  die  Gleichungen  (1)  und  (4) 

erfüllt,  kann  der  Wert  von  ^  nicht  mehr  aas  der  Gleichung  (2) 

berechnet  werden.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  diese  Be- 
merkung, die  späterhin  gelegentlich  der  Untersuchung  singulärer 
Pmikte  einer  Kurve  (Nr.  181  flf.)  weiter  ausgeführt  werden  wird. 
Um  nun  zu  entscheiden,  ob  eine  Losung  der  Gleichungen 
(1)  und  (3)  wirklich  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gehört, 
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mxxb  man  zu  den  höheren  Ableitungen  von  y  übevgehen.    Die 
Differentiation  der  Gleichnng  (2)  ergiebt: 

a«»  "^  ^  dxdydx"^  dy^\dx)  "*"  dydx*       "' 
und  da  ^-  null  ist,  so  hat  man,  wenn  ^   l    und  g-i  endlich 

bleiben  und  ^  4=  0  ist:  2, - 

ci^y  _  _  dxj^ 
dx^  "~         _a/^  ' 

^y 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes,  in  welchem  man  das 
gefundene  Wertsystem  {x^,  y^),  (x^^  Vi)  •  •  •  zu  substituieren  hat^ 
entscheidet   über  das  Maximum   oder  Minimum.     Wird   aber 

~  gleich  null,  so  hat  man  die  Untersuchung  nach  der  Theorie 

der  Nr.  142  weiter  zu  führen. 

161.  BeispieL  Das  Maximum  der  Funktion  y  0u  bestimmen^ 
welche  dwrch  die  Gleichimg 

f{x,  y)  —  y«  —  Sarry  +  ar*  —  0 
definiert  ist,  tvo  a  eine  positive  Konstante  bedeutet. 

Es  ist 

und  die  Elimination  von  y  zwischen  den  Gleichungen 
giebt: 


f{x,y)  =  0     und     g-0 


x^  —  2a^x^  =  0, 
oder 

o;  =  0    und    x  ««  af^2. 

Die  entsprechenden  Werte  von  y  sind: 
y  «=»  0    und    y  =■  af^4. 

Das  erste  System  o; «»  0,  y  «»  0  macht  auch  -J-  zu  null 
und  gehört  zu  einem  singulären  Punkte;  das  zweite  System 
(x  <—  af^2,  y  "»  a)^4)  liefert  ein  Maximum;  denn  es  ist 

d*y  ^  _  dx^  ^  ^nl^  ^  ZI? 
die'  a/"         y*  —  aic  a 
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162.  Die  Fniüctioii  ist  implioite  duzoh  mehrere  Glei- 
ohimgen  gegeben.  Wir  wollen  noch  den  allgemeinen  Fall 
betrachten,  bei  welchem  m  +  1  Vaiiabele  Xy  x^,  x^j  .  ,  ,  Xm 
dnrch  m  Gleichungen  mit  einander  yerbunden  sind: 

fl{x,Xi,X^,...Xm)  =  Of 


(1) 


und  nehmen  an,  dafs  die  Maximal-  und  Minimalwerte  Ton 
einer  dieser  Variabelen,  z.  B.  o^,  zu  bestimmen  sind.  Eine  unter 
den  Yariabelen,  z.  B.  Xj  läfst  sich  zur  unabhängigen  wählen. 
Dabei  lassen  wir  die  Werte  Ton  Xj  für  welche  die  Ableitung 

-^  etwa  unstetig  wird,  bei  Seite.  Die  Bedingung  des  Maxi- 
mums und  Minimums  wird  nun 


dXi 
dx 


0    oder    dx^  —  0. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 


(2) 


^A  dx4-Adi  4- 
dx  "*  +  dx,  "'»  + 


dx. 


dXfn  =  Of 


\  l  m 

Bezeichnet  man  mit  X^  die  Determinante: 


dx^  dx^ 
8»j  dx^ 

ox^  dx^ 

^4 

'-cx^' 

und  durch  X  die  Determinante ,  welche  aus  ihr  herrorgeht, 
wenn  man  die  Elemente  der  ersten  Kolonne  bezüglich  durch 
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dx'  dx  *       '  dx 
ersetzt,  so  ist  das  Resultat  der  Elimination  der  Differentiale 
dx^ . . .  dXm  ans  den  Gleichnngen  (2) 

(3)  Xdx  +  X^dx^  —  0. 

Man  hat  also  für  ein  Mazimnm  und  Minimum 

(4)  1  =  0. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  m  Gleichungen  (1), 
so  erhält  man  ein  System  fn  -f-  1  simultanen  Gleichungen, 
deren  gemeinsame  Losungen  zu  bestimmen  sind. 

Dabei  kann  es  eintreten,  dafs  die  Gleichungen  (1)  für  ge- 
wisse Werte  der  Yariabelen  zusammen  mit  den  Gleichungen 

X  — 0,     Xi=0 
erfüllt  sind;  dieser  Fall  ist  ebenso  wie  der,  daCsi  Z|  <»  0  ist 
jedesmal  besonders  zu  untersuchen. 

Um  nun  die  Scheidung  zwischen  den  Mazimis  und  Minimis 

zu  treffen,  hat  man  den  Ausdruck  f&r  -r-^  zu  bilden,  und  za 

diesem  Zwecke  wird   man  die  Gleichunge/i  (3)  differentiieren. 

Man  erhält  aus  ,  ^ 

aa?i        X 

~dx^       X ' 

dX      ^dX, 

d*Xi  ^  dx dx_ 

'd^~~  X,* 

dx             dx 
Hier   treten  rechts   die   Ableitungen  -j^ , ^  auf.    Ihre 

Werte  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  zu  substituieren.  Man 
kann  auch  die  Gleichungen  (2)  total  nach  x  differentiieren 
und  durch  Elimination  der  Differentiale  d^x, ,  . . .  d^Xm  die 
Gleichung  für  {Pa?i  bilden.  In  welcher  Weise  man  weiter  zu 
gehen  hat,  falls  die  Ableitungen  höherer  Ordnung  zu  betrachten 
sind,  ist  leicht  zu  sehen. 

158.    Nebenbedingungen   in   Gestalt    von    Gleichungea. 

Die  vorstehende  Untersuchung  ist  allgemein  und  umfaCist  auch 

den  Fall,  in  welchem  die  Maxima  und  Minima  einer  expliciten 

Funktion 

F(x,  iCj  ,  . . .  Xm-i) 
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▼on  m  Yariabelen  zu  bestimmen  sind,  welche  durch  m  —  1 
Gleichmigen 

f^{x,  Äj,  ...a:«_i)  — 0, 

f^{x,  x^,  ...a:m-i)='0.../'„-i(x,  a;,,  . . .  a;„_i)  —  0 

mit  einander  yerbunden  sind.  Denn  fügt  man  diesen  Glei- 
chungen noch  die  folgende  hinzn: 

•    U'-FiX,  X^y  ....  x„-i)  — 0, 

so  hat  man  ein  System  Ton  m  Gleichungen,  mit  m  -|-  1  Ver- 
änderlichen,  und  es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der 
MaTJma  und  Minima  Yon  einer  dieser  Yariabelen;  nämlich  u, 
was  die  in  der  Torigen  Nummer  gelöste  Aufgabe  ist. 

§  3.  Funktionen  yon  mehreren  TerSnderliclien. 

164.  Deflnitioii  der  Extremwerte«  Es  sei  f(Xy  y,0, . . .) 
eine  Funktion  von  mehreren  unabhängigen  Yariabelen  Xyyye^.,. 
Man  sagt^  dals  diese  Funktion  ein  Maximum  hat  an  der  Stelle 
X  s»  x^y  y  "^  Vo'  ^  *"  ^07  •  *  «9  wenn  eine  positive  Zahl  6  ge- 
funden werden  kann^  so  dals  die  Differenz 

/*(^o  +  A,  yo  +  *;  ^0  +  ^^  •  •  •)  — /"(«o;  »o,  ^o;  •  •  0 
negativ  ist  för  alle  Ä,  h,  ?,  . . .  zwischen  —  6  und  +  6. 
f{^07  Vo*  ^0)  •  •  0  ^^  ^'"^  ^^^  gröljste  Funktionswert  unter  allen 
in  der  UmgebuAg  der  Stelle  a;  ==  ar^ ,  y  =  y^ ;  ^  ==^  ^o ;  •  •  •  ^^^ 
dagegen  fix^^y^je^  unter  allen  Funktions werten  in  der  Um- 
gebung, der  Stelle  x^^  x^^  y  '^y^y  b  =  e^, . . .  der  kleinste, 
so  hat  f  dort  ein  Minimum. 

Es  sei  x=^  Xq,  y  =  yo  >  •  •  •  ®"^®  Stelle,  an  der  f(x,  y,  üt,  . . .) 
ein  Maximum  o^er  Minimum  besitzt,  und  es  erftllle  f  nebst 
seinen  ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  jener  Stelle  die 
Forderung  95.  Wir  erteilen  jetzt  y,  ^, . . .  die  besonderen  Werte 
y  =  y©?  ^  =  ^0?  •  •  •  I^ö  Funktion  f(x,  y^,  jer^, . . .)  hängt  als- 
dann nur  von  der  Yariabelen  x  ab,  und  da  sie  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird  fttr  a;  =  ic^,  so  wird  die  Ableitung 

^f{x,yo,z^  .  .  .) 
dx' 

null  für  o;  =  n?o.    Also  mufs  bei  unseren  Annahmen  die  partielle 
Ableitung'  der  gegebenen  Funktion  nach  rr,  nämlich 
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df(x,y,e  .  .  0 
dx 

null  sein  oder  unstetig  werden  für  x '^  x^^  V^^Vo}  ^="^0- 
Dieselbe  Überlegung  bezieht  sich  auch  auf  die  partiellen  Ab- 
leitungen: 

df(x,  y,  g  .  . .)        dfjx,  y,e..,) 

dy  '  Si  ' 

und  folglich  gehören  die  Werte  von  x,y,0...,  denen  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  der  Funktion  f  entspricht^  zu 
denjenigen,  für  welche  das  totale  Differential  df  dieser  Funk- 
tion null  wird,  oder  eine  Unstetigkeit  erleidet. 

156,  Kotwendigea  und  hinreioliendeB  Xriteriiun  für  die 
Existens  eines  Bztremwertes.  Wie  bei  den  Funktionen  Einer 
Veränderlichen,  so  bietet  auch  bei  den  Funktionen  mehrerer 
Veränderlichen  der  Tayhrsche  Satz  ein  Mittel,  die  Unter- 
suchung der  Extremwerte  Ton  Funktionen  noch  mehr  ins 
Einzelne  durchzufahren.  Freilich  ist  dabei  von  vorne  herein 
zu  bemerken,  dafs  die  Resultate  hier  weit  weniger  befriedigend 
ausfallen  als  bei  den  Funktionen  Einer  Veränderlichen. 

Die  Funktion  f(x,  y, . . .)  besitze  an  der  Stelle  x^^  x^, 
y  «>  y^ , . . .  einen  Extremwert;  etwa  ein  Minimum,  um  die 
Ideen  zu  fixieren.  Sie  erfiille  femer  in  der  Umgebung  jener 
Stelle  die  Forderung  83.  Alsdann  ist  für  alle  Werte  hfk,l,... 
in  der  Umgebung  der  Stelle  Ä  «=»  0,  Ä  =  0, . . .: 

f(^o  +  *,  yo  +  *>•-•)  —  fi^o,  Voy . . .)  >  0- 
Ist  umgekehrt  diese  Differenz  fElr  alle  A,  X;,  2,  ...  in  der 
Umgebung  der  Stelle  A  «=  0,  %  <«  0, . . .  positiv,  so  besitzt 
fix,y,...)  ein  Minimum  an  der  Stelle  a?  =  a:^,  y  =  yo;««- 
Entwickelt  man  aber  f(xQ  +  h,  yo  +  *; . .  •)  nach  Potenzen 
von  Ä,  Ä, . . .,  so  wird: 

(i)r(«o+A,yo+*,-)-/-(^o,yo,-)=n(&+l^*+")^,,.,.+^- 

Die  Indices  in  der  Klammer  rechter  Hand  deuten  an,  daJb 
man  in  ^,  J-,  ...  für  x^  y,, ..  die  Werte  x^,  yo,  • . .  ein- 
setzen soll.  R^  hatten  wir  in  der  symbolischen  Form  dargestellt: 

^       2\  \dx       *    ay       '         /»o+^»,y^+^*,... 
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Hierin  maus  nach  erfolgter  Qaadrierung  {dfy  durch  ^/'.er- 
aefczt  und  dann  in  die  so  entstehenden  Ableitungen  2^'  Ord- 
nung für  x,y,...,  ^0  +  ^^9  Vo  +  ^^;  •  •  -  eingesetzt  werden. 
Nun  yerschwinden  aber  nach  den  Entwickelungen  der 
Yorigeu  Nummer  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sämtlich  an  der  Stelle  x^^  Xq,  ff  ^*yo,  • "]  es  ist  dort: 

(2)  1^  =  0,     1^-0,... 

Also  wird  die  Gleichung  (1)  einfach: 

f(^o  +  *,  yo  +  *;•••)  —  fO^of  yo;  •  •  •)  =  -^2  • 
Besitzt  daher  /'an  der  Stelle  x  —  Xq,  y  ■»  Vo;  >  *  -  ^üi  Minimum, 
so  muls  R^  positiy  sein  f&r  alle  Stellen  h,1c,lj. , .  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  A  <»  0,  k=^0,...  Umgekehrt,  hat  iZ,  diese 
Eigenschaft;  so  besitzt  f  an  der  fraglichen  Stelle  ein  Minimum. 
Besitzt  hingegen  12,  für  alle  Stellen  h,  k,  l,  , . .  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  Ä  =  0,  Ä  ««  0,  . . .  nur  negative  Werte,  so 
wird  f  an  der  Stelle  x  ^^  x^^  y  =  y^^  . . .  ein  Maximum  und 
umgekehrt.  Kami  aber  R^  in  der  Umgebung  der  Stelle  A  ==  0, 
X;  =  0, . . .  sowohl  positive  als  negative  Werte  annehmen,  so 
existiert  an  der  Stelle  {x^,  yo7  *  •  0  weder  ein  Maximum,  noch 
ein  Minimum.    Es  gilt  somit  der 

Sats.  Die  Funktion  f(Xf  y, . . .)  erftäle  in  der  ümgdning 
der  Stelle  a;  =  a;^,  y  =  yo;  •  •  •  ^^  Forderung  S.  Damü  die 
Funktion  f  an  jener  Steüe  einen  Extremwert  besitze,  sind  ewei 
Bedingungen  notwendig  und  hinreichend: 

Einmal  müssen  an  jener  Stelle  aMe  ersten  Ableitungen  ver- 
schufinden: 

Zu?eitens  mufs  der  Äusdnuic: 

welcher  in  der  Entwickelung  von  f  nach  Fotenzen  der  h,k,. , . 
auftritt,  für  alle  h,  k,.. ,  in  der  Umgebung  der  Stelle  A ««  0, 
2; «»  0, . . .  sein  Zeichen  behalten. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  entspricht  dem  negativen 
Vorzeichen  von  B^  ein  Maximum,  dem  positiven  ein  Minimum. 

Sorret,  Diff.- n.  Integral-Bechnimg.   I.    2.  Aufl.  14 
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156.  Kotwendiges  Kriteritun  für  die  Bzistens  eines 
Extremwertes.  Das  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Exite- 
rium  ist  praktisch  häufig  unbrauchbar.  Demi  ganz  abgesehen 
yon  den  Schwierigkeiten,  die  es  hat  im  einzelnen  Falle  zu 
entscheiden,  ob  der  Ausdruck  iZ,  sein  Zeichen  behält,  so  stört 
auch  der  Umstand,  daüs  die  Gröfse  &  ihrem  Werte  nach  un- 
bekannt ist  und  dals  man  nur  weils,  dais  sie  zwischen  0 
und  1  liegt. 

Man  wird  daher  um  die  Extremwerte  einer  Funktion, 
die  die  Forderung  89  erfQllt,  zu  finden,  sich  meist  mit  der 
Auflösung  der  Gleichungen  begnügen  müssen: 

dx  ^'  dy  ^'"'^ 
deren  Zahl  mit  der  der  Unbekannten  rr,  y, . . .  übereinstimmt. 
Die  Entscheidung,  ob  einem  Losungssysteme  x^^x^,  y^^y^^,,^ 
ein  Extremwert  entspricht  und,  wenn  das  der  Fall  ist,  ob  er 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  kann  dann  häufig  im  ein- 
zelnen Falle  aus  der  Natur  der  Aufgabe  gefolgert  werden. 

Immerhin  möge  ein  neuer  Weg  hier  zur  Bestimmung  von 
Extremwerten  eingeschlagen  werden,  welcher  uns  verhältnis- 
mäfsig  einfache  notwendige  Kriterien  für  das  Maximum  und 
Minimum  liefert. 

Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  in  f  ein: 

x  =  x^  +  hty     y  =  yo  +  *^^--- 
Dadurch  wird  f  eine  Funktion  von  t\ 

f{x,  y, . . .)  -  /*(^o + Ä^  vo  +  *^ . .  0  -  m- 

Besitzt  nun  f  als  Funktion  Ton  x,y,,..  an  der  Stelle  x=^Xq, 
y  es  y^^ . . .  ein  Maximum  (Minimum),  so  besitzt  auch  F  als 
Funktion  yon  t  an  der  Stelle  ^  =  0  ein  Maximum  (Minimum), 
und  zwar  gilt  dies,  welches  auch  die  Werte  A,  A:,  • . .  sein 
mögen,  wenn  sie  nur  in  der  Umgebung  der  Stelle  h  ^^0, 
J  ■=  0, . . ,  liegen.  Besitzt  nun  F(t)  an  der  Stelle  ^  =  0  einen 
Extremwert,  so  ist,  wenn  wir  wieder  von  den  Fallen  der  Un- 
stetigkeit  absehen: 

-r(0)  — 0 

und  für  ein  Maximum  ist  F'\0)  nicht  positiv,  für  ein  Minimum 
JP"(0)  ^^^^  negativ. 
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Nun  ist  aber  symbolisch: 

no)' 

■e^»+r. 

*  +  • 

'«.ifci 

jr(o)- 

■(F.'+F, 

i  +  . 

•■)' 

• 

Also 

mnls   für 

alle   h,  Je,  . 

.  .    an   der 

Stelle  X  =«  a:^, 

(1) 

'»o^- 

.  sein: 

*  +  a-i*  + 

...= 

0. 

Dies  fährt  auf  die  alten  Oleichnngen  (2)  der  yorigen 
Nnnmier. 

Anberdem  mafB  aber  noch  sein: 

(2)    (|^Ä  +  |^Ä+-..)*^0  für  da8Max.u.^0ftlr  dasMin. 

Um  diese  Bedingungen  einfacher  schreiben  zu  können^ 
setzen  wir  h  <»  dx.  Je  =^  dy,. . .]  dann  wird  der  Ausdruck  (1) 
dieser  Nummer  das  totale  Differential  erster  Ordnung  df  und 
der  Ausdruck  (2)  dieser  Nummer  das  totale  Differential  zweiter 
Ordnung  d^f.    Also  gilt  der 

8at0.  f{Xy  y, . . .)  erfülle  m  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  x^y 
y  =^yoj. ' .  die  Forderung  S9.  Soll  f  an  jener  Stelle  ein  Maximum 
(Minimum)  sein,  so  mufs  dort  das  totale  Differential  erster  Ord- 
nung für  beliebige  Werte  der  dx,  dy, . . .  verschwinden: 

df^O, 
und  das  totale  Differential  eweiter  Ordnung  darf  an  jener  Stelle 
ebenfalls  für  wiOkürliche  Variäbde  dx,  dy,., .  nie  positiv  (nie 
negativ)  sein    Es  mufs  also  sein 

Für  das  Max.:  cPf^O,      für  das  Min.:  cPf^O. 

157.  Kriterium  fOr  einen  Spezialfall.  Sucht  man  die 
Extremwerte  einer  Funktion  f(x,  y)  von  zwei  Veränderlichen, 
so  kommt  man  meist  mit  dem  folgenden  Satze  aus: 

Sat0.  Die  Funktion  f(x,  y)  erfülle  in  der  Umgebung  der 
Stelle  X  —  Xq,  y  =  yo>  •  •  •  ^^  Forderung  S.  Ihre  drei  Ab- 
leitungen 0weiter  Ordnung  seien  an  jener  Stelle  nickt  alle  null. 
Dann  besitst  f{x,y)  an  jener  Stelle  einen  Extremwert,  wenn 
einmal  die  partidlen  Ableitungen  erster  Ordnung  dort  verschwinden: 

m  ^  =  0-^  =  0 

^^)  dx       ^'     dy       ^' 

14* 


212  Secfaütes  Kapitel 

und  wenn  sodann  der  Ausdruck: 

^^^  dx^  dy*        \dxdyl 

an  jener  SteUe  positiv  ist.  Und  sswar  hat  man  ein  Maximum 
oder  Minimum,  je  nachdem  für  x  >=  x^,  y  =  y^: 

0<O    oder    0>O 
ist 

Hat  hingegen  der  Ausdruck  (2)  an  der  SteUe  x^^Xq, 
y  =  yo  ^^  negatives  Zeichen,  so  existiert  kein  Extremwert^  ist  er 
null,  so  bleibt  die  Existene  eines  Maximums  oder  Minimums 
unentschieden. 

Um  diesen  Satz  zu  erweisen^  nehmen  wir  zonädist  an^ 
der  Aufidmck  (2)  ist  positiv. 

An  der  Stelle  (x^,  y^)  wird: 

fi^o+hyo+J(^)—fi^o>yQ)'^ii{rxxh^+^rxy^^ 

Da  (2)  positiv  angenommen  ist,  so  ist  fZe  an  der  Stelle 
(Xo,yo)  nicht  null.  Da  f^  stetig  sein  soll  in  der  Umgebung 
von  (xq,  y^),  so  hat  es  für  a;  =  a:^  +  dÄ,  y  =  y^^  -f-  ^i  dasselbe 
Vorzeichen  wie  an  der  Stelle  (Xq,  y^),  sobald  nur  |  h  \  und  |  k  | 
hinreichend  klein  gewählt  sind.     Wir  können  also  setzen: 

fi^o  +  A;  yo  +  *)  —  f(.^o>  Vo) 

Da  für  X  '^  Xq,  y  =  y^  der  Ausdruck  (2)  positiv  ist,  so  gilt 
Gleiches  für  a;  =  fl?o  +  &h,  y  =  yQ-\-  ^k,  sobald  nnr  |  Ä  |  und 
I  k  I  hinreichend  klein  gewählt  sind.  Also  ist  [  ]  für  alle  h,  k 
in  der  Umgebung  von  h=^0,  &  »>  0  positiv  und  die  rechte 
Seite  hat  immer  ein  festes  Zeichen,  nämlich  das  von  fi^  au 
der  Stelle  X'^Xq,  y^^y^-  Also  existiert  ein  Extremwert. 
Die  rechte  Seite  ist  aber  negativ,  wenn  fxx  an  der  Stelle 
(^o^Vo)  negativ  ist^  im  entgegengesetzten  Falle  positiv.  Also 
haben  wir  im  ersten  Falle  ein  Maximum,  im  zweiten  ein 
Minimum,  wie  behauptet. 

Der  Beweis  verliert  seine  Kraft,  wenn  f»xfyy  —  fxy^  an 
der  Stelle  {xQ,y^  verschwindet,  denn  dann  kann  man  nicht 
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sehlielsen;  data  in  der  Umgebung  jener  Stelle  der  Auadruck 
fZt  positiv  ist. 

Ist  endlich  fäxfn  —  f^  üi  der  Stelle  (:r^;  y^)  negativ^  so 
erhalt  die  Klammer  [  ],  je  nachdem  wie  man  über  das  Ver- 
hältnis -jT-  verfügt,  positive  oder  negative  Werte,  wie  klein 

auch  \h\y  \h\  gewählt  sein  mögen.  Folglich  existiert  in  diesem 
Falle  kein  Extremwert, 

168.   Bedingung  dafür,  daCs  d?f  beständig  positiv  bleibt. 
In  dem  Falle  eines  Minimums  oder  Maximums  muls  beständig 
d^f>Q    oder    d^f^O 

fOr  alle  Werte  von  A,  ä;,  Z, .  • .  in  der  Umgebung  der  Stelle 
A  BS  0,  l  «»  0; . . .  sein.  Wir  wollen  nun  die  Bedingungen 
dafür  untersuchen,  dafs  die  eine  oder  die  andere  dieser  Un- 
gleichungen erfüllt  ist,  und  betrachten  nur  den  Fall 

d«/->0, 

welche  einem  Minimum  entspricht;  der  Fall  d?f<  0  ist  hierauf 
zurückführbar,  wenn  man  f  in  —  /"verwandelt;  den  Fall  (?/*=  0 
diskutieren  wir  hier  nicht  weiter. 
Es  ist 


Setzt  man 


Ä — w  6>    ^^'jp.V}     ^ —  ip.i'"> 


wobei  E  einen  positiven    beliebig    grolsen  Wert   bezeichnet 
so  ist 

(2)   ?'^/^-|S5*+2,-|^i,+  2^56... 


dpi  '^"^Vrz^^^-^di^ 

Wenn  nun  die  Gröfsen  h,Jc,l,...  zwischen  —  s  tind  +  « 
Tsriieren,  so  Tariieren  |,  ij,  g, , . .  zwischen  — E  tmd  -{-E]  anderer- 
seits ist  E  beliebig  grois.  Also  verlangt  die  Ungleichung 
tPf>  0,  dab  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  f8r  alle  Werte 
der  Yariabelen  |,  i},  t, . . .  zwischen  —  oo  und  -f*  °o  positiv 
bleibt. 
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Mithin  erfordert  die  gestellte  Aufgabe  die  Ermittelung 
der  Bedingungen,  welche  erfällt  sein  müssen,  damit  eine 
quadratische  Form  von  m  Yariabelen  S,  i},  (^  . . .  durchaus 
positiv  bleibt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  bezeichnen 
wir  mit  V  und  setzen: 


(3) 


dxdy''^  dxdz 

so  ist 

(4)  V  =  AV  +  2Pi+Q. 

Da  die  Funktion  V  sich  auf  -4.|*  reduziert,  wenn  i?,  Si  •  •  • 
gleich  null  gesetzt  werden,  so  mufs  man  zunächst  haben 

A>0. 
Indem  man  sodann 

(5)  V,^AQ-P* 
setzt,  folgt: 

(6)  ÄV^iA^  +  Py  +  V,. 

Der    erste    Teil    dieses   Wertes    von    ÄV  verschwindet    f&r 

P 

I  = — .  ,  welche  Werte  auch  ij,  f, . . .  haben  mögen.    Also 

mnfs  die  Orofse  V^  beständig  positiv  sein. 

Also  sind  die  gesuchten  Bedingungen  dafür,  dafs  V  be- 
ständig positiv  ist:  ersÜichy  daüs  Ä>0  ist,  sftmtens^  dals  V^ 
beständig  positiv  ist.  Vi  ist  aber,  ebenso  wie  V  eine  quadra- 
tische  Form,  enthält  jedoch  nur  noch  m  —  1  Variabele.  Mit- 
hin kann  man  für  F|  dieselben  Betrachtungen  wie  bei  V  an- 
stellen, und  findet  als  Bedingung  dafür,  dafs  F|  beständig 
positiv  ist:  erstens,  dals  eine  bestimmte  Grölse  Ä^  >0  ist, 
saoeüens,  dals  eine  gewisse  homogene  Funktion  zweiter  Ord- 
nung von  m  —  2  Variabelen  beständig  positiv  bleibt.  Nun 
ist  leicht  zu  sehen,  dafs  man,  indem  man  so  fortfahrt,  höch- 
stens m  Bedingungen  erhält: 

Ä>0,    Ai>0,    ^,>0...,    ^^_i>0, 
welche   notwendig  und  hinreichend  sind,  damit   V  beständig 
positiv  bleibt. 
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Im  Besonderen  erhält  man  für  den  Fall,  dals  f  nur  von 
zwei  Yariabelen  x  nnd  y  abhängt,  wieder  die  Bedingungen 
der  Nr.  157. 

§  4.  Anwendungen. 

159.  IffaTlmnm  der  Funktion 

/•—  txf^^fisSf  . . .  i*^(a  —  X  —  y  —  z t«y*, 

a  soll  eine  positive  Konstante,  und  die  Exponenten  a,ß,yy...ii 
sollen  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  ist:                          r 
^f         ^x  t   ^dy   t      dz    t         ^du         dx-^^dy  +  dz [-du 

^f       l^fy  ^/^^V  l/'^^V      Jdx+dy+dB^.+duy 

Die  Gleichung  df^^O  kann  durch  die  Werte  null  der 
Yariabelen  x,  y,  i? . . .  u  erf&llt  werden,  und  es  ist  leicht  zu 
erkennen,  in  welchen  Fällen  diesen  Werten  ein  Maximum  oder 
Minimum  entspricht.  Wir  sehen  davon  hier  ab.  Dann  ergiebt 
die  Bedingung  df »»  0: 

—  «=-''-  —  -?-...  =  —  = t 

X         y         a     '  u        a  —  x  —  y  —  z u' 

und  hieraus  folgt: 

X        y        8       w       a  —  X  —  y  —  z u a 

und 

Endlich  findet  man  aus  der  Gleichung  für  d^f^  weil 
df=0  ist: 

nnd  dieser  Wert  ist  immer  negativ.    Gleiches  gilt  von  B^  =  d' V; 
also  ist  der  obige  Wert  von  f  ein  Maximum. 

160.  Hazima  und  Minima  der  Entfernung  zweier  Funkte, 
-welche  auf  zwei  gegebenen  Kurven  liegen. 

Die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  M  auf  der 
ersten  Kurve  seien  x^  y,  z^  die  Koordinaten  eines  Punktes  M!^ 
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auf  der  zweiten  Kurve  seien  x^  ify  e\  so  ist  das  Quadrat  der 
Entfernung  MM'i 

(1)  v={x-xy  +  {y--yy  +  {^B-^By. 

Hier  sind  zwei  Yariabele  unabhängig;  als  solche  kann 
man  x  und  x'  wählen,  y  und  8  werden  gegebene  Funktionen 
Ton  Xj  j/  und  /  gegebene  Funktionen  von  a;^    Es  ist  nun 


tdV  /  '\       /  '\dy^      /        ./\  d/ 


femer: 


(3) 


1  a*r 


^^  =  i  +  ®r+(SV(y-y')£^+(.-.')fö, 


r  \^  "T"  daf  da;  "r  da;'  "da;/ ' 


8  da;  dx' 

Die   gemeinsamen  Bedingungen  für   ein  Maximum   oder 
Minimum  sind  also: 


(4) 


Die  Ableitungen  ~^~i  ^y-r^i  w~'   «"^^    ebenso    wie   die 

Werte  von  y,  ;?,  y',  /  durch  die  Gleichungen  der  beiden  Kurven 
gegeben,  man  erhält  so  ein  System  von  zwei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  x  und  oi.  Wird  fSr  ein  Wertepaar  {x^x\ 
welches  aus  diesen  Gleichungen  bestimmt  ist,  der  Ausdruck: 

so  existiert  ein  Maximum  oder  Minimum;  das  Erstere,  wenn 

Y^  >  0,  das  letztere,  wenn  -^  <  0.    Ist  (5)  dagegen  negativ, 

so  entspricht  dem  gefundenen  Wertepaare  (x,  x')  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum.  Ist  (5)  null,  so  bleibt  die 
Frage  unentschieden. 

Die  Gleichung  (4)  besagt,  wie  später  gezeigt  wird,  dals 
die  durch  die  Punkte  a?,  y,  ß  und  x\  y',  z   gelegte  Gerade  nor- 
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mal  zu  den  gegebenen  Karren  ist.  Dies  folgt  auch  schon  aus 
dem  in  Nr.  146  Gesagten. 

10L  Die  Kurven  des  Yorigen  Beispieles  160  sind  swei 
Oeiade.  Sind  die  beiden  Euryen  zwei  nicht  parallele  gerade 
Linien  mit  den  Gleichungen: 

x^a0  +  a,    y  =  be  +  ß, 
und 

so  ist 

^?_A    ^«.i.    ^«.^    ^i'=i 

dx        a  ^     dx        a  '     dx*        a' '     dx'  ™*  a  ' 

und  die   zweiten  Ableitungen  5^,  5^,  0i,  |^  werden  0. 

Hieraus  folgert  man  unmittelbar,  dafs  die  Bedingungen  für 
ein  Minimum  erfiillt  sind.  Die  Gleichungen  (4)  von  Nr.  160 
sind  hier: 

a  (a;  ~  x')  +  6  (y  -  y)  +  (^  —  ^0  =  0, 
a'  (X  -  rc')  +  6' (y  -  y')  +  (^  _  /)  =  0, 

und  man  kann  sie  durch  zwei  der  folgenden  drei  ersetzen: 

(a- _a) (» -«')  +  (»'- 6) (y-y')-o, 

iba'-  h'a)  (x-af)  —  (V-  h)  {e  -  e')  —  0, 
{ba-  h'a)  (3f  —  y')  +  (a'-  o)  (»  -  «')  =  0. 
Aas  den  Gleichangen  der  Geraden  aber  folgt: 
(&'_  6)  (x-x-)-  (a'-  o)  (y  -  y')  +  (ha-  ah')  (e  -  e') 
=  (a  -  a)  (ß'-ß)-  (h'-  h)  («'-  «). 

Erhebt  man  diese  vier  Gleiebimgen  ins  Quadrat  nnd  snm- 
miert  sie,  so  wird: 

[(«-*')»+(y-y  )*+  («-«')*]  [(«'-  ay-\-(h'-hy+iah'-q'b)'] 
^[ia'-a)(ß'-ß)-ib'-b){a'-a)y. 

Hieraus  folgt  der  bekannte  Ausdruck  ftlr  den  kürzesten 
Abstand  zweier  Geraden,  nämlich: 

^      ~  y{a'—ay  +  (6  —  by  +  {ab'  —  ab)^ ' 

DaJji  dieser  Wert  wirklich  ein  Minimum  ist,  ist  einmal  geo- 
metrisch klar.     Man  findet  aber  auch  durch  Rechnung: 
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>o. 


162.  Haxima  und  Minima  der  Entfemimg  eines  Punktes 
▼on  einer  Fläolie. 

Es  seien  a^  b,  c  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  ge- 
gebenen Punktes  Mq  und  x,  y,  0  die  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Fläche.  Das  Quadrat  der  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  ist 
F=  (a;  -  a)»  +  (y  -  6)«  +  (e  ^  cf. 

z  ist  eine  gegebene  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Varia- 
belen  x,  y,  und  wir  wollen  setzen: 

d0  =  pdx  +  qdy, 

dp  =  rdx  +  sdy^ 

rfj  «=  srfa:  +  tdy. 
Damach  erhält  man: 


(1) 

femer: 
(2) 


TäF  =  (*  —  '») +i>(* 

2  dy 


0), 


(y  -  6)  +  «(« -  c), 


lS-l+i>*  +  r(*-c), 


1    d*v 


2  aa;ay 


■jpj  +  sC«  — c), 


y|^-l  +  «'  +  <(*-c); 


endlich,  wenn  man  der  Abkürzong  halber  setzt, 
A^rt  —  s*, 
J?  =  (1  +  4»)r  -  2ms  +  (1  +p')t, 


(3) 

SO  wird 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  ergiebt: 
(4) 


(x  —  a)+p(e~c) 
(if  —  b)  +  q(0  —  c)' 


=  0, 
0. 
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Ans  diesen  Gleichungen^  verbunden  mit  der  Gleichung 
der  Fläche,  sind  die  Koordinaten  x^  y,  0  zu  bestimmen.  Man 
wird  später  sehen,  daüs  dies  genau  die  Gleichungen  der 
Flächennormale  im  Punkte  x,  y,  0  sind,  wenn  man  a,  h,  c  als 
variabele  Koordinaten,  Xj  y,  0  als  feste  betrachtet. 

Damit  aber  ein  Punkt  M  (x,  y,  0)^  der  auf  diese  Weise 
bestimmt  ist,  wirklich  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
gehört^  mufs 

(5)  Äi0  -  cy  +  B{0  -  c)  +  C^  0 
sein.     Wir  bestimmen  eine  Grolse  Z  derart^  dafs 

(6)  A{0  -  Z)«  +  -B(ä  -  Z)  +  C  —  0 

wird.  Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  immer 
reell,  denn  es  ist  die  Discriminante  dieser  Gleichung  positiv, 
nämlich 

^-44C-[(l+2«)r-2i.««+(l+j>«)<]»-4(l+i>»+?'X»^-s') 

= (1  +!>»)  (1 + a^PW  [^  -  rr^  -  itfT 
+(i+i''+2*)(i+i'0(i+3')(r^  -  r^b)*' 

Sind  0'  und  if'  die  Wurzeln  Z  der  Gleichung  (6),  so  wird 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  identisch  gleich 
A{ii-Z){z"-Z), 

und  folglich  wird,  wenn  man  für  A  seinen  Wert  einsetzt, 
unsere  Bedingung  (5): 

(7)  {rt  —  s")  (/-  c)  (/' -  c)  ^  0. 

Bezeichnen  wir  mit  E!  und  K"  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Normalen  M^M,  für  welche  die  Koordinate  0  die  Werte 
/  und  /'  hat;  die  Bedingung  (7)  drückt  daim  aus,  dafs,  wenn 

ist,  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Punkt  Mq  nicht 
zwischen  den  Punkten  f  und  K"  gelegen  sein  darf.  Da- 
gegen mufs,  wenn 

rt  —  s^<0 

ist,  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Pankt  Mq  zwischen 
K'  und  K"  sich   befinden.     Fällt   in   einem   dieser  Fälle  Mq 
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mit  K  oder  K"  zusammen,  so  bleibt  es  zweifelhaft,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist 

Es  ist  noch  die  Unterscheidung  des  Maximums  und  des 
Minimums  zu  machen.  Ist  die  Bedingung  (5)  erf&llt  und  der 
Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen,  so  kann  die  Grofse 

nicht  null  werden,  welche  reelle  Werte  auch  f  und  ^  haben 

mögen,  und  hat  folglich  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Ableitungen 

a«F         ,     a«F 

•^  ^^^    W' 

Also  hat  auch  noch  die  Summe  dieser  drei  Groüsen  dasselbe 
Zeichen,  und  der  Ausdruck 

ist  demnach  negativ  im  Falle  des  Maximums,  positiv  im  Falle 
des  Minimums.  Man  erkennt  also,  auf  Grund  der  Gleichungen 
(2)  und  (3),  dals 

(8)  jj(^-c)  +  2C<0 
ist  fQr  das  Maximum  und 

(9)  S(0  —  c)  +  2C>O 

ist  für  das  Minimum.  Die  Gleichung  (6)  aber,  welche  die 
Wurzeln  0   und  /'  hat,  giebt 

B_ 1 i_ 

C  ^       z  —  z'       z  —  z"^ 

also  ist  die  Grö&e 

c  —  z'    .   c  —  z" 
z  —  z'  "*"  i  —7' 

negativ  im  Falle  des  Maximums,  positiv  im  Falle  des  Minimums. 
Nehmen  wir  zunächst  rt  —  5*  >  0  an;  dann  sind  die  beiden 
Werte  0  —  (^  und  g  —  /'  von  js  —  Z,  welche  aus  der  Glei- 
chung (6)  gewonnen  werden,  von  gleichem  Zeichen.    Folglich 
^   ,,  sind  di^  beiden  Punkte  K'  und  X" 

u   M     Mo    K'        K"     V   ^^^  Geraden  MqM  auf  der  nam- 
^  .  liehen  Seite   des  Punktes  M  ge- 

legen. Die  Differenzen  c  —  0'  und  c  —  je?"  sind  auch  von  gleichem 
Zeichen,  wie  vorhin  gezeigt  wurde,  d.  h.  die  Punkte  K'  und  iC" 
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liegen  auch  auf  der  nämliclien  Seite  des  Punktes  M^.  Daraus 
erkennt  man,  daÜB  die  Entfernung  M^M  ein  Minimum  oder 
Maximum  wird,  je  nachdem  die  Punkte  Mq  und  M  auf  der 
nämlichen  Seite  oder  auf  verscliiedenen  Seiten  sowohl  von  K' 
als  auch  von  K"  liegen;  liegt  M^  zwischen  K'  und  K'',  so 
ist  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Nehmen  wir  zweitens  r^  —  s*  <  0  an;  gemals  der  Glei- 
chung (6)  sind  die  DiiSerenzen  0  —  0'  und  0  —  0"  von  enir 
gegengesetztem  Zeichen^  und  der  Punkt  M  liegt  also  auf  der 
Geraden  M^M  zwischen  K'  und  K". 

Die  Bedingung  (7)  aber  erfordert,  ^,        kä    \m        v^ 

daCs  c  —  0  und  c  —  0    immer  von  "  ' 

ungleichem  Zeichen  sind,  d.  h.  dafs  JU^  ebenso  wie  M  zwischen 
K'  und  K"  sich  befindet.  In  diesem  Falle  ist  die  Entfernung 
M^M  stets  ein  Minimum;  in  jedem  anderen  Falle  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum. 

Wir  haben  noch  den  Fall  rf  —  s*  —  0  zu  untersuchen.  Die 
Bedingung  (6)  reduziert  sich  hier,  wenn  wir  wieder  von  dem 
Fall  der  Gleichheit  absehen,  auf 

B{0--c)  +  C>O, 
und  wenn  sie  erf&llt  ist,  so  besteht  auch  die  Ungleichung  (9). 
Daraus  folgt,  dafs  dann  nur  ein  Minimum  vorhanden  ist.    Es 
giebt  hier  nur  einen  (endlichen)  Punkt  K'  der  Geraden  M^M^ 
dessen  Koordinate  0'  der  Gleichung 

B{0-0')  +  C=O 
genügt.    Führt  man  die  Gröfse  0'  statt  B  ein,   so  wird  die 
obige  Ungleichung 

Damit  also  das  Minimum  vnrklich  stattfindet,  mufs  der 
Punkt  Jlf^  auf  der  nämlichen  Seite 

des  Punktes  JT  wie  M  liegen;  in   ^       j^^        ^^     j^ y 

jedem  anderen  Falle  ist  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Ist  endlich  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M 
4  =  0,    J5^0, 
80  wird  die  Bedingung  (5) 
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OO 
und  ist  immer  erffillt.     Bei  dieser  Annahme  aber  hat  man: 

rf  -  s»  =.  0,  (1  +  2»)  r  -  2i) js  +  (1  +  j>«)  « -=  0, 
Multipliziert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  r  und 
subtrahiert  von  ihr  das  (1  *f'jp')fftche  der  ersten,  so  kommt: 

folglich 

r  -=  0,  s  —  0,  ^  =  0. 

Die  Gleichungen  (2)  zeigen,  dafs  nun  ein  Minimum  statt- 
findet. 

Die  Punkte  K'  und  K"  haben  in  der  Flächentheorie  eine 
wichtige  Bedeutung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

168.  Bin  BeiBpiel  von  Bertraad.  Wir  sagten,  daüs  die 
Werte  der  Variabelen,  welche  dem  Maximum  oder  Minimum 
einer  Funktion  entsprechen,  ihre  partiellen  Ableitungen  an- 
nullieren müssen,  falls  diese  nicht  unstetig  werden.  Wir 
mQssen  noch  hinzufügen,  nach  einer  wichtigen  von  Herrn 
Berirand  gemachten  Bemerkung,  dafs  die  partiellen  Ablei- 
tungen einer  Funktion  auch  ganz  unbestimmt  werden  können 
fQr  gewisse  Werte  der  Variabelen,  und  dafs  gerade  diese 
Werte  dem  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  angehören 
können.  Wir  wollen  dafür  das  Beispiel  geben,  welches  auch 
Herr  Bertrand  zum  Beleg  seiner  Behauptung  gewählt  hat. 

Aufgabe.    Es  soll  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks 
der  Punkt  bestimmt  werden,  für  toelchen  die  Summe  der  Erler- 
nungen von  den  Eckpunkten  des  Breiecks  ein  Minimum  wird. 
Die    Seite    AB   des   Dreieckes   ABC  wählen    wir  zur 
a;-Axe,    und    die    dazu   Senkrechte   Ay 
zur  y-Axe.     Die   Länge   der    Seite  AB 
bezeichnen  wir   mit  c,   die  Koordinaten 
des   Punktes  C  mit  a;^,  y^,  und   endlich 
die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes 

-=- M  mit  Xy  y.    Die  Funktion,  deren  Mini- 

mum  gesucht  wird,  ist  also 


Va?  +  t^  +  V(x  -  cf  +  y»  +  y(x  -  x,y  +  (y  -  yo)*, 
und  es  ist  von  vornherein  evident,  daüs  jedenfalls  ein  Minimum 
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ezistieren  mafs.  Setzt  man  die  partiellen  Ableitungen  dieser 
Summe  gleich  nnll^  so  hat  man  die  zwei  Gleichmigen: 

(9\  y u  - y       +  - y  -  y^-       ^  o 

welche  zwei  Kurven  darstellen^  deren  Schnittpunkt  den  ge- 
rachten Pnnkt  M  liefern.  An  Stelle  dieser  Kurven  kann 
man  aber  zwei  andere  einfachere  setzen.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  mit  a,  ß,  y  die  Winkel ,  welche  die  Richtungen 
AMy  BMj  CM  mit  der  Richtung  Äx  der  Abscissenaxe 
bilden.  Jeder  dieser  Winkel  ist  zu  betrachten  als  erzeugt  durch 
eine  Grerade^  die  zunächst  parallel  zu  ^o?  in  dem  Punkte  A 
oder  B  oder  C  gelegt  ist,  und  welche  sich  stets  in  dem 
nämlichen  Sinne  nach  der  positiven  Ordinatenaze  hin  dreht. 
Damach  hat  man: 

V 

sma ~ 


coa  a 

— 

X 

Vx»  +  y"' 

COS/S 

X  —  e 

V(a:-c)«  +  y*' 

cosv 

^__ 

«  — a?o 

sin/} 


auiy 


y 


Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  sind  dabei;  ebenso  wie  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  positiv.     Wenn  also   ein  reeller 
Punkt  Xy  y  existiert ,  welcher  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  be- 
friedigty  so  bestehen  für  ihn  die  Gleichungen: 
cos  a  -j-  cos  /J  +  cos  y  =  0, 

sin  a  +  sin  /J  +  sin  y  =  0, 
oder 

cos«  +  cos/J  =•  —  cosy,  sin«  +  sin/S  =  —  siny. 
Quadriert  man  diese  Gleichungen  und  addiert  sie,  so  folgt: 

(cos  a  +  cos  /J)*  +  (sin  «  +  sin  /J)^  =  1, 
oder 

1  +  2  cos(/J  —  «)  =  0  und  cosOS  —  a)  =  —  i- 
Der  Wiokel  ß  —  a,  welcher  nichts  anderes  ist  als  AMB, 
hat  also  zum  Cosinus  den  Wert  —  r,  und  folglich  ist  dieser 
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Winkel  ÄMB  ~12(fi.  Da  dasselbe  für  jede  Dreieckseite 
gelten  mnls,  so  schlielst  man  hieraus,  dais  der  Punkt  Jlf  der 
Darchschnitt  von  drei  Kreissegmenten  ist,  von  denen  jedes 
über  einer  Dreieckseite,  einen  Winkel  von  120^  fassend,  be- 
schrieben ist.  Die  Kreise,  welche  zu  zweien  dieser  Segmente 
geboren,  können  also  an  Stelle  der  dnrch  die  Gleichnngen  (1) 
und  (2)  dargestellten  Kurven  treten. 

Damit  aber  diese  drei  Kreise  sich  wirklich  in  einem 
Punkte  schneiden,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daGs  alle 
Winkel  des  Dreieckes  kleiner  als  120®  sind.  Ist  in  dem  Dreiecke 
ein  Winkel  gröfser  als  120®,  so  liefern  die  Gleichungen  (1) 
und  (2),  auf  welche  die  Theorie  fahrt,  keine  Bestimmung  des 
Minimums,  wiewohl  ein  solches  sicherlich  yorhanden  ist.  Die 
linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  nicht  mehr  be- 
stinmit,  wenn  man  xuniy  durch  die  Koordinaten  einer  Drei- 
ecksecke ersetzt,  folglich  kann  der  gesuchte  Punkt  nur  einer 
dieser  Eckpunkte  sein.  Dies  wollen  wir  jetzt  auch  analy- 
tisch beweisen,  indem  wir  andere  Koordinaten  einführen. 

164.  Fortsetzung  des  Bertrandsohen  Beispieles.  Wir 
bezeichnen  mit  a  immer  den  Winkel  MAB,  nennen  femer  q 
die  Entfernung  ÄM^  b  die  Seite  AC  und  A  den  Winkel  GAB. 
Die  Summe  8  der  Entfernungen  AM,  BM,  CM  wird 

S~Q  +  !/(?+(»*— 2cp  cos«  +  |/6»  +  p«  —  26(»  cos (A  —  «). 
Nach  der  Binomialformel  aber  hat  man,  wenn  q  hinreichend 
klein  ist: 

)/c*+p*-2cpcos«=c[l— 2gcosa-^)]* 

-c[l-gcosa-^.)-igcosa-g|)' ], 

oder  geordnet  nach  p,  wenn  £  eine  Grölse  bezeichnet,  die 
mit  Q  verschwindet: 

y^  +  P*  —  2cp  cos a  —  c  —  p  cos«  +  Q^-^^  "^  ^^^' 

Ersetzt  man  in  dieser  Formel  c  und  a  durch  6  tind  A  —  a, 
femer  s  durch  ij,  so  folgt: 

VV  +  Q^-2bQC08{A—a)  —  b-9COs{A'^a)  +  Q^^^Yh^^+^9^- 
Der  Ausdmck  fiir  8  wird  also: 
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S  an=  (6  -|-  C)  +  p  [1  COB  «  —  cob(ä  —  «)] 

Er  reduziert  sich  auf: 

So^b  +  c 

f&r  Q  ^=»0.  Ist  Q  hinreichend  klein,  so  hat  die  Differenz  S — S^ 
dasselbe  Zeichen  wie 

1  —  cos €c  —  cos(-4  —  a)  =  1  —  2  cos y  cos ( 2  JL  •—  «)• 

Ist  nun  Ä  <  120^,  so  ist  2  cos  y  grofser  als  1,  und  der 
Winkel  a  kann  so  bestimmt  werden,  dafs 

cos(s-4  — aj< 2~7  ^^^^  ^^^^  ^^   coaUÄ—a\> -^ 

2  cos-  2coB--- 

2  2 

wird«  Die  Differenz  8  —  S^  ändert  also  ihr  Zeichen.  Daraus 
folgt,  daÜB  dann  S^^^b  -\-  c  weder  ein  Maximal-  noch  ein  Mini- 
malwert  von  8  ist.  Wenn  aber  ^1^120^  ist,  so  kann  die  Diffe- 
renz 8 —  8q  nicht  negatiy  werden;  ist  a  »»  120^,  so  wird  sie 

zwar  null  f&r  a  ^^  -Ä]  da  aber  der  Koeffizient  von  q'^  positiv 

ist,  so  hat  man  stets 

s>s„ 

und  folglich  ist  Sq  ein  Minimum. 

Hat  also  das  Dreieck  ABC  einen  Winkel,  der  gleich 
oder  groüser  ist  als  120^,  so  ist  der  Scheitel  des  stumpfen 
Winkels  der  gesuchte  Punkt. 

166.  Die  Funktion  ist  implioite  gegeben.  Im  allge- 
meinen Falle,  wo  man  n  Gleichungen  zwischen  m  -\-  n  Ya- 
riabelen  hat: 

fl\Xiy  ajj . . .  Xm,     ^1,  ^2  . . .  Ä«)  ■=■  0, 


(1) 


kann  man  m  Yariabele,  z.  B.  ar^,  a;^  •  • .  Xm  als  unabhängige,  die 
anderen  ei^e^. .  .Zn  als  Funktionen  von  ihnen  betrachten.  Es 
ist  die  Aufgabe,   die  Mazima  und  Minima  von   einer   dieser 

Serret,  Diff.«  n.  Integral-Seehnoxig.    L    2.  Aufl.  15 
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Funktionen  z  zu  bestimmen.     Die   Differentiation   der  Glei- 
chungen (1)  ergiebt: 


(2) 


•'l  ^"n 


|Jdx,  +  ...gd^„+|^d.,  +  ...  +  |^rf..-0, 


1 


äi- <^*. +  •••  äZ-*^«-.  +  FT '''«  +  •••  + äT  **'• -0- 


Ist  j9j  diejenige  unter  den  Yariabelen,  deren  Maxima  und 
Minima  zu  bestimmen  sind,  so  hat  man -zwischen  den  n  Glei- 
chungen  die   n— 1   Differentiale  dfjer, ...  djern    zu    eliminieren; 
man  gewinnt  eine  Gleichung  yon  der  Form: 
(3)         Z,  do^i  +  Z,  (fe,  +  . . .  X^  dx^  +  ^i  dz^  =  0. 

Wir  nehmen  an^  dafs  Z^^Q  ist.  Die  Bedingung  des 
Maximums  oder  Minimums  verlangt,  dafs  dz^  «>  0  ist,  und  da 
die  Differentiale  in  der  Gleichung  (3)  willkürlich  sind,  so  er- 
hält man  m  Gleichungen: 

U^  ^«0      -*  =  0---— —  0 

w  z      ^    z  z 

1  1  l 

Die  Systeme  (1)  und  (4)  enthalten  m  -f-  n  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  m  -{-  n  Yariabelen. 

166.  NebenbedingOBgen  in  (Gestalt  von  Gleichungen. 
Der  vorige  Fall  umfafst  auch  die  Aufgabe,  die  Maxima  und 
Minima  einer  expliciten  Funktion  von  m  -f-  n  Veränderlichen 

ZU  bestimmen,  welche  durch  n  Gleichungen 


(1) 


mit  einander  verbunden  sind.  Denn  bezeichnet  man  mit  u 
den  Wert  der  Funktion  F{x^  ...aVn+n);  und  fügt  den  n  Glei- 
chungen (1)  noch  die  folgende  hinzu: 

W  —  F{X^  .  .  .  iCm+n)  «=  0, 
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80  hat  man  n -f- 1  Gleichmigen  zwischen  m  +n-\-l  Yariabelen. 
Nach  der  Untersuchung  der  Nr.  165  hat  man  diese  Gleichnng, 
sowie  die  Gleichungen  (1)  zu  differentiieren,  und  weil  du  für 
den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums  null  wird,  so  hat  man 

femer 


(3) 


^dx,+  ^dx,  +  -'-j^ 


Adx,+  ^dx,  +  ^..j^dX„.^n  =  0, 


dx^+  ^dx^^ -^— —  dXm-^n  =  0. 


^x        1  ^  aa;        «  ^  aa:^ 


+• 


Damach  müssen  wir  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
n  der  Differentiale  dx^  ...dXm-^n  eliminieren,  und  die  Koeffi- 
zienten der  übrigbleibenden  Differentiale  gleich  null  setzen. 
Um  diese  Elimination  zu  vollziehen,  addieren  wir  nach  Lagrange 
die  Gleichungen  (3)  zu  der  Gleichung  (2),  nachdem  wir  sie 
zuerst  mit  den  noch  unbestimmten  Faktoren 

^i;  ^2  •  •  •  ^n 

multipliziert  haben.  Diese  Faktoren  können  nun  aber  so  be- 
stimmt werden,  dais  die  Koeffizienten  von  n  Differentialen  ver- 
schwinden; und  da  alsdann  in  der  nachbleibenden  Gleichung 
die  Koeffizienten  der  noch  übrigen  Differentiale  einzeln  gleich 
null  gesetzt  werden  müssen,  so  erkennt  man,  dals  überhaupt 
die  Koeffiizienten  der  Differentiale  dx^y  dx^ . . .  dXm^n  ii^  der 
Summenformel  null  sein  müssen.  Man  erhält  also  die  m  -f-  n 
Gleichungen: 


(4) 


-=0. 

n 
16* 


=  0, 
=  0, 

^■^     1  A     '^'       \X.    ^^«      I 
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Hieraus  sind  die  n  Unbekannten  A| . . .  A»  zu  eliminieren, 
und  man  erhält  m  Gleichungen,  die  mit  den  gegebenen  n  zu- 
sammen zur  Bestimmung  der  m  +  n  Unbekannten  x^...  Xm+n 
dienen. 

167.  Lagranges  Begel  zur  BeBtimmung  der  Bztreme 
mit  Nebenbedingungen.  Die  Anwendung  der  Faktoren  X 
hat  uns  bisher  nur  dazu  gedient^  eine  Elimination  durch  eine 
andere  zu  ersetzen,  was  kein  besonderes  Interesse  bietet;  doch 
läfst  uns  die  Betrachtung  dieser  Faktoren  einen  wichtigen 
Satz  aussprechen.  Würden  die  Yariabelen  x^  ...  Xm-^-n  alle 
unabhängig  sein,  so  würde  die  Bedingung  des  Maximums  oder 
Minimums  der  Funktion  F  die  Gleichungen  ergeben: 

In  unserem  Falle  handelt  es  sich  aber  um  ein  relatives 
Maximum  oder  Minimum,  indem  die  Yariabelen  Xi.^.Xm+n 
durch  die  Gleichungen  (1)  verbunden  sind.  Die  Gleichungen 
(4)  lehren  nun: 

Um  die  Funktion  F{x^  ..-Xm,  ^+i  •  •  •  ^)  unter  den  Neben- 


(1)  /i-o,/;  =  o,.../;-o 

0u  einem  Maximum  oder  Minimum  m  machen,  bilde  man  die 
Fun]ction: 

und  differentiiere  sief  indem  man  die  k  als  konstant  betrachkt. 
Alsdann  liefern  die  m  -^^  n  Gleichungen: 

a^       ^    a^       ^  dtp  ^ 

sfuscbmmen  mit  den  n  Gleichungen  (1)  m  -{-  n  Gleichungen  eur 
Bestimmung  von  x^y  ^%,  -"  ^m+»- 

Wir  fügen  noch  zum  Schluüse  hinzu,  da£s  es  in  vielen 
Fällen  auch  zweckmälsiger  ist,  die  Funktion  F^x^fX^.^.Xm-^n) 
von  vornherein  als  eine  explicite  Funktion  von  m  Yariabelen 
zu  behandeln,  was  gestattet  ist,  indem  man  sich  die  n  übrigen 
als  Funktionen  dieser  m  auf  Grund  der  gegebenen  n  Glei- 
chungen dargestellt  denkt.  So  sind  wir  bei  einigen  der  oben 
behandelten  Beispiele  vorgegangen. 
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168.  Gleichungen  einer  Kurve.  Eine  und  dieselbe  ebene 
Kurve  kann  auf  die  verscliiedensten  Weisen  analytisch  durch 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  dargestellt  sein.  Die  häu- 
figsten Darstellungsfonnen  sind: 

a)  bei  recMwitMigen  Koordinaten  (x^y). 

1.  Die  Kurvenordinate  y  ist  als  Funktion  der  Abscisse  z 
gegeben: 

2.  Abscisse  und  Ordinate  x  und  y  sind  durch  eine  Glei- 
chung verknüpft: 

JF'(«,y)=.0. 

Diese  Darstellungsform  laust  sich  geometrisch  dadurch  deuten^ 
daCs  man  die  Fläche 

durch  die  Ebene 

schneidet. 

3.  Abscisse  x  und  Ordinate  y  sind  als  Funktion  eines 
Parameters  t  gegeben: 

«  —  9(0;  y  =  *(0- 

Man  vergleiche  hierzu  die  Bemerkung  in  Nr.  78.  Besonders 
empfiehlt  sich  häufig  der  analytischen  Eleganz  halber  die 
Bogenlänge  8  einer  Kurve  als  Parameter  t  zu  wählen. 

b)  bei  Polarkoordinaten  (g,  a): 

4.  Der  Radiusvektor  q  ist  als  Funktion  des  Winkels  m 


Von  einer  der  Formen  1.  bis  3.  geht  man  zur  Gleichung  der 
Kurve  in  Polarkoordinaten  über  durch  die  Transformation: 
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,  y  =  p  sin©,   p  =  I  /a;*  +  y*  I 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  dal«  der  AnfaDgspunkt  des  Polar- 
koordinatensystems zusammenfallt  mit  dem  Anfangspunkte 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  und  dafs  die  Anfangs- 
richtung  des  Radiusvektor  zusammenfällt  mit  der  positiven 
Richtung  der  ^-Axe. 

Setzt  man  in  1.  oder  2.  2;  <=  fp(f),  y  =  tlf(t)  aus  3.  ein, 
80  werden  die  entstehenden  Gleichungen  identisch  fQr  jeden 
Wert  von  t  erfiillt. 

In  der  Differentialrechnung  betrachtet  man  Kurven  meist 
nicht  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach,  sondern  nur  in  einem 
Intervalle,  innerhalb  dessen  die  gerade  benutzten  Funktionen 
stetig  sind.  Diese  Voraussetzung  schicken  wir  hier  ein  für 
alle  Mal  diesem  Kapitel  und  den  folgenden  drei  Kapiteln  vor- 
aus. Sie  soll  immer  dann  erfiillt  sein,  wenn  nicht  das  Gegen- 
teil ausdrücklich  bemerkt  wird.  Häufig  werden  wir  dagegen 
noch  mehrere  Voraussetzungen  aufserdem  hinzufügen,  die  in 
jedem  einzelnen  Falle  besonders  werden  hervorgehoben  werden. 

§  1.    Tangenten  nnd  Normalen. 

169.   Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 

1.  Ist  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve  und 
hat  die  Funktion  f  nebst  ihrer  ersten  Ableitung  f  an  der 
gerade  fixierten  Stelle  x  einen  bestimmten  endlichen  Wert, 
so  war,  wie  wir  in  Nr.  27  gesehen  haben, 

der  Tangens  des  Winkels,  welchen  die  Tangente  im  Punkte 
{Xf  y)  mit  der  positiven  Richtung  der  x-Axe  bildet.  Die 
Tangente  ist  also  diejenige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt 
(x,  y)  geht  und  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  den 
Winkel  arctg/^(a;)  bildet.  Sind  also  |  und  ti  ihre  laufenden 
Koordinaten,  so  ist  ihre  Gleichung: 

Tangente:    ij  —  y  =  y  •  (6  —  :r). 
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Zieht  man  durch  den  Punkt  (x,  y)  senkrecht  zur  Tan- 
gente eine  Gerade^  so  erhält  man  die  Normale  der  Kurve  im 
Punkte  (Xy  y).    Ihre  Gleichung  ist: 

Normale:    i?  —  y  -=  —    /  •  (6  —  rc). 

2.  Ist  F{xyy)  =  0  die  Eurrengleichung;  so  wird  (Nr.  75): 

Also  wird  der  RichtuugskoefGzient  der  Tangente: 

dF 

dy       dx 

dx  "*        dF  ' 

äy 
indem  wir  die  Annahmen  der  Nr.  75  als  erfüllt  ansehen.   Also 
wird  bei  dieser  Form  der  Eurvengleichung  die  Gleichung  der 

Tangente:      |-J(S  ^  ^)  +  ||:(,  -  y)  -  0, 
Normale:      ^-^  =  5^^. 

Setzen  wir  bereits  die  ersten  Nummern  des  neunten  Ka- 
pitels als  bekannt  voraus  ^  so  können  wir  das  letzte  Resultat 
auch  geometrisch  einsehen.  Nach  Nr.  253  ist  die  Tangential- 
ebene an  die  Fläche  z  =  F(x,  y)  im  Punkte  (x,  y,  g) : 

Also  ist  die  Tangentialebene  im  Punkte  {x,yfO): 

|f(S-a:)+|f-(i,-y)-'S. 

Schneiden   wir   diese  Ebene   aber   durch   die   Ebene   unserer 
Kurve  F(x,  y)  =  0,  d.  h.  durch  die  Ebene: 

5-0, 
so  ist  die  Schnittgerade  die  Tangente  an  die  Kurve  F(x,  y)  «>  0 
und  also  ihre  Gleichung: 

wie  oben. 

3.  Sind  endlich  die  Kurvengleichungen  x^^q>{i)yy^^'^{t\ 
so  wird: 
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dy        ^'(Q        dy  ^  dx 
dx  ^  tp'(t)  °^  di  '  ~di 

sobald  9  und  ^  nebst  ihren  Ableitungen  an  der  gerade  fixierten 
Stelle  t  bestimmte  endliche  Werte  haben.    Also  erhalten  wir: 

Tangente:  ^-^•^^-^, 
dt  dt 

Normale:  g.  (|  _«)  +  ^J  .  (,  _  y)  =  a 

Zu  den  früheren  Voraussetzungen  ist  noch  hinzuzufügen: 

Die  Gleichungen  in  Nr.  2  verlieren  ihre  Bedeutung^  wenn 
Fx  und  Fy  beide  verschwinden^  die  in  Nr.  3  verlieren  ihren  Sinn, 

wenn  -jr  und  -^  beide  verschwinden. 

170.   fihibtangente  und  Subnormale.    Wir  hatten  schon 
Gelegenheit  (Nr.  39)  die  Strecken  zu  definieren  ^  welche  man 
die  Umge  der  Tangente  oder  die  Lä/nge  der  Normalen  nennt, 
p.    ^^  und  wir  haben  auch  die  Definitionen 

der  Subtangente  und  der  Subnormale 
erwähnt.  Sind  die  Axen  rechtwink- 
lig, ist  femer  M  der  Berührungspunkt, 
MP  seine  Ordinate,  T  und  N  die 
Punkte,  in  denen  die  Tangente  MT 
und  die  Normale  MN  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  so  wollen  wir  kurz  mit  T  und  N  die  Langen 
MT  und  MN  auf  der  Tangente  und  auf  der  Normalen  be- 
zeichnen, mit  T  und  N'  die  Subtangente  TP  und  die  Sub- 
normale PN  Alsdann  ergeben  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
PMT  und  PMN,  in  denen  die  Winkel  MTP  und  PMN  zur 
trigonometrischen  Tangente  den  Wert  ^^  haben: 

und  dieselben  Dreiecke  ergeben  auch: 

T^Yy'+r^  N=V^rfw*, 

folglich:  

rr_yVdx^+dy*       ^       yVdx^+dy* 
^  dy         '     ^^  ""  dx  ' 

Es  mu£9  bemerkt  werden,  dafs  die  Ausdrucke  für  T'  und 
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N'  positiv  oder  negativ  sind;  je  nachdem  die  Richtungen  TP 
und  PN  mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  oder 
mit  der  entgegengesetzten  zusammenfallen. 

17L  Asymptoten.     Wir  definieren: 

Definition.  Eine  Gerade  keifst  eine  Asymptote  eines 
KwrvenmoeigeSy  wdäier  sieh  ins  Unendliche  erstreckt^  wenn  die 
Entfernung  eines  Kurvenpimktes  M  von  der  Geraden  nach  dem 
Gren0werte  nuU  konvergiert^  wahrend  der  Finnkt^  indem  er  stets 
auf  der  Kurve  bleibt,  unbegrenzt  hinausrückt. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  daCs  die  Asymptote  im  allgemeinen 
die  Grenzlage  wird,  welcher  sich  die  Tangente  im  Punkte  M 
immer  mehr  nähert,  wenn  M  ins  unendliche  rückt,  nämlich 
stets  dann,  wenn  solch  eine  Grenzlage  überhaupt  vorhanden  ist. 

Denn  nehmen  wir  an,  daCs  die  Kurve  einen  Zweig  hat^  der 
sich  ins  unendliche  erstreckt,  und  dabei  eine  Asymptote  besitzt, 
welche  nicht  parallel  zur  y-Aze  ist,  vielmehr  die  Gleichung 

(1)  fl-9l  +  h 

hat.     Die  Entfernung  des  Punktes  x,y  der  Kurve  von  dieser 

Asymptote  ist 

y—  gx  —  h 

Nach  unserer  Annahme  ist  nun: 

lim  y  —  gx  —  h  __  ^ 

also  auch: 

lim  {y  ^  gx  —  Ä)  =  0. 

Dividiert  man  durch  x,  so  folgt: 
lim   (J^_^)^lini  A_o     oder:    Um  (J— ^)=0; 

das  heiCst: 

(2)  Wm^^g. 

«=-00 

Sodann  folgt: 

(3)  lim  (y  —  gx)  —  h. 

Es  gilt  also  der 

Satsi.  Damit  eine  Kurve  y^f{x)  eine  Asymptote  hesitgt,  die 
nicht  der  y-Axe  paraM  ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
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der  Quotient  -^  fürx^=oo  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 

wert  g  hat,  und  dafs  dann  y  —  gx  AenfdUs  fürx'^oo  einen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert  h  hat   Ist  beides  der  Faü,  so  ist 

y  ^gx  +  h 
die  Gleichung  der  Asymptote. 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichung  der  Tangente  an  die 
Eurve^  nämlich 

(4)  ,_||£  +  (,-49. 

"  ist  ein  Quotient^  dessen  Zahler  und  Nenner  im  allgemeinen 

beide  gleichzeitig  unendlich  werden.  Sollte  für  2;  <=  oo  etwa 
y  =  f(x)  einen  endlichen  Grenzwert  Ä  haben^  so  drehe  man 
das  Koordinatensystem  um  den  Winkel  a.  Sind  dann  x^  und  y, 
die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  das  neue  Koor- 
dinatensystem; so  wird: 

a^  z=  X  cos  a  -}-  y  sin  a, 

yi  =  —  X  siaa  -{-  y  cos  «, 
und  daher  wird  mit  x  auch  x^  unendlich  und 

lim  y^  =  lim  ( —  x  ama  -j-  y  cos a)  ==  00 

ebenfalls  unendlich.  Wir  können  also  immer  annehmen^  dafs 
far  0?  -»  00  auch  y  =  00  wird.  Nach  Nr.  130  ist  aber  dann 
stets  dy 

lim  ^-  =  lim  — ^ , 
X  1    ' 

a;  "■  00  ji;sa  00 

sobald  lim  ^  =  lim  f{x)  überhaupt  einen  bestimmten  Grenz- 
wert hat,  folglich  ist 

Femer  hat  man 

hm  (y—gx)  =  hm —  • 

X 

Zähler  und  Nenner  dieses  Quotienten  verschwinden  für  a;  -»  00. 
Indem  man  also  die  Regel  der  Nr.  130  anwendet;  wird 
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y 

- 

lim  (y  - 

x^^^ 

1 

^daj- 

lim  (y  —  ^x)  —  lim  — ^ —  lim  \y  —  ^^' 

also  ist 

Wir  sehen  also: 

Besiteen  lim  ~    und    lim  (y  —  ^■^)  bestimmte  endliche 

Wi?rfe  flf  und  h,  so  ist  die  Asymptote 

V'^gx  +  h 
die  Orenelage,  welche  die  Tangente  für  x^^^  oo  annimmt. 

Wemi  indessen  die  Tangente  filr  o;  <»  cx)  keine  bestimmte 
Grenzlage  besitzt;  so  ist,  selbst  wenn  es  eine  Asymptote  giebt; 
diese  nicht  mehr  als  Grenze  der  Tangente  anzusehen. 

Ein  Beispiel  fClr  diesen  letzteren  Fall  liefert  die  Gleichung 

y -— ,     j)ie   a;-Axe  ist  hier  eine  Asymptote   der  Kurve; 

^  -  konvergiert  nach  0,  wenn  x  unendlich  wird,  aber  y  —  x^ 

ist  unbestimmt  fclr  a;  »=  cx>. 

172«  Art  und  Ordnung  der  Berührung  von  Kurve  und 
Tangente.  Wir  betrachten  die  Kurve  y  <»  f{x)  in  der  Um- 
gebung einer  festen  Stelle  x  und  setzen  voraus,  dafs  die  Funk- 
tion f{pc)  nebst  den  Ableitungen  bis  zur  n**^  Ordnnmg  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  bestimmte  endliche  Werte  hat.  Dann 
gilt  der  verallgemeinerte  Mittelwertssatz  der  Nr.  112: 

(1)  /•(a;  +  Ä)  =  /-(x)+r(^).A  +  ...  +  /X-t)(^).^.^j  +  iJ.. 
Bn  ist  proportional  %",  nämlich: 

^.  =  S/^->(«  +  eÄ). 

Wir  betrachten  nun  die  Fig.  28  auf  der  folg.  Seite,  welche 
unsere  Kurve  y  ««  f{x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (Xy  y)  dar- 
stellen möge.  Es  ist  wieder  x  '^  OPj  y  =  PM  und  PP'  =  h 
gesetzt.    Die  Abscisse  des  Punktes  M'  der  Kurve  sei: 

Xi  =  X  +  h 
und  die  Ordinate  des  Punktes  ÜT: 
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Pig.  28. 


o 


Mi 


f     X 


Die  Gerade  M'P'  schneide  die  Tangente  in  Jlf  im  Punkte  m. 
Wir  nennen  ly^  die  Ordinate  der  Tangente,  welche  der  Abs- 

cisse  S  «=  2^1  entspricht.    Dann  ist: 

Es  kommt  uns  nun  hier  an  auf 
die  DiiBFerenz  von  Kuryen-  und  Tan- 
gentenordinate,  also  auf  die  Grolse: 

yi  —  %  —  witr. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  der  Tangente 

i?-y  =  rW.(S-rr) 

gcss^^esa;-{-^;^'=^^i  ®^>  ®^  erhalten  wir  als  Wert  von  ri^: 

(2)  vx''m+r(x)-h. 

Der  Wert  von  y^  =  f(x  -f-  h)  wird  aber  durch  (1)  ge- 
geben,  subtrahiert  man  also  (2)  von  (1),  so  erhält  man  den 
gesuchten  Ausdruck: 


Ä» 


Die  Differenz  mM'  ist  also  eine  Funktion  von  A,  welche 
an  der  Stelle  h  '^O  verschwindet.  Dies  ist  auch  geometrisch 
evident.  Unsere  Formel  lehrt  uns  aber  noch  mehr.  Die  nie- 
drigste Potenz  von  h,  die  rechter  Hand  auftritt,  ist  die  zweite. 
Ja,  wenn  f'(x)  null  ist,  kann  sich  diese  Zahl  noch  erhohen. 
Es  möge  die  erste  an  der  Stelle  x  nicht  verschwindende  Ab- 
leitung die  /x  +  1**  sein,  und  es  sei  f*  +  1  <  n.    Dann  wird: 

(3)  m3f  =y,-i2,=Ä/'+  .__j_-+...+Ä*     ..^— -^+ä, 

und  (i  ist  eine  ganze  positive  Zahl,  nicht  kleiner  als  1.  Aus 
der  letzten  Gleichung  folgern  wir,  dafs 

eine  endliche  von  null  verschiedene  Zahl  ist.  Folglich  wird 
(122)  die  Differenz  y^  —  i^j  =  mJM'  mit  h  null  von  der  Ord- 
nung I*  +  1  ^  2. 

An  Stelle  der  Strecke  mM'  kann  man  auch  den  Abstand 
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M'Q  des  Euryenpnnktes  yon  der  Tangente  einfoliren.  Es  ist^ 
wenn  der  Winkel  PTQ  zwischen  Tangente  und  Abscissenaxe 
mit  a  bezeichnet  wird: 

tga  =  »'. 
Aber  auch  LmüT^  ist  gleich  a.    Mithin  wird: 

M'Q  =  Jf 'm  •  cos  a  =    , • 

Mithin  wird  auch 

,.       M'Q  '1  ,.       M'm 

lim  — TT  =  —  lim  — TT 

endlich  und  von  null  verschieden;  d.  L  auch  M'Q  wird  von  der 
Ordnung  ji*  +  1  ^  2  null  mit  h.   Wir  haben  also  zunächst  den 

Sat0.  Ist  die  Funktion  f(x)  ndist  ihren  AUeitwngen  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x  stetig  j  und  sfieht  man  an  den  Punkt 
{x,  y)  der  Kurve  y  »» f{x)  die  Tangente,  so  wird  der  Abstand 
des  Kurvenpunktes,  dessen  Äbsdsse  x  +  h  ist,  von  der  Tangente 
mit  h  nuü  von  mindestens  der  aweiten  Ordnung. 

Man  nennt  nun  die  Zahl  [i  die  Ordnung  der  Berührung 
von  Kurve  und  Tangente  im  Punkte  {x,y).  Im  allgemeinen 
also,  wenn  f'{x)^0  ist,  ist  die  Ordnung  der  Berührung  1, 
ist  aber  f\x)  »=  0  und  f'\x)  4=  0,  so  ist  sie  2,  und  sie  ist 
allgemein  fi,  wenn: 

Es  besteht  nun  ein  wichtiger  Unterschied,  je  nachdem  fi 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Ist  fi  ungerade,  wie  in 
dem  gewöhnlichsten  Fall  fft  «»  1;  so  ist  fi  -f-  1  gerade.  Setzen 
wir  daher  in  (3)  n  «=  f*  +  2,  so  wird: 

(4)  tnJU'^y,  -  1,,  =  h^+^ .  f^^  +  B^+,. 

Da  nun  (114)  für  hinreichend  kleines  h  das  Vorzeichen  der 
rechten  Seite  mit  dem  des  ersten  Summanden  übereinstimmt, 
so  wechselt  ftlr  ungerades  fi  die  Differenz  y^  —  fi^  ihr  Zeichen 
nicht  mit  h.  Der  Punkt  M'  wird  also  auf  derselben  Seite 
der  Tangente  bleiben,  mag  man  nun  P'  rechts  oder  links 
von  P  annehmen.     Wir  sehen: 

Bei  einer  gewöhnlichen  Berührung  (d.  h.  hei  einer  solchen 
erster   Ordnung)  bleibt  die  Kurve  in  der    Umgang  des  Be- 
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rüJirungspunJctes  auf  derselben '  Seite  der  Tangente.  Das  Gleiche 
gut  für  jede  Berührung  ungerader  Ordnung. 

Ist  dagegen  fi  gerade  ^  so  wird  ft  +  1  ungerade,  und  die 
Differenz  y^  —  i^i  wechselt  nach  (4)  ihr  Zeichen  mit  Ä,  folglich 
wird  der  Punkt  M'  von  der  einen  Seite  der  Tangente  auf  die 
andere  übergehen,  wenn  der  Punkt  P*  von  der  linken  zur 
rechten  Seite  von  P  hinüberwandert: 

Bei  einer  Berührung  gerader  Ordnung  geht  die  Kurve  van 
der  einen  Seite  der  Tangente  nach  der  anderen  herüber. 

Man  nennt  einen  Punkt  M  dieser  Art  einen  Inflexwns- 

punJct  oder  Wendepunkt  der  Kurve.    Man  vergl.  die  Fig.  29. 

pj    29.  Dreht  man  die  Tangente  um  M, 

so  sieht  man,  dafs  die  entstehende 

Sekante  die  Kurve  in  noch  zwei 

Punkten   M'   und    M"   schneidet. 

Damit  ein  Wendepunkt  auftritt  muTs  mindestens  fi  »s  2  sein. 

Ein  Wendepunkt  tritt  also  auf,  wenn: 

f"ix)^o,  r(«)+o. 

Er  tritt  aber  auch  auf,  wenn: 

r(x)=o,  r"(a:)=o,  r{x)  =  o,  r{x)^o. 

Aber  nicht,  wenn  etwa  /""  =  /""  =  0  aber  f^  ^=  0  ist. 

Wir  erkennen: 

Sieht  man  von  den  Fällen,  in  denen  Ableitungen  unstetig 
werden y  ab,  so  werden  die  Wendepunkte  der  Kurve  y  «=»  f{^) 
gefwndeny  indem  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

aufsucht.  Ist  X  eine  solche  Wurad  und  die  erste  der  folgenden 
Ableitungen,  die  für  diesen  Wert  von  x  nickt  verschwindet,  von 
ungerader  Ordnung,  so  haben  wir  einen  Wendepunkt  an  der 
SteUe  X,  ist  jene  Ableitung  von  gerader  Ordnung,  so  befindet  sich 
an  der  Stelle  x  kein  Wendepunkt. 

178.  Konkav  und  konvex.  Man  sagt,  dafs  eine  Kurve 
in  einem  ihrer  Punkte  M  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Gerade 
konkav  ist,  oder  dafs  sie  ihre  konkave  Seite  der  Greraden  zu- 
wendet, wenn  sie  in  der  Umgebung  von  M  ganz  innerhalb 
des  spitzen  Winkels  gelegen  ist,  welchen  die  Tai^ente  in  M 
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mit  der  gegebenen  Geraden  bildet.  Dagegen  ist  sie  konvex 
im  Punkte  M,  oder  sie  kehrt  ihre  konvexe  Seite  nach  der 
Greraden,  wenn  sie  in  der  ümgebnng  dieses  Punktes  ganz 
innerhalb  des  stumpfen  Winkels  zwischen  der  Tangente  in  M 
und  der  Geraden  sich  befindet. 

Die  in  Nr.  172  erhaltenen  Resultate  geben  uns  ein  Mittel, 
um  zu  entscheiden,  ob  eine  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte 
ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  x-Axe  zuwendet.  Nehmen 
wir  zunächst  an,  daCs  die  Axen  rechtwinklig  sind.  Man  ersieht 
aus  der  Figur  28,  dalB  die  Konkavität  oder  Konxexität  vor- 
liegt, je  nachdem  die  Ordinate  M'P'  '^^  y^  kleiner  oder  gröfser 
ist  als  die  Ordinate  mP'  «»  17^  der  Tangente.  Der  Unterschied 
zwischen  beiden  ist  mM' ^^  y^  —  ^j.  Nach  Nr.  172,  Glei- 
chung (3)  ist  aber: 

mM' =  y,  -  ,,  =  Ä/'+» . -^^  +  B,+,. 

Im  Falle,  daüs  die  Kurve  konkav  ist  gegen  die  a>Axe,  ist  also 
auch  der  Ausdruck 

negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  positiv.  Dabei  ist  jedoch 
immer  vorausgesetzt,  daüs  y  positiv  ist,  und  es  ist  leicht  ein- 
zusehen, daCs  bei  negativem  y  genau  das  Gegenteil  stattfindet. 
Bezeichnen  wir  aber  die  Richtung  der  abnehmenden  y  als 
eine  Richtung  nach  unten  ^  so  ist  der  Ausdruck  (1)  in  jedem 
Falle  positiv,  wenn  die  Kurve  nach  unten  konvex  ist;  negativ, 
wenn  sie  nach  unten  konkav  ist.  Ist  also  |it  <»  1 ,  also  fXx)  4»  0, 
so  sehen  wir,  da  h^  immer  positiv  ist: 

Dem  positiven  Vorzeichen  von  f'\x)  entspricht^  dafs  die  Kurve 
y  sB>  f(x)  (SU  beiden  Seiten  von  M  nach  unten  konvex  ist,  dem 
negativen  das  Gegenteil. 

Die  konvexe  Seite  bleibt  zu  beiden  Seiten  von  M  die- 
selbe, wenn  f'Xx)  zwar  null,  aber  die  Ordnung  (i  der  Berüh- 
rung von  Kurve  und  Tangente  ungerade  ist.  Ist  dagegen 
f\x)mill  und  fi  gerade,  so  ändert  der  obige  Ausdruck  (1) 
sein  Zeichen  mit  h.  Also  geht  in  einem  solchen  Punkte  die 
Konkavität  in  Konvexität  über  und  umgekehrt.  Ein  solcher 
Punkt  ist  aber  ein  Wendepunkt,  also  erkennen  wir: 
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In  einem  WendepunJUe  geht  die  Konkavität  in  Konvexität  über. 
174«  Beispiele. 

1.  Für  die  Kurve,  deren  Gleichong  in  Bezog  auf  recht- 
winklige Koordinaten 

y  -=  sina; 
ist,  wird 

Die  Kurve  ist  also  bestandig  konkav  nach  der  x-Axe 
gerichtet ,  und  die  Punkte ,  in  denen  sie  diese  Axe  schneidet, 
sind  Wendepunkte.    Man  vergleiche  Figur  4  pag.  9. 

2.  Für  die  Kurve,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Koordinaten 

y  =  tanga; 
ist,  wird 

dy 1  d*y        2tanga;        1  d'y  2 

dx        coa'aj'     da;*  **    cos*«   '      y  dx*  "*  cos'«' 

Die  Kurve  kehrt  also '  beständig  ihre  konvexe  Seite  der 
Abscissenaxe  zu,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Axe  sind 
Wendepunkte.    Man  vergleiche  Figur  5  pag.  9. 

3.  Die  Kurve,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten 

X*  —X 

ist,  hat  die  Ableitungen 

dy  _  8a?* +  6«*  —  !        d*y         U(x  —  x^ 
dx  ~      (3«*  +  1)*     '     dx*  ^  (8  a;*  -h  1)»  ' 


Jl^=  _ 
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y  dx*  ~        (Sä*  +  1)* 
Die  Kurve  kehrt  beständig  ihre  konkave  Seite  nach  der 
a;-Axe.     Sie  hat  drei  Wendepunkte,  welche  auf  der  a;-Axe  ge- 
legen sind,   mit  den  Abscissenwerten  a?  =  —  1,  0,  -f-  1;   die 

zugehörigen  Werte  von  ^  sind  y,  — 1>  y  * 

§  2.  Homogene  Koordinaten. 

175.   Formale  Definition.     Anstatt  die  geradlinigen  Ko- 
ordinaten  eines  Punktes   der  Ebene,   wie  früher,   durch   die 

Buchstaben  aj,  y  zu  bezeichnen,  nennen  wir  sie  jetzt  -^9  ^' 
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Eine  der  drei  Yariabelen  bleibt  nach  Fixierung  des  Punktes 
noch  immer  unbestimmt,  z.  B.  x^.  Würden  wir  über  dieses 
z.  B.  so  verf&geDy  dafs  wir  es  gleich  1  setzten^  so  erhielten  wir 
unsere  bisherige  Bezeichnungsweise.  Xi^x^^x^  heilsen  die  homo- 
genen Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene;  denn  es  wird  jede 
Kurvengleichuug  durch  diese  Darstellung  der  Punktkoordi* 
naten  zu  einer  homogenen,  was  häufig  von  groisem  Werte  ist. 

Sind  die  Koordinaten  mit  ~  und  -   bezeichnet^  so  erhält  die 

afg  x^ 

Gleichung  irgend  einer  Kurve  die  Gestalt 
(1)  f{x,,x^,x^)  =  0, 

wobei  nun  f  eine  Form  —  d.  h.  homogene  Funktion  —  der 
drei  Yariabelen  x^yX^,  x^  bezeichnet,  die  man,  wenn  die  ursprüng- 
liche Gleichung  eine  ganze  rationale  Funktion  in  x^  und  x^  war, 
durch  Multiplikation  mit  einer  Potenz  von  x^  auch  in  eine 
ganze  rationale  Form  von  x^^x^yX^  verwandeln  kann.  Jedem 
Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  und  nur  ein  Wertsystem 
(x^ :  x^ :  x^)f  welches  von  (0:0: 0)  verschieden  ist,  und  umgekehrt 
jedem  von  (0  :  0  :  0)  verschiedenen  Wertsysteme  (x^ix^ix^)  ein 
und  nur  ein  Punkt  der  Ebene.  Man  sagt,  dafs  auch  das  Wert- 
system {Xi  :x^:0)  einen  bestimmten  Punkt  der  Ebene,  nämlich 
einen  unendlieh  fernen  Punkt  vorstellt.  Geht  man  von  einem 
Punkte  der  Kurve  zu  einem  andern  Punkte,  so  kann  man 
willkürlich  x^  als  konstant,  oder  auch  als  veränderlich  an- 
nehmen; denn  es  sind  immer  nur  die  Verhältnisse  —  und  -" 

Termittelst  der  Gleich  img  für  jeden  Punkt  bestimmt. 

Wird  die  Gleichung  (1)  differentiiert,  ohne  dafs  eine  An- 
nahme über  x^  gemacht  wird,  so  erhält  man 

Die  Identitäten 

Xi  =  xx^y    x^  =  yx^y 

in  welchen  x^  von  null  verschieden  angenommen  ist,  ergeben: 

dXi  =  x^dx  +  ^dx^y    dx^  =  x^dy  +  ydx^y 

und  folglich  wird  die  Gleichung  (2): 

Serretf  Diff.-  a.  Integral-Beohnnng.    L  2.  Aoll.  16 
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Es  ist  aber,  wenn  n  den  Grad  der  homogenen  Funktion 
angiebt  (84  nnd  139): 

(3)  ^1  ^  +  ^*S,  +  ^»£3  =  ^^(^w  ^«>  ^3)  =  0. 

Hieraus  folgt: 

Setzen  wir  noch  S  "^  !*  ?  ^  "=*  r>  ßo  wird  bei  den  üblichen 
Bezeichnungen  die  Gleichung  der  Tangente: 

oder  gemälfl  der  Gleichung  (4): 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x^^—-\'X^^  =s=  —  a;, g-^  nach 
Gleichung  (3),  so  wird  die  Gleichung  der  Tangente  einfach: 

(5)  s.g  +  |,g  +  g.g  =  o. 

176.  Bine  geometriBChe  Deutung.  Die  vorstehende  Ent- 
Wickelung  ist  einer  geometrischen  Interpretation  im  Räume 
fähig,  zu  deren  Verständnis  jedoch  die  vorherige  Lektüre  der 
Artikel  251—253  erforderlich  ist. 

Die  Punkte  des  Raumes  B  seien  durch  gewohnliche 
ParaUelkoordinaten  {Xy^,  x^y  x^)  bestimmt  und  0  der  Eoordi- 
natenanfang  (0, 0, 0)  des  Koordinatensystems.  Parallel  zur 
x^a;^- Ebene  legen  wir  durch  den  Punkt  x^  =  1  der  x^-Axe 
eine  Ebene  E: 

^«  =  1; 
und  in  dieser  bilden  wir  uns  ein  System  von  Parallelkoordi- 
naten (Xy  y)y  dessen  Anfangspunkt  im  Schnittpunkte  der  Ebene 
und  der  x^-Axe  liegt  und  dessen  x-  und  y-Axe  bezw.  der 
Xi'  und  0^2 -Axe  des  räumlichen  Koordinatensystems  parallel 
sind.  Für  die  Punkte  im  Endlichen  der  Ebene  E  ist  also 
ajj  -=  a;,  iCj  ■==  y,  a:,  ««  1.  Es  sei  jetzt  P  irgend  ein  Punkt 
der  Ebene  E.  Wir  verbinden  ihn  mit  0  durch  die  Gerade  y, 
deren  Gleichungen  in  Raumkoordinaten 
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X,  x^ 

sind.  Diese  Gleichungen  sind  aber  gerade  die  Substifcotions- 
gleichungen,  welche  von  den  gewöhnlichen  Parallelkoordinaten 
{Xyy)  der  Ebene  E  zu  den  homogenen  Koordinaten  {x^ix^xx^ 
der  Ebene  E  führen. 

Durch  unsere  Interpretation  erscheinen  also  die  homogenen 
Koordinaten  der  Ebene  E  als  die  reehbunnkligen  Koordinaten 
des  Raumes  ü. 

Dabei  wird  jedem  Punkte  P  der  Ebene  E  eine  nnd  nur 
eine  durch  0  gehende  Gerade  g  des  Baumes  R  zugeordnet  — 
nämlich  die  Verbindungslinie  yon  0  und  P  —  und  umgekehrt 
jeder  durch  0  gehenden  Geraden  g  des  Baumes  R  ein  und 
nur  ein  Punkt  P  der  Ebene  Ey  nämlich  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  g  mit  der  Ebene  o*,  »=  1.  Im  Besonderen  wird  jedem 
durch  0  gehenden  Strahle  der  x^x^-W^ene 


Xm 


C,    a:»  =  0 


ein  bestimmter^  unendlich  femer  Punkt  P  der  Ebene  E  ent- 

sprechen^  welcher  durch  den  Quotienten  —  =  C  festgelegt  ist. 

Ist  nun  f{Xy  y)  ■»  0  die  Gleichung  einer  Kurve  C  in  der 
Ebene  E,  so  verbinden  wir  ihre  sämtlichen  Punkte  mit  dem 
Punkte  0  durch  die  Geraden  g]  die  Gesamtheit  dieser  Geraden 
bildet  einen  Kegel  K: 


'   \X^       X^J 


0, 
welcher  auch 

geschrieben  werden  kann,  wenn  f{x^,x^yX^  eine  Form  be- 
deutet;  welche  mit  /"(— ,  ~)  gleichzeitig  verschwindet.  Die 
Gleichung 

^^dx,  ^^cx^^^dx^        ^ 

giebt  f^  Parallelkoordinaten  x^  x^  x^  die  Gleichung  derjenigen 
Ebene  (vergl.  Nr.  253),  welche  den  Kegel  K  in  der  Geraden  g 


Xz  '     «,        ^ 


16* 
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berührt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  E  in  der  Tangente, 
welche  im  Punkte  {x^  y)  an  die  Kurve  C  geht,  und  daher  giebt 
die  obige  Gleichung  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Kurve  C^ 
wenn  man  x^ix^ix^  als  homogene  Koordinaten  der  Ebene  E 
interpretiert.  Dasselbe  Resultat  wurde  in  Nr.  175  durch  Rech- 
nung gefunden. 

177.  Beispiel.  Betrachten  wir  den  Fall  der  Kurven 
zweiten  Grades.    Hier  ist 

fi^u  ^«;  ^)  —  «11^*  +  «8«««*  +  «ssV  +  2a^XiX^  +  2aj5Xja:3 

+  2a^iX^Xi  =  0, 
femer: 

2  3^=  «llÄ^l  +  «18^  +  «31^3» 

^     ^f  I  . 

2  äi, ""  ^«^»  +  ^»^«  +  ^^^' 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^^x^yOC^  wird  also: 

6|(«lia?l  +  «liiC«  +  «81^8)  +  62(«12^l  +  «8i^2  +  «88^3) 

+  63(031^1  +  ^r^^%  +  «88^3)  =  0. 
Will  man  zur  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Koordinaten 
zurückkehren,  so  kann  man  rr,  »=  1^  §3  =  1,  x^=^  Xj  x^^^  y, 
Si  =  S;  6i  =  ^  setzen. 

178.  Zwei  Lehrs&üie.  Das  in  175  gewonnene  Resultat 
fährt  ohne  weiteres  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatsf  L  Konstruiert  man  an  eine  ebene  aigebraisehe 
Kurve  von  der  Ordnung  n  aus  einem  bdid>igen  Punkt  der  Ebene 
die  Tangenten,  so  liegen  ihre  Berührung^unkte  auf  einer  zweiten 
algebraischen  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  1 . 

Denn  ist  die  gegebene  Kurve  durch  die  Gleichung  (1)  der 
Nr.  175  bestimmt,  so  genügen  die  Berührungspunkte  (x^,  ^;^) 
aller  Tangenten^  welche  man  von  einem  bestimmten  Punkte 
(Si  Ss  Ss)  konstruieren  kann,  der  Gleichung  (5),  und  es  ist 
ersichtlich,  dafs  diese  Gleichung  eine  algebraische  Kurve  von 
der  Ordnung  n  —  1  darstellt. 

Nimmt  man  an,  dafs  der  gegebene  Punkt  nach  einander 
alle  Lagen  auf  einer  gegebenen  Geraden  annimmt,  so  gilt  der 
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vorstehende  Satz  fClr  jede  dieser  Lagen ,  selbst  wenn  der  ge- 
gebene Pnnkt  ins  unendliche  rückt.  Ist  die  Gleichung  der 
Geraden 

«161  +  «sS»  +  ffjfe  —  0, 

so  werden  die  Grenzwerte  der  Koordinaten  £•  =  0,  z-  =  —  — , 
pnd  die  Gleichung  (5)  erhalt  die  Form 
cf  df        ^ 

Man  hat  also  den  anderen  Satz: 

LehrsatB  IL  Konstruiert  man  an  eine  cUgd^raische  Kurve 
aUe  Tangenten,  welche  einer  gegebenen  Richtung  paraUd  sind, 
so  sind  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  von  der  Ord- 
nung n  —  1  gelegen. 

Bemerkung.  Die  beiden  soeben  bewiesenen  Lehrsätze 
bleiben  nicht  ohne  Weiteres  auch  fär  nicht  homogene  Ya- 
riabele  gültig.  Der  zweite  Satz  läfst  sich,  wenn  er  erhalten 
bleibt^  auch  für  rechtwinklige  Koordinaten  sehr  ein&ch  be- 
weisen. 

170.    Wendepunkte.     Wir   bezeichnen    mit    ^  »» 2;    und 

-  =  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten,  mit  u  eine  Form  von 

XiyX^,  x^  und  betrachten  die  Kurve^  welche  durch  die  Gleichung 

(1)  M  =  0 

definiert  ist.     Zur  Abkürzung  setzen  wir: 


du 
ferner: 

cu                 du 

d^u       au, 

dx\  ~  dx,  ""  **«>' 

d'u           du,        dut 

dx,dx,  ~  dx,  ""  ax,  ~"  "««  "°  "»»' 

~dx\  ""  a^  "■  "m» 

c'u           dut        du. 

dx,dx,      a«,      a«,     "m~"»«' 

a'u    _  at^^a«.  _      _ 

aa;,aa!,         ex,       a*,  ~~  "«  "~  "»»* 

Differentiiert  man  die  Gleichung  (1),  so  erhalt  man^  wenn 
rc,  und  x^  endlich,  und  x^  von  0  verschieden  angenommen  wird, 
wie  bereits  gefunden  wurde: 
(2)  u^dx  +  u^dy  «  0. 
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Ist  n  der  Grad  der  Form  u,  so  sind  (i|  und  u^  Formen 
vom  Grrade  n  —  1 ;  mid  man  erhält: 

dui  =  «»(«„rf«  +  «„rfy)  +  (n  -  1)  «1  — i, 


X, 


rf«j  —  «,(«,2^3;  +  «„dy)  +  («  —  1)  «1  ^  • 

"'s 

Differentiiert  man  also  die  Gleichmig  (2),  indem  man  a; 
als  unabhängige  Yariabele  ansieht,  und  reduziert  man  das 
Resultat  vermittelst  derselben  Gleichung  (2),  so  folgt: 

du^  dx  +  du^  dy  +  Wj  (?y  =»  0, 
Oller: 

(3)  x,\_u^^{dxy  +  2u,^dxdy  +  u,,(dy)*]  +  ti,d«»  =  0, 
Die  Bedingung  fQr  die  Wendepunkte  ist  jetzt 

(4)  d«y-0, 

und  die  Gleichung  (3)  reduziert  sich  auf 

(5)  w„  {dxy  +  2u,^dxdy  +  u^(dyy  =  0. 

Dabei  ist  indessen  zu  bemerken^  dab  die  Gleichung  (ö) 
nicht  die  Gleichung  (4)  zur  Folge  hat,  wenn  u,  «=»  0  ist.  Die 
Bedingung  t«,  «=  0  sagt  zunächst  aus,  da&  die  Tangente  in 
diesen  Eurvenpunkten  der  Ordinatenaxe  parallel  ist,  und  wir 
können,  sobald  tc^=^0  ist,  ohne  Beeinträchtigung  der  All- 
gemeinheit annehmen,  daljs  für  solche  Punkte  nicht  auch  die 
Gleichung  (5)  erfüllt  ist.  Anders  aber  ist  es,  weim  u,  =  O 
und  gleichzeitig  Mi «»  0  ist,  wie  wir  später  sehen  werden. 

Eliminieren  wir  zunächst  zwischen  den  Gleichungen  (2) 
und  (5)  die  Differentiale  dx  und  dy,  so  folgt: 

(6)  t«„V  —  2Ui2MiW2  +  «22^  =  0, 

und   diese  Gleichung  kann  noch   vereinfacht   werden.    Denn 
wenn  man  zwischen  den  vier  identischen  Gleichungen 

(7)  nu  =  UiXi  +  MgÄTj  +  u^x^ 

und 

(n  —  1)  Ml  —  MiiXi  +  u^^x^  +  Uij^r,, 

(n  -   1)  Mj  =  U^^Xi  +  U^X^  +  MjjT,, 

(n  —  1)  Mj  =  tfjia;,  +  «82^2  +  «<s8^s 
x^ ,  X2  und  073  eliminiert,  so  findet  man: 


(8) 
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(9)(n— l)*[Ui,V--2ui,i«iU,+i«„iii*]— n(n--l)u(uiiW„-M„«)— a^jffCu), 
wobei 


Was  aach  immer  die  Gestalt  der  Form  u  sein  mag,  der 
Fall  n  *=  1  kami  stets  vermieden  werden,  indem  man  u  mit 
einer  Potenz  von  rr,  multipliziert.  Also  reduziert  sich  ver- 
mittelst  der  Identität  (9)  und  der  Gleichung  u  >-■  0  die  Glei- 
chung (6)  auf 

(11)  Ä(«)  =  0. 

Die  Kurve  S{u)  «■  0  schneidet  auf  der  Kurve  u  »"  0  die 
Wendepunkte  aus.  Die  Funktion  H(ii)  ist  die  Determinante 
der  neun  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung ,  nämlich: 

«*11        «12        «IS 

S(u)^     Wji     ti„     w,, 

«81        *«82        «88 

Hesse  hat  sie  die  Determinante  der  Funktion  u  genannt; 
nach  ihm  heifst  sie  jetzt  allgemein  die  ^essesche  Determinante. 
Sie  ist  der  gemeinsame  Nenner  in  den  Ausdrücken,  welche 
man  erhalt,  wenn  man  die  Gleichungen  (8)  nach  x^y  x^,  x^ 
auflost.     Daraus  folgt,   dafs  die  Gleichung  (11)  auch  immer 

erf&llt  ist  durch  diejenigen  Werte  von  -^ ,  -  *- ,  f&r  welche  die 

Gleichungen 

(12)  «1  —  0,    Uj  =  0,    «3  =  0 
gleichzeitig  bestehen. 

Dies  ist  der  Fall,  den  wir  noch  zu  besprechen  haben. 
Wenn  es  auf  der  Kurve  « =  0  Punkte  giebt,  für  welche 
M,  •"  0  und  gleichzeitig  t/^  <»  0  ist,  so  ist  für  solch  einen  Punkt 
vermöge  der  Gleichung 

«1^1  +  «2^  +  «B^S  =  »*« 

auch  «3  —  0.  Diese  besonderen  Punkte,  för  welche  cPy  im 
allgemeinen  nicht  null  zu  sein  braucht,  werden  ebenfalls  von 
der  Kurve  -£f(ti)  —  0  ausgeschnitten. 
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180.  Sin  Saüi  von  Hesse.  Nehmen  wir  an,  daCs  die  ge- 
gebene Kurve  algebraisch  und  u  eine  ganze  rationale  Form 
der  Ordnung  n  ist;  die  Gleichung  (6)  wird  vom  Grade  3n  —  4, 
während  die  Gleichung  (11)  nur  vom  Grade  3(n  —  2)  «=  3n  —  6 
ist.  Wenn  man  die  imaginären  Losungen,  welche  zwei  Gle:- 
chungen  besitzen  könneu,  als  Darstellung  für  einen  imaginären 
Schnittpunkt  der  beiden  durch  diese  Gleichungen  gegebenen 
Kurven  betrachtet,  so  kann  man  folgenden,  zuerst  von  Hesse 
gegebenen  Satz  aussprechen: 

Lehrsatz  L  Die  Wendefunkte  einer  algebraischen  Kurve 
von  der  Ordnung  n  werden  durch  eine  atceite  algebraische  Kurve 
van  der  Ordnung  3(n  —  2)  ausgesdmitten. 

Wenn  nun  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  der  Kurve 
u  »=  0  ganz  allgemein  bleiben,  derart,  dals  zwischen  ihnen 
keinerlei  Relationen  existieren,  so  können  auch  die  Glei- 
chungen (12)  des  vorigen  Paragraphen  keine  gemeinsame 
Lösung  besitzen.  Folglich  werden  sämtliche  Schnittpunkte 
der  Kurven  (1)  und  (11)  Wendepunkte  der  Kurve  u.  Anderer- 
seits weüs  man,  dafs  nach  dem  Bezoutachen  Satze  die  Elimi- 
nation einer  der  Yariabelen  zwischen  den  Gleichungen  (1) 
und  (11)  auf  eine  Endgleichung  führt,  deren  Ordnung  gleich 
dem  Produkte  aus  den  Ordnungen  der  beiden  Gleichungen  ist; 
man  hat  also  den 

Lehrsatz  IL  Eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  n 
mit  allgemeinen  Koeffizienten  hat  3n(n  —  2)  Wendepunkte. 

Im  Besonderen  erkennt  man,  dais  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung keine  Wendepunkte  haben,  was  bekannt  ist,  und  dafs 
eine  Kurve  dritten  Grades  im  allgemeinen  neun  reelle  oder 
imaginäre  Wendepunkte  besitzt. 

Die  Identität  (9),  in  welcher  n^^u^  —  2xi^^u^u^  +  ^n^\^ 
vom  Grade  3n  —  4  und  H{u)  vom  Grade  3n  —  6  ist,  lehrt, 
dafs  die  Kurve  w^Wj*  —  2u^^u^U2'\'M^^u^^=^0  auf  m  =  0  nicht 
nur  die  3n  —  6  Wendepunkte  ausschneidet,  sondern  auch  die- 
jenigen 2n  Punkte,  in  denen  x^  >»  0  die  Kurve  schneidet. 
Dies  sind  die  n  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve,  ein  jeder 
doppelt  gezählt. 
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§  3.  Singulare  Punkte. 

181.  Definition  eines  aingulftren  Funkte«.  Betrachten 
wir  (Fig.  30)  eine  Kurve  in  einem  Punkte  3f.  Im  Allgemeinen 
wird  durch  den  Punkt  M  nur  ein  be-  ^    _ 

Fig.  SO. 

stinunter,  stetiger  Eurvenzug  m'Mm 
hindurchgehen,  und  auch  die  Tangenet 
TT'  wird  ihre  Richtung  stetig  ändern, 
wenn  ihr  Berührungspunkt  M  den 
Bogen  m  Mm  durchläuft.  Ein  solches 
Eurvenbild  bietet  keinerlei  Besonder- 
heiten und  von  diesem  geometrischen  Standpunkte  aus  defi- 
nieren wir  daher: 

Definition.  Wir  sagen  der  Kurvenpunkt  M  hat  eine  aü- 
gemeine  Lage,  wenn  1)  durch  ihn  ein  und  nur  ein  bestimmter 
Kurvenzug  m'Mm  hindurchgeht,  welcher  in  der  Umgebung  von  M 
stetig  ist,  und  wenn  2)  auch  die  Tangente  im  Tutäcte  M  und 
seiner  JJmgebting  ihre  Richtung  stetig  ändert. 

Einen  Punkt  M,  der  nicht  eine  allgemeine  Lage  hat, 
nennen  wir  einen  singulären  Punkt.    Wir  definieren  also  weiter: 

Wenn  dagegen  der  Kurvenpunkt  M  auch  nur  eine  der  beiden 
eben  gestellten  Forderungen  nicht  erßllt^  so  heifst  er  ein  singuiärer 
Punkt  der  Kurve. 

Man  kann  immer  annehmen,  dafs  die  Tangente,  wenn  M 
den  Bogen  m'Mm  durchläuft,  nicht  einmal  der  Ordinatenaze 
parallel  wird,  sobald  der  Punkt  M  eine  allgemeine  Lage  hat. 
Ist  daher  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form  y  —  f{x) 
gegeben  und  sind  die  Eoordinatenaxen  nicht  unglücklich 
gewählt,  so  ist  ein  Punkt,  dessen  Abscisse  x  ^^s»  a  ist,  von 
allgemeiner  Lage  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Funktion  f{x) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  rr  =  a  nebst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung stetig  ist. 

Beschreiben  wir  zur  weiteren  Veranschaulichung  um  den 
Kurvenpunkt  M  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  der  in  die  Um- 
gebung des  Punktes  M  hineinföllt,  so  ist  M  von  allgemeiner 
Lage,  wenn  1)  der  Kreis  die  Kurve  in  zwei  und  nur  zwei 
Punkten  m  und  m'  schneidet,  und  wenn  2)  der  Winkel  L^'Mm^ 
den  die  Radien  nach  den  beiden  Schnittpunkten  mit  einander 
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Fig.  31. 
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bilden^  der  Grenze  %  zustrebt ^  wenn  der  Radius  des  Kreises 
null  wird.  Ist  nur  eine  dieser  zwei  Bedingungen  nicht  erfällt, 
so  ist  M  ein  singulärer  Punkt. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Arten  von  singulären  Punkten 
beschreiben,  die  auftreten  können. 

182.  Aufkählung  einiger  singul&rer  Punkte.  1.  Vte^ache 
Punkte.  (Fig.  31).  Man  nennt  einen  Punkt  einen  vidfachen, 
wenn  mehrere  Zweige  der  Kurve  durch  ihn 
hindurchgehen,  mögen  sich  diese  unter  ein- 
ander berühren  oder  nicht.  Der  Kreis,  welcher 
aus  einem  vielfachen  Punkte  als  Mittelpunkt 
beschrieben  ist,  schneidet  die  Kurve  in  mehr 
als  zwei  Punkten. 

2.  BückkehrpunJUe  oder  Spitzen.  (Fig.  32). 
Rückkehrpunkte  (oder  Spitzen)  heÜBen  die- 
jenigen Punkte  einer  Kurve,  in  welchen  zwei  Zweige  der 
Kurven  endigen  und  dabei  eine  gemeinsame  Tangente  haben. 

Der  Kreis,  welcher 
^X  aus  einem  Rück- 
\  kehrpunkt  als  Zen- 
I  trum  beschrieben 
^  wird,  schneidet  die 
Kurve  nur  in  zwei 
Punkten;  aber  die  Radien,  welche  zu  diesen  beiden  Punkten 
führen,  bilden  mit  eiuander  einen  Winkel,  der  mit  dem 
Radius  des  Kreises  null  wird. 

Man  unterscheidet  Rückkehrpunkte  von  zweierlei  Art. 
Der  Rückkehrpunkt  heilst  von  der  ersten  Art  oder  eine  ge- 
wöhnliche SpiUfe,  wenn  die  beiden  Kurvenzweige  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  gemeinsamen  Tangente  sich  befinden, 
dagegen  von  der  zweiten  Art  oder  eine  Schnabelspitgey  wenn 
sie  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente  liegen. 

3.  Isolierte  Punkte.  Isolierte  Punkte  heifsen  diejenigen, 
in  deren  Umgebung  kein  anderer  Punkt  der  Kurve  liegt.  Der 
aus  einem  isolierten  Punkt  als  Zentrum  beschriebene  Kreis 
schneidet  bei  hinlänglicher  Kleinheit  des  Radius  die  Kurve  in 
keinem  Punkte. 
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4.  Endpunkt.  (Fig.  33).  Ein  Endpunkt  n«.  ss. 
ist  ein  Punkt,  in  welchem  ein  einziger 
Zweig  der  Karre  plötzlich  abbricht.  Der 
EreiS;  welcher  mit  einem  hinlänglich  kleinen 
Radius  aus  solch  einem  Endpunkte  als 
Zentrum  beschrieben  ist,  schneidet  die 
Kurve  nur  in  einem  Punkt. 

5.  Eckpunkt.  (Fig.  34).  In  einem  Eckpunkte  endigen  zwei 
Zweige  der  Kurre,  welche  in  diesem  Punkte  verschiedene  Tangen- 
ten haben.  Der  Kreis,  beschrieben  aus  ^    ., 

'  Fig.  84. 

solch  einem  Eckpunkte  als  Zentrum, 
schneidet  die  Kurve  in  zwei  Punkten; 
aber  die  Radien,  welche  durch  diese 
Punkte  gehen,  bilden  einen  Winkel, 
der  sich  von  zwei  rechten  oder  von 
null  um  eine  endliche  Grobe  unter- 
scheidet. 

Die  vorstehende  Au&ähluDg  erschöpft  keineswegs  alle 
möglichen  Arten  von  Singularitäten.  Die  genannten  Falle 
sind  vielmehr  solche,  welche  sich  besonders  häufig  darbieten, 
übrigens  auch  zum  Teil  gleichzeitig  eintreten  können.  Wir 
geben  jetzt  fOr  jede  der  genannten  fQuf  Arten  von  singulären 
Punkten  ein  Beispiel. 

188.  Beispiel  eines  Doppelpunktes  und  eines  isolierten 
Punktes. 

Wir  betrachten  die  Kurve: 

y  «33  (a;  —  a)yx  —  6. 

In  dieser  Gleichung  haben  wir  auf  der  rechten  Seite  zwei 
Vorzeichen  zu  unterscheiden;  streng  genommen  wird  demnach 
unsere  Kurve  erst  durch  die  zwei  Grleichungen  dargestellt: 

y  SB»  (a;  —  a)\  Yx  —  b  \     und     y  ■»  —  (^  —  a)\  Yx  —  b\, 

deren  jede  einen  Zweig  unserer  Kurve  liefern.  Die  beiden 
Zweige,  die  übrigens  symmetrisch  zur  a;-Axe  verlaufen, 
machen  zusammengenommen  das  aus,  was  wir  schlechthin  die 
Kurve  y^  {x  —  a)  Y^  —  &  nennen.  An  der  Stelle  rc  —  a 
wird  y  =  0  fttr  beide  Kurvenzweige.     Im  Punkte  (a,  0)  ver- 
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einigen  sich  also  die  beiden  Enrvenzweige.  Die  Tangenten- 
richtung bestimmt  sich  ans: 

dx        ^  ^  2yx  —  h 

Im  Besonderen  wird  für  x  =  a: 

Ist  daher  1)  a  >  fc,  so  haben  wir  den  zwei  Vorzeichen  yon 
Ya  —  b  entsprechend  an  der  Stelle  x  =  a  zwar  nur  einen 
Kurvenpunkt  (a^  0),  aber  zwei  verschiedene  Tangenten. 

Betrachten  wir  nun  unsere  Kurve  auch  in  der  Umgebung 
des  Punktes  M  —  (a,  0).  Damit  y  einen  Wert  hat,  mufs  x^b 
sein.  Setzen  wir  x  =  b,  so  wird  y  =  0  für  beide  Kurven- 
zweige und  -j'-  gleich  +  oo  für  den  oberen,  gleich  —  cx)  für 

Cv  X 

den  unteren  Kurvenzug.  Der  obere  Kurvenzweig  geht  also 
von  dem  Punkte  (6,  0)  unter  einem  Winkel  von  90®  nach 
oben,  der  untere  Kurvenzweig  unter  einem  Winkel  von  90® 
nach  unten.  Beide  Kurvenäste  gehen  also  im  Punkte  (6, 0) 
samt  ihren  Tangenten  stetig  in  einander  über.  Verfolgen  wir 
den  oberen  Kurvenzweig  weiter,  der  dem  negativen  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  entspricht,  solange  b<x<a  ist,  so  wächst  y 
zunächst,  während  die  Tangentenneigung  immer  mehr  ab- 
nimmt bis  y  sein  Maximum  an  der  Stelle  x  =  ^-~ —  erreicht, 
wo  die  Tangente  horizontal  wird.  Wächst  jetzt  x  weiter  bis  a, 
so  nimmt  y  wieder  ab,  j  nimmt  weiter  ab  und  wird  negativ, 
bis  in  der  Stelle  x  «='  a,  die  wir  hier  studieren,  y  =  0  wird 
und  ^  einen  negativen  Wert  hat.  Wollen  wir  unseren  Kurven- 
zweig weiter  verfolgen,  so  müssen  wir  der  Quadratwurzel  das 
negative  Zeichen  belassen  und  x  über  a  hinaus  wachsen  lassen. 
Dann   bleibt   y  beständig   negativ,   während   seine  absoluten 

Werte   immer   mehr   wachsen.     Gleiches   gilt   von   —-     Der 

Kurvenzweig  wird  also  nach  Passieren  des  Punktes  M  der 
untere  und  fällt  beständig  noch  weiter.  Genau  das  Spiegel- 
bild  von   dem   Kurvenzug,   der   dem   negativen   Zeichen   der 
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Wurzel  entspricht,  ist  derjenige^  welcher  dem  positiYen  Vor- 
zeichen entspricht.  Wir  sehen  also  deutlich,  wie  die  beiden 
Zweige  zusammengenommen  die  Kurve  y  ^^  (x  —  a)  YsT—  b 
ausmachen,  und  wie  diese  im  Punkte  (a,  0)  einen  Doppel- 
punkt hat. 

Ist  dagegen  2)  a  <b,  so  ist  Ya  —  b  imaginär  und  also 
auch  Yx  —  by  solange  x  kleiner  als  b  bleibt.  Hier  beginnt 
die  Kurve  also  erst  für  x>b  einen  stetigen  Kurvenzug  zu 
bilden.  Dieser  besteht  wieder  aus  zwei  Ästen,  die  symme- 
trisch oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  verlaufen 
und  sich  nach  rechts  bis  ins  Unendliche  erstrecken.  Ganz 
isoliert  von  diesem  Kurvenzug  ist  der  Punkt  rr  <»  a,  y  »=  0, 
der  ebenfalls  der  Kurve  angehört. 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  sehen  wir: 

Die  Kurve  y  =  (a;  —  a)  i/o?  —  b  hcU  im  Funkle  a;  =  a, 
y  «s  0  einen  Boppetpunkt^  wewn  a>b  ist,  dagegen  einen  iso- 
lierten Punkt,  wenn  a  <b  ist. 

184.  Beispiel  einer  gewöhnlichen  Spitze  und  einer 
Sotanabelspitae.  Betrachten  wir  als  weiteres  Beispiel  erstlich 
die  Kurve 

y^Y^ 
an  der  Stelle  x  ^^0.  Dort  wird  auch  y  -»  0.  Die  Kurve 
geht  also  durch  den  Koordinatenanfang.  Sie  existiert  aber 
nur  rechts  von  der  y-Axe;  denn  nur  für  positive  Werte  x 
hat  yp  einen  Wert  Sie  besteht  aus  zwei  Zweigen,  die 
wieder  symmetrisch  oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissen- 
axe verlaufen  und  sich  im  Koordinatenanfange  vereinen.  Die 
Tangente  bestimmt  sich  durch: 

^y  =  ^Vx' 
dx        2   y^ 

Sie  fallt  also  im  Koordinatenanfang  für  beide  Zweige  mit 
der  Abscissenaxe  zusammen;    denn  für  rr  ■—  0  wird    ^^  =  0, 

welches  Vorzeichen  man  auch  der  Quadratwurzel  erteilen  mag. 
Wir  sehen  mithin: 

Die  Kurve  y  «=  Y^  ^  •♦^  Koordinatenanfang  eine  ge- 
wöhnliche Spit0e. 
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Würden  wir  übrigens  x  —  a  für  o;  schreiben^  so  erhielten 
wir  die  Kurve 

welche  im  Punkte  (a,  0)  eine  gewohnliche  Spitze  hat.  Auf 
diesen  Fall  wären  wir  auch  gekommen ,  wenn  wir  in  dem 
Beispiel  der  Torigen  Nummer  auch  die  Möglichkeit  a  «»  &  in 
Betracht  gezogen  hätten. 

Um  nun    auch   ein   Beispiel    für   die   Schnabelspitze   zu 
haben,  nehmen  wir  die  Kurve 

y^x'  +  yl^ 

und  fassen  wieder  den  Koordinatenanfang  ins  Auge,  durch 
den  sie  ja  hindurchgeht.  Sie  besteht  wieder  aus  zwei  Zweigen, 
die  nur  rechts  von  der  y-Axe  existieren  und  sich  dort  ins 
Unendliche  erstrecken.  Im  Koordinatenanfang  vereinen  sich 
beide  Zweige  und  gehen  nach  links  nicht  weiter.  Die  Tan- 
gentenrichtung 

ist  im  Koordinatenanfang  wieder  die  nämliche  für  beide  Zweige, 
nämlich  die  der  a;-Axe;  bisher  ist  also  alles  wie  im  vorigen 
Beispiel,  und  der  Koordinatenanfang  ist  eine  Spitze  unserer 
Kurve.  Nur  liegen  jetzt  die  beiden  Kurvenäste  anders  als  vorher 
zu  ihrer  gemeinsamen  Tangente,  der  rp-Axe.  Dem  positiven 
Zeichen  der  Wurzel  entspricht  zwar  wie  vorher  ein  oberer 
Zweig,  der  von  Anfang  an  beständig  wachsend  oberhalb  der 
a;-Axe  verläuft.  Aber  der  dem  negativen  Zeichen  der  Wurzel 
entsprechende  Zweig  verläuft  ebenfalls  oberhalb  der  a;-Axe, 
solange  x<\  ist;  denn  solange  ist  x^ > x^  und  also  auch 
x^  —  yar"  positiv.  Diesmal  liegen  also  in  der  Nähe  der  Spitze 
beide  Kurvenzweige  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente, 
wir  haben  eine  Schnabelspitze. 

185.   Beispiel  eines  Endpunktes.     (Fig.  35).     Die  Kurve 

1 
y  =  e' 

bietet  das  Beispiel  eines  Endpunktes  im  Punkte  rr  =»  0.  Läfst 
man  x  von  0  bis  -|-  oo  wachsen,  so  nimmt  die  Ordinate  y 
von  -|-  oo  bis  -j-  1^  ^^>  ^^^  ^^^  ^^^  einen  Zweig  der  Kurve 
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innerhalb  des  positiTen  Qaadranten  der  ^^'  *** 

Eoordinatenazen.  Dieser  Zweig  hat 
die  y-Axe  zur  Asymptote,  desgleichen 
eine  Parallele  zur  a;-Axe  mit  der  Or- 
dinate y  B»  1.  Lafät  man  x  von  —  oo 
bis  0  gehen^  so  geht  y  von  +  1  bis  0, 
und  man  erhält  demnach  einen  zweiten 
Zweig  der  Kurve,  welcher  im  Eoordinatenanfangspunkt  plötz- 
lich endet. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dals  die  Funktion  y  unstetig  ist 
an  der  Stelle  x  =*  0.  Nähert  sich  x  wachsend  der  Null,  so 
wird  y  >»  0,  nähert  sich  x  abnehmend  der  Null,  so  wird 
y  — oo. 

186.   Beispiel  eines  Eckpunktes.    (Fig.  36).     Die  Kurve 


bietet  ein  Beispiel  fQr  einen  Eckpunkt  im 
Koordinatenanfangspunkte.     Um   die  Tan- 
gente im  Anfangspunkte  zu  erhalten,  ge- 
nügt es  (Nr.  129),  die  Grenze  des  Verhält-   M 
nisses  -.  ^  ^^ 
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1  +  e^ 


f&r  o;  «B  0  zu  bestimmen.     Wenn  aber  x  nach  0  konvergiert, 

so  konvergiert  e'  nach  oo  oder  nach  0,  je  nachdem  x  von 
der  positiven  oder  negativen  Seite  in  die  Null  hineinrückt. 
Man  hat  also  im  Anfangspunkte  zwei  Tangenten,  deren  Bich- 
tungskoeffizienten  bezüglich  0  und  1  sind.  Die  Kurve  setzt 
sich  demnach  aus  zwei  Zweigen  zusammen;  der  eine,  0(7, 
liegt  innerhalb  des  positiven  Quadranten,  und  berührt  im 
Anfangspunkte  die  Abscissenaxe,  der  andere,  OH,  liegt  im 
Quadranten  mit  negativen  Koordinaten  und  hat  im  Anfangs- 
punkte die  Winkelhalbierende  OT  zur  Tangente.  Dieser  Punkt 
ist  also  ein  Eckpunkt  der  Kurve. 

Werfen  wir  einen  Rückblick  auf  die  in  den  Nummern 
183  bis  186  behandelten  Beispiele,  so  bemerken  wir  sofort 
einen  wichtigen  Unterschied  zwischen   den  Kurven  183  und 
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184  einerseits,  sowie  denen  in  186  und  186  andrerseits. 
Jene  sind  lauter  algebraische  Kurven^  d.  h.  y  ist  eine  alge- 
braische Funktion  von  x,  diese  sind  dagegen  transscendente 
Eurren,  y  ist  eine  transscendente  Funktion  Yon  x.  In  der 
That  läCst  sich  das  Beispiel  183  schreiben: 

y*  —  (x  —  af  (x  —  6)  —  0, 

und  die  Beispiele  der  Nummer  184  waren: 

y«_a;»  =  0     und     (y  —  x^  —  a^  =  0. 

Alle  haben  also  die  Gestalt: 

Fix,y)  =  0, 
WO  F  eine   ganze   rationale  Funktion   bedeutet.     Indem   wir 
jetzt  die  nur  durch  transscendente  Kurven  darstellbaren  Singu- 
laritäten bei  Seite  lassen,  führen  uns  unsere  Beobachtungen 
dazU;  die  Singularitäten  einer  Kurve  zu  studieren: 

F(x,y)'=0, 

bei  der  F  eine  ganze  rationale  Funktion  ist.  Wir  können 
sogar,  ohne  dadurch  etwas  neues  zu  erhalten,  uns  auf  die 
Annahme  beschränken,  daüs  F  in  der  Umgebung  der  gerade 
betrachteten  Stelle  sich  nach  dem  Taylorschen  Satze  ent- 
wickeln läfst.  Ehe  wir  aber  auf  die  geometrische  Natur  der 
Singularitäten  eingehen,  ist  es  erforderlich,  dafs  wir  dem 
arithmetischen  Begriffe  „implicite  Funktion''  etwas  mehr  Auf- 
merksamkeit schenken  als  wir  bisher  gethan  haben. 

187.  Existenz  einer  implioiten  Fimktion.  Wir  haben 
bereits  in  den  früheren  Kapiteln  von  dem  Begriffe  einer 
Funktion  y  von  Xy  welche  implicite  durch  eine  Gleichung: 

F{x,  y)  -  0 
definiert  wird,  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht.  War  die  Glei- 
chung 2^  «=  0  durch  das  Wertepaar  x  =  a,  y  =  fc  erfallt,  so 
nahmen  wir  an,  dafs  dann  auch  eine  Funktion  y  von  x  existiert^ 
welche  für  a?  -»  a  den  Wert  b  annimmt  und  der  Gleichung 
F{x,  y)  genügt.    Ist  z.  B. 

a;«-y«  =  0, 
so  erfüllt  das  Wertepaar  x  ==  l,  y  =  1    die  Gleichung  und 
wir  haben  in  y  =  x   eine  Funktion,   welche  immer  der  ge- 
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gebenen  Gleichung  genügt  und  fQr  2; «»  1  auch  den  Wert  1 
annimmt.  Die  Funktion  y  ^^  x  ist  die  einzige,  welche  die 
genannten  Forderungen  erf&Ut. 

Aber  auch  das  Wertepaar  a?  ■=-  0,  y  «■  0  erfOllt  unsere 
Gleichung  und,  wenn  wir  jetzt  verlangen  eine  Funktion  zu 
finden,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügt  und  für  x^^O 
den  Wert  0  annimmt,  so  finden  wir  deren  zwei: 

y  —  +  a:    und    y  =  —  x. 

Es  kann  also  unter  Umstanden  durch  unsere  Forderungen  die 
implicite  Funktion  noch  gar  nicht  festgelegt  sein. 
Nehmen  wir  endlich  die  Gleichung 

sie  wird  wieder  durch  o; »»  0,  y  «■  0  erfüllt,  aber  durch  kein 
anderes  Wertepaar.  Es  existiert  also  hier  gar  keine  Funktion 
y  Yon  Xy  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügt.  Wir  sehen 
also,  dais  es  notig  ist,  zu  prüfen,  unter  welchen  Umständen 
wir  die  Existenz  einer  impliciten  Funktion  behaupten  und 
diese  selbst  eindeutig  festlegen  können.  Wir  werden  sehen, 
dafs  diese  Frage  mit  dem  Gegenstande,  mit  welchem  wir  uns 
hier  beschäftigen,  den  singulären  Punkten,  aufs  Engste  zu- 
sammenhängt. Gleichzeitig  gewinnen  wir  dadurch  eine  nach- 
trägliche Rechtfertigung  unserer  früheren  Sätze  über  implicite 
Funktionen;  denn  unter  den  dort  gemachten  Voraussetzungen 
läCst  sich  thatsächlich  die  Existenz  der  impliciten  Funktionen 
erweisen.  Das  Mittel,  welches  wir  beim  Beweise  verwenden, 
ist  hauptsächlich  das  der  Entwickelung  der  Funktionen  in 
Potenzreihen.  Diese  ist  ja  bereits  im  fünften  Kapitel  aus- 
führlich behandelt  worden,  sie  wird  im  elften  Kapitel,  in  der 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  erst 
befriedigend  begründet  werden  können  und  noch  in  den  folgen- 
den Partien  dieses  Werkes,  besonders  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen,  eine  hervorragende  Rolle  spielen.  Wir 
werden  daher  jetzt  gezwungen  sein,  einige  Sätze  zu  benutzen, 
die  erst  in  noch  folgenden  Kapiteln  streng  begründet  werden 
können.  Besonders  mögen  hier  folgende  Bemerkungen  Platz 
finden. 

Serret,  Diff.-  u.  Integral- Bechnung.   I.  8.  Aufl.  17 


258  Siebentes  Eafotel. 

Haben  wir  eine  Funktion  f{x)y  welche  sich  in  der  Um- 
gebimg  der  Stelle  a; «»  0  nach  dem  Ma^-Zauriitschea  Satze 
entwickeln  läfst: 

A«)  —  «^0  =  «1^  +  «8^*  H — > 
so  wird  diese  in  einer  bestimmten  Umgebung  der  Stelle  o:  «=  0, 
etwa  für  |  a:  |  <  r,  konvergieren.    Die  Koeffizienten  berechnen 
sich,  wie  wir  in  Nr.  116  gelernt  haben: 

flo-AO),  «i-AO),  a,  =  r(0),... 
Man  wird  nun  gern  glauben  und  im  elften  Kapitel  (Nr.  368 
und  369)  bewiesen  finden,  dafs  eine  solche  Reihe  in  der  Um- 
gebung von  X  ^=0  eine  stetige  Funktion  vcm  x  ist,  dafs 
Gleiches  von  ihren  sämtlichen  Ableitungen  f{x\  f"(x),  u.  s.  w. 
gilt  und  dalis  deren  Werte  erhalten  werden,  indem  man  die  Potenz- 
i^ihe  gliedweise  differentiiert.    Es  wird  also: 

fix)  =l.a,  +  2a,x  +  U^o^  +  •  •  -, 


Analoges  gilt  von  der  Entwickelung  einer  Funktion  mehrerer 
Veränderlichen  x,  y, . , ,  nach  Potenzen  von  x,  y,. , ,  nach  dem 
verallgemeinerten  Mac-Laurinaciien  Satze  der  Nr.  138. 

Dies  vorausgeschickt  gilt  nun  der  folgende  Satz,  welcher 
als  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen  über  singulare 
Punkte  von  Kurven  anzusehen  ist  und  die  Existenz  der  im- 
pliciten  Funktion  begründet: 

Satß.  Die  Funktion  F{x,  y)  sei  nack  dem  Mac-Laurüi- 
sehen  Satze  entwickelbar  und  versehtvinde  an  der  SteUe  o;  <»  0, 
y  SS  0;  FyiXjy)  aber  sei  an  dieser  SteUe  nicht  null.  Alsdann 
giebt  es  eine  und  nur  eine  Funktion  y  von  x,  welche  für  X'^O 
den  Wert  null  annimmt  und  in  der  Umgehung  der  Steüe  o;  =>  0 
ebenfalls  nach  dem  Mac-Laurinschen  Satze  entwickelbar  ist 

Um  unseren  Satz  zu  erweisen,  suchen  wir  nach  einer 
Rechenvorschrift,  welche  uns  zu  jedem  Werte  x,  der  der  Um- 
gebung der  Stelle  X'^0  angehört,  den  zugehörigen  Funktious- 
wert  zu  berechnen  gestattet.  Existiert  die  fragliche  Reihe, 
so  hat  sie  die  Gestalt: 

(1)  y  ==-  ^0  +  «1^  +  (^2^^  H fix), 
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nad  €S  ist 

„.-«0),  ».-rf,  a.-m,... 

Die  Reihe  (1)  selbst  giebt  uns  die  verlangte  Bficbenvorschrifh, 
sobald  nur  ihre  Koeffizienten  ^^qj  ^j  Ck^f  -  - '  bekannt  sind. 
Da  fElr  rr  «»  0  auch  y  ^^0  sein  soll,  finden  wir  zunächst: 

öo  —  0. 
Die  übrigen  Eoeffiaienten  sind  ans  der  Bedingung  zu  be- 
stinunen,  dab  F{z^  y)  identisch  null  sein  soll,  wenn  wir  für 
y  seinen  Wert  aus  (1)  in  F{Xy  y)  einsetzea  Dadurch  wird 
F(Xj  y)  eine  Funktion  von  x  allein,  die  wir  nach  dem  Mac- 
LaurinBchen  Satze  nach  Potenzen  Ton  x  entwickeln.  Dann 
mufs  (Nr.  371)  der  Koeffizient  einer  jeden  Potenz  yon  x  null 
sein,  da  der  Ausdruck  ja  für  jeden  Wert  von  x  null  ist.  Es 
werde  yermöge  (1): 

F{x,  y)^\  +  h,x  +  6,aj«  +  . . . 
Dann  wird: 

,    _  1  /d'JF(x.y)\ 
"»  —  ilK     dx*      /«' 

Bei  den  Differentiationen  ist  y  als  Funktion  von  x  anzusehen. 
Da   zunächst    F(x,  y)   för  a;  =-  0,   y  =  0  verschwindet, 
so  ist: 

fco==F(0,0)  =  0. 

Weiter  finden  wir: 


(2) 


Indem  wir  nun  die  linken  Seiten,  d.  h.  sämtliche  b  gleich 
null  setzen,  erhaltien  wir  eine  unendliche  Reihe  von  Gleichungen. 
Rechts  ist  immer  x  ^^  0,  y  >»  0  zu  setzen.  Dadurch  werden 
die  Koeffizienten  in  diesen  Gleichungen  die  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  F  an  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0.    Diese 

17* 
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sind  aber  sämtlicli  bekannt;  denn  jene  partiellen  Ableitungen 
sind  die  Koeffizienten  in  der  Mac-Laurinschen  Entwickelang 
der  Funktion  F(x,  y)  nach  Potenzen  von  x  und  y,  die  als 
bekannt  vorausgesetzt  ist.  Die  unbekannten  in  den  Glei- 
chungen (2)  sind  aber  die  Werte  der  Differentialquotienten: 

d.  h.  gerade  die  Gröüsen,  welche  wir  kennen  müssen^  um  die 
Reihenentwickelung  (1)  hinschreiben   zu   können.     Die   erste 

der  Gleichungen  (2)  ist  aber  linear  in  f\0)  =*  \^)    uiid  der 

Koeffizient  Fy(p,  0)  ist  nach  Voraussetzung  nicht  null.  Also 
finden  wir  aus  ihr  f'(0).     Setzen  wir  den  gefundenen  Wert 

in  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  für  y^j  ein,  so  bleibt  als 

einzige  Unbekannte  (t-^)  ■=  f"(^)'    ^  dieser  ist  die  Gleichung 

wieder  linear  und  der  Koeffizient  von  f'\0)  wieder  die  von 
null  verschiedene  Zahl  Fy{0, 0).  Aus  ihr  kann  man  daher 
f"(0)  berechnen.  Ebenso  findet  man  aus  der  dritten  Glei- 
chung (2)  f"\0)  u.  s.  w.,  und  man  ist  so  imstande  die  Koeffi- 
zienten a  der  Gleichung  (1)  zu  berechnen.  Somit  haben  wir 
eine  und  nur  eine  Reihe  für  y  gewonnen: 
y  =  aiX  +  a^x^'\ , 

welche  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  formal  genügt  und  für 
o;  SS  0  den  Wert  null  annimmt.  Aber  dann  und  nur  dann 
definiert  diese  Reihe  eine  Funktion  von  x,  wenn  sie  für  ge- 
wisse X,  etwa  für  |  a?  |  <  r  konvergiert.  Dieser  Konvergenz- 
bezirk macht  dann  die  Umgebung  der  Stelle  x  =  0  aus.  Dafs 
aber  die  so  erhaltene  Reihe  thatsachlich  in  einem  endlichen 
Bezirk  um  x  =*  0  konvergiert,  wird  bei  den  Existenztheoremen 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  im  dritten  Bande 
dieses  Werkes  gezeigt  werden,  imd  indem  wir  auf  den  dortigen 
Beweis  verweisen,  haben  wir  unseren  hier  ausgesprochenen 
Satz  erwiesen. 

188.    Fall,  dafs  der  Gleichiong  F(x^  y)  »»  0  swei  Fonk- 
tionen  y  genügen,  die  an  der  Stelle  rr  «=»  0  verschwinden. 

Wir  wollen  jetzt^  um  für  das  Studium  der  singulären  Punkte 
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hinreichend  Torbereiiet  zu  sein,  weiterhin  den  Fall  ins  Ange 
fassen,  dals  an  der  Stelle  x^=»0,  y  *—  0  F  und  seine  beiden 
ersten  Ableitungen  verschwinden,  aber  F^y  nicht.  Eine  be- 
sondere Rolle  spielt  hier  der  Ausdruck: 

den  wir  bereits  in  der  Theorie  der  Mazima  und  Minima  Nr.  157 
kennen  gelernt  haben.  Wir  setzen  voraus,  daüs  er  positiv  ist 
und  beweisen  den  Satz: 

Satsf.  An  der  Stelle  a?  —  0,  y  —  0  seien  F(x,  y),  FJ,  F^ 
ittiS,  aber  nickt  F^  und  F^^  —  F^F^;,.  Leteterer  Ausdruck 
sei  dort  vielmehr  positiv.  In  der  Umgebung  der  SteUe  X'^0, 
ya.0  sei  F  nadi  dem  Mac-Laurinsehen  Satße  enlwickelbar. 
Dann  giAt  es  sswei  tmd  nur  ewei  Funktionen  von  Xy  welche  in 
der  ümgAung  der  Stelle  x^=^0  nach  dem  Mac-Laurinschen 
Satee  entwichdbar  sind,  für  X'^^O  beide  verschwinden  und,  an 
Stdle  von  y  in  die  Gleichung: 

F{x,  y)  -  0 
eingesetzt,  diese  identisch  für  alle  Werte  x  in  der  Umgebung  der 
Stelle  a;  =«  0  befriedigen. 

Zum  Beweise  verfahren  wir  genau  wie  in  der  vorigen 
Nummer.  Wir  setzen  für  y  die  Entwickelung  (1)  an  und 
setzen  sie  in  die  Gleichung  (2)  ein,  um  die  Koeffizienten  a  zu 
bestimmen.  Hierdurch  entstehen  die  Ausdrücke  b^  die  samt* 
lieh  gleich  null  zu  setzen  sind.  Da  FJ  und  F^'  an  der  Stelle 
(0,  0)  verschwinden  sollen,  so  ist  die  Gleichung  6^  —  0  von 
selbst  erfüllt.     Die  folgende  Gleichung  wird: 

und  die  übrigen  Gleichungen  gehen  aus  dieser  durch  Diffe- 
rentiation hervor,  wenn  wir  nur  jedesmal  nach  geschehener 
Differentiation  rr  «»  0,  y  «»  0  setzen.  Die  obige  Gleichung 
liefert  aber: 

du        —F"-t vT"»—  F"  F" 

W  di FT  • 

yy 

Auf  der  rechten  Seite  ist  Fyy  nicht  null  an  der  Stelle  (0,  0) 
und  Fx^  —  F^F^  dort  positiv,  also  hat  \~\  zwei  bestimmte 
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endliche  Werte,  die  von  einander  verschieden  sind.  Wir  er- 
halten also  imei  Werte  fär: 

«.-Sa-rc«). 

Durch   wiederholte  Diflferentiation   (3)   erhalten   wir   j^ ,  •  •  • 

Dabei  treten  in  den  Nenner  nur  Potenzen  von  F^  und 
YT%^—F^F^j  zwei  GrS&en,  die  für  «  —  0,  y  — 0  nicht 
verschwinden.    Also  erhalten  wir  auch  bestimmte  Werte  ftr: 

und  also  auch  f&r  a,,  a,, . . . 

Inji  Allgemeinen  werden,  den  zwei  Vorzeichen  der  Wurzel 
entsprechend,  sich  f&r  ein  a  auch  zwei  verschiedene  Werte 
ergeben.    Gewifs  ist  dies  fär  a^.    Wir  bekommen,  sagen  wir: 

«1  —  ^i>      «2  —  flf«';      Ö3  —  aj' ,  •  .  .  ^^ 

//  //  //  ''^l  =+*  ^1  • 

«1  =  a^    ,        a^^:::na^    ^        «S  =  <^3    7   *  «  ' 

Setzen  wir  die  so  gefundenen  Zahlen  in  (1)  ein,  so  erhalten 
wir  zwei  Entwickelungen: 

...  1  y  =  <a;  +  <a;^  +  ...  ^, 

Diese  liefern  zwei  verschiedene  Funktionen;  denn  a/  ist  nicht 
gleich  c^\  beide  werden  aber  fclr  o;  »»  0  auch  null  und  beide 
genügen  der  Gleichung  2^  -=  0.  Der  in  voriger  Nummer 
citierte  Satz  im  3**"*  Teile  dieses  Werkes  lehrt  aber  auch, 
dafs  die  eben  erhaltenen  £ntwickelungen  in  einer  Umgebung 
von  o;  s»  0  konvergieren  und  daher  thatsächlich  Funktionen 
von  X  vorstellen. 

189.  Kriterimn  für  den  Punkt  allgemeiner  IiSge.  Wir 
können  jetzt  das  Studium  der  singulären  Punkte  einer  Kurve 
beginnen  und  gleich  die  Sätze  der  beiden  vorigen  Nummern 
geometrisch  deuten.  Der  Satz  der  Nummer  187  nimmt  die 
Gestalt  an: 

Säte.  Die  Funktion  F(x,  y)  sei  nach  dem  Mac-LcMrinschen 
Satee  entwickelbar  und  verschumde  an  der  Steile  o;  -«  0,  y  »>  0. 
Dagegen  seien  dort  FJ  und  Fy  nicht  gleichzeitig  null  Alsdann 
ist  die  Gleichung 
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F{x,  y)  -  0 
die  ßtrier  Kurve,  wekhe  dmrek  dm  Koordinatenanfang  hindmrh- 
gekt  fmd  für  weUke  der  Koc^dmatenanfang  ein  Funkt  oMgememer 
Lage  ist 

Zonächst  möge  man  beachiezi;  dab  es  keine  Beschränkung 
unserer  Untersuchung  ist,  wenn  wir  statt  eines  Punktes  o;  — a, 
y  s=  &,  gerade  den  Eoordinatenanüeuig  betrachten.  Man  kann 
ja  immer  den  Eoordinatenanfang  in  den  Punkt  legen,  welchen 
man  gerade  untersuchen  will.  Femer,  wenn  FJ  und  Fy  nicht 
beide  im  Eoordinatenanfange  null  sind,  so  kann  man  die  Be'^ 
nennung  der  Axen  so  einrichten,  dafs  gerade  F^  dort  von 
null  verschieden  ist.  Hierdurch  ist  den  Yoraussetzungen  der 
Nr.  189  genügt,  und  es  existiert  daher  eine  und  nur  eine 
Funktion  y  —  f{x), 

welche  füi  x^^O  verschwindet  und  welche,  da  sie  durch  die 
Potenzreihe  (1)  der  Nr.  187  dargesteUt  wird,  nebst  ihrer  Ab- 
leitung in  der  Umgebung  von  x^^O  auch  stetig  ist.  Also 
ändern  sich  Eurvenordinate  und  Tangente  stetig  in  der  Um- 
gebung des  Eoordinatenanfttuges.  Dieser  ist  also  nach  Nr.  181 
ein  Punkt  allgemeiner  Lage. 

190.  Kriterinin  fftr  den  Doppelpunkt  toid  den  isolierten 
Punkt. 

Auch  der  Satz  der  Nr.  188  läfst  sich  sofort  geometrisch 
aussprechen;  er  lautet  dann: 

Satz..  An  der  Stelle  a:  —  0,  y  —  0  seien  F,  F/  und  Fy 
nuüy  aber  nicht  äUe  Ableitungen  eweiter  Ordnung;  F^'^ — F;i^Fyy 
sei  dort  positiv.  Endlich  sei  F  in  der  Umgang  der  Stelle  a;  —  0, 
y»»iO  nach  dem  Mac-Laurinschen  Satge  entwickelbar.  Ist  nun 
1)  F^—F^F^  im  Koordinatenanfange  positiv,  so  ist  F^^^O 
die  Gleichung  einer  Kurve,  welche  im  Koordintüenanfange 
einen  Doppelpunkt  hat.  Ist  dagegen  2)  im  Koordinatenanfange 
F^  —  F^F^  negativ,  so  ist  dieser  ein  isolierter  Punkt  der 
Kurve  F=0. 

Ist  zunächst  F^^  —  F^F^  positiv,  so  hat  die  Gleichung 
F{Zy  y)  -=  0  nach  Nr.  188  Formel  (4)  zwei  Losungen: 
y^a^x  +  a^x^^ ,  ,, 
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welche  für  o;  »»  0  yerschwinden.  Es  gehen  also  zwei  Eurven- 
zweige  durch  dezL  EoordinatenanfaDg^  die  sowohl  links  als 
rechts  von  der  y-Axe  stetig  sind.  Die  Tangenten  an  sie 
werden 

von  einander  yerschieden.  Wir  haben  also  einen  Doppelpunkt. 
Ist  dagegen  F^  —  F'^  Fyy  negativ,  so  werden  die 
Rechnungen  der  Nummer  188  nicht  geändert.  Nur  wird 
VKi*  —  F'^  F'^y  imaginär.  Also  werden  (vergl.  Nr.  188)  die 
Werte  von  a^  und  a/'  und  im  Allgemeinen  auch  die  der  fol- 
genden Koeffizienten  imaginär,  also  auch  die  beiden  Entwick- 
lungen für  y  und  die  Werte  von  ^  an  der  Stelle  a;  «=  0.   Die 

Kurve  existiert  also  nicht  in  der  Umgebung  von  :r  =  0.  Wir 
haben  einen  isolierten  Punkt 

Es  ist  noch  hervorzuheben,  daCs  wir  nur  angenommen 
haben,  dalB  an  der  Stelle  ^  -»  0,  y  «»  0  nicht  alle  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  verschwinden,  während  die  Nr.  188  fordert, 
daCs  an  jener  Stelle  gerade  JP^  nicht  null  ist.  Dies  ist  aber 
durch  geeignete  Wahl  des  Koordinatensystems  zu  erreichen. 
Sollte  F'^  im  Koordinatenanfange  verschwinden,  so  sehe  man 
zuerst  nach,  ob  dort  auch  JP«ar  null  ist.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  vertausche  man  einfach  die  x-  und  y-Axe  mit  ein- 
ander in  der  Benennung,  dann  ist  F'^  nicht  mehr  null  im 
Koordinatenanfange.  Sind  aber  FZx  xmd  F*^  dort  beide  null, 
so  ist  dort  F'^^y  gewifs  von  null  verschieden,  und  F  hat  nach 
dem  Mac-Zatinnschen  Satze  die  Entwickelung: 

JF(a;,y)«2^a:y+(48o^+3^2i^y+3^i,a;y^+A>3y')  +  -, 
imd  zwar  ist  A  =  Fiy(0,0)  von  null  verschieden. 
Führt  man  also  die  neue  Variable  ein: 

^  -=*  ^i  +  y; 
so  wird  die  Kurvengleichung: 
G{x^yy)^2Ax^y+2Ay^ 

+  (58oV+3£,,a^,»y+3B,,a:,y^.fJB^y^)+...-0. 

Die  B  berechnen  sich  in  leicht  anzugebender  Weise  aus  den 
Ay  und  die  Kurve  geht  durch  den  neuen  Koordinatenanfang 
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jPj  «=  0,  y  «=  0.     Gleiclizeitig  ist  dort  p^-  ■=  0  und    «    «=  0; 

denn  die  ersten  Potenzen  von  rr^  nnd  y  treten  auch  in  der 
letzten  Gleichung  nicht  auf^  und  endlich  ist  der  Ausdruck: 

geblieben.  Dagegen  ist  jetzt  G'^*^2Ä  nicht  mehr  null,  wie  zu 
erreichen  sein  sollte.  Sind  also  nicht  alle  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  null,  so  kann  man  annehmen,  dals  Fyy  von  null 
verschieden  ist. 

19L  Kriterium  für  die  gewöhnliche  Spitie  und  die 
SohnabelspitBe. 

Eine  ganze  Reihe  von  Fallunterscheidungen  sind  in  dem 
Falle  zu  machen,  dafs  der  Ausdruck 

ist  für  o;  «e  0,  y  "-  0.  Hiermit  haben  wir  uns  jetzt  zu  be- 
schäftigen. Wir  können  wieder  annehmen,  dals  an  der  Stelle 
(0,0)  2^4=0  ist.     Unsere  Eurvengleichung  hat  die  Gestalt: 

JP-  {A,^x^  +  2A,,xy  +  ^oty')  + 

+  (^ao^'  +  ^A,^y  +  A,xy^  +  ^08!^)  +  • ' ', 
imd  nach  dem  Jlfac-Zaurtnschen  Satze  ist: 

a^~\f':,{o,q),  A,-ii<';;(o,o),  j^=.ii?';;(o,o),... 

imd  also  A^  nicht  null.     Hingegen  ist: 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  können  wir  daher  schreiben: 
Ä^a?+2A,,xy+A^y^~-}^^^{A,^x^A^yy-^^^ 

~i(^ji^  +  ^o2y)*- 

Die  Tangentenrichtung  wird  durch  die  Gleichung  (3)  der 
Nr.  188  gegeben.  Setzt  man  dort  a;  =  0,  y  =«  0  ein,  so  ver- 
schwindet die  Quadratwurzel,  und  wir  bekommen  im  Punkte 
(0,0)  dieses  Mal  nur  eine  Tangente,  deren  Richtung  durch: 

ldy\ A, 

\dx/Q  Aq» 

gegeben  wird.    Also  ist 
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die  Gleichung  dieser  Tangente  im  Punkte  (0,0).  Sehen  wir 
nuU;  wie  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  Yom  Koordinaten- 
anfange  verhält.    Ihre  Gleichung  wird: 

Wir  wollen  an  Stelle  der  y-Axe  eine  neue  einführen,  indem 
wir  setsen: 

(1)  A^,x  +  A^y  =  y^'^  y  =  2^^  y^^^^x. 

Dann  wird  unsere  Eurvengleichung: 

(2)  F^By,'+{B^a^+3B,,a?y,+3B,,xy,'+S^y,')+^^.^0. 

Die  B  setzen  sich  in  leicht  zu  übersehender  Weise  aus  den 
Ä  zusammen-,  wir  heben  nur  hervor,  dafs 

ist.     Dann  ist 

y,  =0 

jetzt  unsere  Tangente. 

Wir  nehmen  nun  zunächst  den  Fall: 

a.  ^,»  +  0. 

Um  unsere  früheren  Resultate  anwenden  zu  können,  substi- 
tuieren wir: 

(3)  x  =  ex/,y,  =  €Xi^y^. 

Dabei  soll  s  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten; 
die  Verfügung  über  das  Vorzeichen  behalten  wir  uns  vor. 
Die  Gleichung  (2)  wird  jetzt,  wenn  wir  gleich  durch  s^x^* 
dividieren:  ^ 

(By,'  +  sB,o  X,')  +  3^3,  £X,'y,  + ^  0. 

Bezeichnen  wir  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Funk* 
tion  mit  G^x^^y^y  so  erfüllt  diese  die  Bedingungen  des  ersten 
Teiles  von  Satz  Nr.  190,  sobald 

1  iß^^y.  -  G^U  Ghv.)o  =  -  ^B^B  >  0 
ist;  dagegen  die  des  zweiten  Teiles  von  Satz  Nr.  190,  wenn 

^bB^B<Q 
ist.    Haben  daher  a)  B  und  B^^  gleiches  Zeichen,  so  wird  es. 
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wenn   wir   £  »<-  —  1   wählen,  in  der  Umgebung  Ton  a?2  *=  0 
zwei  Entwicklungen  geben: 

y,  =  a,  «j  +  a,  ar,»  +  .•-, 
und  zwar  wird: 

(5)  a/-|j/?^,a/'  =  -|j/^^'. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (3)  ersehen  wir,  da(s,  da  £  <»  —  1 
ist,  nur  negatiyen  Werten  a;,  Werte  a^,  also  nach  (4)  auch 
Werte  y„  und  nach  der  zweiten  Gleichung  (3)  auch  Werte  yj, 
endlich  nach  Gleichung  (1)  Werte  y  entsprechen.  Die  Kurve 
existiert  also  nur  links  von  der  y-Axe.  Einem  negativen 
Werte  a?,  der  in  der  Nähe  der  Stelle  a;  =  0  liegt,  entsprechen 
nun  nach  (3)  zwei  Werte  von  x^\ 

aTj  =  )/—  X 
entsprechend  den  beiden  Vorzeichen  der  Quadratwurzel.  Hat 
man  aber  sich  für  eines  der  Vorzeichen  entschieden,  so  ist 
dadurch  auch  das  der  Wurzel  in  den  Gleichungen  (5),  also 
der  Zweig  von  y^  bestimmt.  Einem  negativen  Werte  x  in 
der  Nähe  von  a;  =  0  entsprechen  also  zwei  Werte  y,,  also 
nach  (3)  auch  zwei  Werte  y^  und  endlich  nach  (1)  auch  zwei 
Werte  y.  Die  Kurve  besteht  also  links  von  der  j/-Axe  aus 
zwei  Zweigen,  die  sich  im  Eoordinatenanfange  vereinen  und 
dort  die  gemeinsame  Tangente  y^  »»  0  haben;  dann  hört  sie  auf. 

Im  Koordinatenanfang  hat  also  die  Kurve  eine  Spitze. 
Einem  negativen  Werte  von  x  aber  in  der  Nähe  von  a;  «=  0 
entsprechen  —  wie  eben  gezeigt  —  zwei  Werte  von  y^,  die  durch 
die  Entwickelungen  (4)  gegeben  sind.  Für  hinreichend  kleine 
\x\  haben  diese  Entwickelungen  das  Vorzeichen  des  ersten 
Gliedes;  folglich  ist  nach  (5)  das  eine  y^  positiv,  das  andere 
negativ,  und  gleiches  gilt  nach  (3)  auch  von  y^.  Den  zwei 
Zweigen  entsprechen  also  verschiedene  Vorzeichen  von  y, . 
Da  aber  yi  "=  0  die  gemeinsame  Tangente  ist,  so  folgt,  dafs 
die  Kurvenzweige  zu  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen 
Tangente  liegen.    Die  Spitze  ist  also  eine  gewöhnliche  Spitze. 

Ein  ganz  ähnliches  Schlufsverfahren  gilt,  wenn  ß)  B  und 
-B30  ungleiches  Zeichen  haben.     Nur  mufs  man  dann  b  =  -\-\ 
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wählen.  Die  Kurve  existiert  daher  nur  für  positive  o?,  d.  h. 
rechts  von  der  y-Axe.  Im  Übrigen  ist  alles  dasselbe;  die 
Spitze  ist  uneder  eine  gewöhnliche  SpiUte. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  zweiten  ünterfall: 

b.  B,o  =  0. 

Setzen  wir 

(6)  ~=!/2,yi  =  ^y2 

in  Gleichung  (2)  ein  und  dividieren  gleich  durch  den  gemein- 
samen Faktor  x*,  so  erhalten  wir: 

(By,»+3J?„a;y,+B,oX«)+(3B.,a:y,»+4P„x«y,  +  ..)  +  -=0, 
eine  Form,  die  ganz  der  in  Nr.  190  entspricht.    Ist  daher 

9B„*-4jB£,o>0, 
so  haben  wir  y^  als  zweiwertige  Funktion  von  Xy  also 
werden  nach  (6)  und  (1)  auch  y^  und  y  zweiwertige  Funk- 
tionen von  Xf  und  dies  gilt  sowol  fiir  positive  als  ftlr  nega- 
tive X  in  der  Umgebung  von  a;  «=  0.  Der  Punkt  (0,0)  toird 
also  ein  Doppelpunkt.  Aber  freilich  immer  existiert  nur  eine 
Tangente,  nämlich  j/^  «» 0  im  Eoordinatenanfang.  Also  be- 
rühren sich  die  beiden  im  Doppelpunkte  sich  vereinenden  Zweige 
in  einer  genieinsamen  Tangente;  tcir  haben  einen  Selbstberüh- 
rungspunkt 

Ist  dagegen 

9B^,^  —  4BB^<0, 

so  erkennen  wir  nach  Nr.  190,  dafs  der  Punkt  (0,0)  ein  iso- 
lierter  Punkt  ist. 

Endlich  könnte  man  den  Fall 

9B,,*  —  4BB,^  =  0 
ganz  analog  weiter  behandeln.     Ebenso  die  Fälle,  in  denen 
im  Punkte  (0,0)  auch  alle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ver- 
schwinden.    Hierauf  gehen  wir  jedoch  nicht  näher  ein. 

§  4.    Der  Differentialquotient  des  FUcheninlialts  und 
der  Bogenlänge. 

192.   Der  Flächeninhalt.     (Fig.  37.)  Wir  betrachten  eine 
ebene  Kurve: 

y  =  fi^)i 
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Fig.  87. 


die  X'  und  y-Axe  mögen  mit  einander  den  Winkel  6  bilden  und 
f{x)  m5ge  in  dem  Intenralle,  das  wir  betrachten,  stetig  und 
positiv  sein.  Ziehen  wir  zwei  Ordinaten 
^CundPJf,  so  schliefsen  diese  ein  trapez- 
förmiges Flächenstück  AP  MC  ein,  das 
oben  durch  den  Euryenbogen  MCy  unten 
durch  den  Abscissenabschnitt  ÄP  be- 
grenzt ist.  Haben  wir  die  Längenein- 
heit irgendwie  festgesetzt ,  so  ist  damit 
auch  die  Einheit  des  Flächeninhaltes  gegeben,  und  wir  können 
den  Flächeninhalt  des  Flächenstückes  AP  MC  auf  irgend  eine 
Weise  messen,  etwa  durch  den  Planimeter  oder  dadurch,  dafs 
wir  das  Stück  aus  dem  Papier  ausschneiden  und  wiegen. 
Denken  wir  uns  nun  die  Ordinate  AC  fest,  indem  wir  etwa 
0A^=^  Xq  wählen,  lassen  wir  dagegen  den  Punkt  P  auf  der 
Abscissenaxe  wandern  und  bestimmen  die  Lage  des  Punktes 
P  wie  immer  durch  seinen  Abstand  x »»  OP  vom  Eoordi- 
natenanfange  0,  so  gehört  zu  jedem  Werte  von  x  eine  be- 
stimmte  Zahl  ti,    welche    uns   den    Inhalt    der    zugehörigen 

Fläche  ^PMCmifst:  ^^ 

u^APMC. 

Auf  diese  Weise  wird  der  Lihalt  u  des  fraglichen  Flächeu- 
stückes  eine  Funktion  von  o?,  deren  Existenz  in  der  Integral- 
rechnung noch  genauer  festgestellt  werden  wird.  Wir  fragen 
nach  dem  Differentialquotienten  ^— 

Lassen  wir  x  um  die  Strecke  Ao;  =»  PP'  wachsen,  so 
erfahrt  der  Flächeninhalt  die  Zunahme  ^u^==  PP'  M!  M, 
Ziehen  wir  durch  den  Endpunkt  M  der  Ordinate  y  «=  PM 
und  durch  den  Endpunkt  M'  der  Ordinate  y  -|-  Ay  —  P'M' 
Parallele  zur  a;-Axe,  so  wird,  wenn  die  Kurve  von  i(f  bis  Jf 
immer  steigt: 


oder: 


PFJM<PFM'M<PP'M'K 

y  '  Aa;  sin  8  <  Ati  <  (y  -f-  Ay)  •  Aa?  sin  0. 

Au 


Also  wird  der  Diflferenzenquotient 
enthalten  sein: 


Ax 


zwischen  den  Grenzen 
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y8ine<^<(y  + Ay)8ine. 

Lassen    wir  jetzt  ^x  null  werden,  so  wird  auch  Ay  gleich 

Am 
null-,  denn  y  soll  ja  eine  stetige  Funktion   von  x  sein;   ^ 

geht  aber  über  in  den  Differentialquotienten  ^- ;  mitibin  erhalten 

^r:  du  .    ^ 

^---ysme. 

Diese  Gleichung  ist  unter  der  Voraussetzung  bewiesen, 
dafs  die  Funktion  y  «»  f{x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  immer 
wächst,  so  dals  die  Endordinaten  PJf  und  P'M'  die  kleinsten 
und  gröJBten  unter  den  Ordinaten  tou  P  bis  2^  sind.  Diese 
Voraussetzung  ist  aber  nebensächlich^  denn  die  obige  Beweis- 
methode bleibt  auch  dann  bestehen,  wenn  die  kleinste  und 
grolste  Ordinate  irgendwo  in  dem  Interralle  von  o;  bis  ^  +  ^^ 
liegen.  In  der  That  sind  g  und  G  die  kleinsten  und  grofsten 
Werte,  die  y  in  dem  Intervalle  von  x  bis  x  +  ^^  annimm t, 
so  wird  wieder: 

^Ao;  sinO  <  Ati  <  6rAa;  sinO,    also: 

<;  sine  <  -^  <  [(/  +  (G  -  g)]  sin 9; 

dabei  ist:  ^      ^  ^ 

g<y<G. 

Wird  nun  Ax  null,  so  wird  auch  G  —  g  gleidi  null,  und  wir 

erhalten  fQr  t^x  -«  0: 

lim  (6r  —  5^)  =  0,     lim  G  =  lim^r  =  y. 

Also  wird  wieder: 

,.     Au       du  .    ^ 

Ist  im  Besonderen  ^  =  v  >  ^^^^  ^^  Koordinatensystem,  wie 

gewöhnlich,  rechtwinklig,  so  wird: 

du 

Diese  Gleichung  drückt  folgenden  Satz  aus: 
/Sanier.    Die  Funktion  f(x)  sei  stetig  und  positiv  in   dem 
Intervalle  von  Xq  bis  x;  femer  sei  u  der  FlädieninfuUt  desjenigen 
Flächenstäckes  der  auf  rechtwinklige  Koordinaten  hcBogenm  Kurve: 
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Fig.  37. 


M 


n 


/ 


das  van  den  Ordinalen  f{x^  und  f(x)  einerseUs,  van  Kurven- 
bagen  und  Absdssetuxxe  andrerseits  begrenzt  ist.  Xq  sei  fest, 
X  variabel.  Alsdann  ist  u  eine  Funktion  van  x,  deren  Ablei- 
tung gleich  der  Ordinate  f(x)  ist: 

du        ^/  y, 

188.  Die  Bogenlänge.  (Fig.  37.)  Wir  legen  von  dem 
Punkte  C  unserer  Kurve  bis  zum  Punkte  M  einen  Faden  an 
unsere  Kurve  an.  Spannen  wir  ihn 
hierauf  gerade  und  messen  die  Länge 
der  erhaltenen  Strecke  an  einem  Lineal, 
so  bekommen  wir  eine  Zahl,  welche  die 

Länge  des  Bogens  CM  mifst.    Wir  be- 
zeichnen sie  mit  s.   Halten  wir  —  nnter 
Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnung 
—  Xq,  also  auch  den  Punkt  C  fest,  während  wir  x  und  mit 
ihm  M  variieren,  so  wird  s  eine  Funktion  von  x: 

die  ebenfalls  in  der  Integralrechnung  genauer  definiert  werden 
wird.  Wir  fragen  wieder  nach  der  Ableitung  von  s  nach  x. 
Lassen  wir  x  um  Ax  ^^  PP'  wachsen,  so  wächst  s  um 
den  Bogen  MM^  »s  A5  und  es  wird: 

A«        MM'        MM    MM* 

Äx  ~   MJ  ""  MM'  '  MJ  ' 


-dl 


pT 


(1) 


Dabei  bedeutet  MM'  den  Bogen,  MM'  die  Sehne  von 
M  nach  M'.     Es  wird: 


MM'  =^MJ'  +  M'J^  =  l/A:r^  +  Ay», 
wo  die  Wurzel  MM'  positiv  genommen  werde.    Es  folgt: 

M^  _  VAaj-  +  Ay*  _  l/i     .    (^^V 
MJ  ~         Ax         —  y  ^  -r  \^^)  7 


und  daher  wird  (1): 

As 
£^x 


V 


1  + 


(^-iV. 


MUT 

MM'     K  "  ^  \AxJ 

In  der  Integralrechnung  wird  nun  gezeigt,  dafs  das  Yer- 
haltois  des  Bogens  zur  Sehne  den  Grenzwert  1  erhalt,  wenn 
die  ungehörige  Abscisse  null  wird,  d.  h.  daJs: 
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,.       MM'        . 


ist.     Benutzen  wir  hier  diesen  Satz,  so  erhalten  wir: 
lim  J-^  =    lim  l/l+Tp)' 


oder: 


Ax^O"*^        Aa;«0' 


ds 
dx 


V^  +  (rJ'  •*» -yji' +  <*»'■ 


y^ä'i 


Der  aus  der  Integralrechnung  benutzte  Satz  wird  dort 
unter  der  Voraussetzung  bewiesen  werden,  daCs  y  ==  f{x)  und 

,^  =  f{x)   in   dem   betrachteten   Intervalle   stetig  sind  und 

f{x)  sein  Zeichen  nicht  ändert.  Also  können  wir  den  Satz 
aussprechen: 

Satz,  Es  seien  f{x)  und  f{x)  in  dem  Intervalle  von  x^ 
bis  X  stetig  und  f{x)  ändere  in  ihm  nickt  sein  Zeichen;  Xq  sei 
fest,  X  variabel  Alsdann  ist  die  Länge  s  des  Bogens  der  Kurve 
y  «=  fip)}  der  von  den  Ordinaten  f{x^  und  f{x)  begrenzt  wird, 
eine  Funktion  von  x,  deren  Ableitung  durch  die  Formel 

dl 
dx 
gegeben  wird, 

104.  Die  Biohtung  der  Tangente.  Die  Einführung  der 
Bogenlänge  s,  die  wir  in  der  vorigen  Nummer  kennen  ge- 
lernt haben,  gestaltet  häufig  die  Formeln  besonders  elegant^ 
zumal  wenn  s  als  unabhängige  Veränderliche  benutzt  wird. 
Wir  wollen  zunächst  in  die  Formeln  für  die  Tangentenrich- 
tung die  Grofse  s  einfiihren  und  zugleich  die  Gelegenheit  be- 
nutzen diese  Richtung  genauer  zu  definieren.  Nennen  wir 
wie  früher  a  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
Richtung  der  rr-Axe  bildet,  so  ist  bekanntlich: 

(1)  tg«=äl=y' 

Diese  Gleichung  bestimmt  aber  a  nur  bis  auf  Vielfache  von 
:n;;  denn  der  Tangens  hat  die  Periode  %,  Auch  die  Richtung 
der  Tangente  ist  wie  die  jeder  Geraden  zweideutig.  Setzen 
wir  aber  fest,  daCsi  wir  immer  die  Tangente  in  der  Richtung 
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der  wachsenden  Abeciflsen  dnrdilaafen,  so  giebt  es  immer 
nur  einen  Winkel  a,  der  der  Gleichung  (1)  genügt.  Zweifel- 
haft konnte  man  nur  für  y' «» cx>  sein.    Wir  wählen  dann 

a  =  Y?  wenn  y'  '^  +  oo,  und  a  =  — ^  ,  wenn  y'  -=  — <x> 

isi  Im  Übrigen  aber  haben  wir,  wenn  y'  positiv  ist^  immer 
den  spitzen  Winkel  zu  nehmen,  der  (1)  genügt,  und  den 
Winkel  im  vierten  Quadranten,  wenn  y'  negativ  ist.  Wir 
setzen  so  mit  anderen  Worten  einfach: 

a  —  arc  tg  y 

entsprechend  der  Definition  in  Nr.  12.  Aus  (1)  folgt  aber 
nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln: 

y  ^ 

und  die  Wurzel  ist  immer  positiv  zu  nehmen.     Da  aber 

ist,  so  können  wir  mit  Einführung  von  s  als  unabhängiger 

Yariabelen  schreiben: 

dy  dx 

sm«  — j^,    cosa  =  :^* 

Dabei  sind  dx  und  ds  immer  positiv  und  dy  mit  dem  Vor- 
zeichen von  y'  zu  nehmen. 

§  5.  Krflmmuiig  der  Kurren. 

Wir  schicken  diesem  Pan^aphen  die  Voraussetzung  vor- 
aus, dals  in  dem  betrachteten  Intervalle  der  zweite  DifFeren- 
tialquotient  y"  nicht  null  wird. 

196.  Definition  der  Krümmung.  Ist  AM  (Fig.  38)  ein 
begrenztes  Bogenstück  einer  ebenen  Kurve,  so  mifst  man 
seine  absciute  Krünnmisng  durch  den  Winkel  SJT,  welchen 
die  beiden  Tangenten  AS  und  MT,  die  zu  den  Endpunkten 
des  Bogens  gehören,  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist 
dabei  derjenige,  welcher  durch  eine  bewegliche  Gerade  erzeugt 
wird,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  und  deren  aufein- 
ander folgende  Lagen  den  Tangenten  parallel  werden,  die 
durch  die  verschiedenen  konsekutiven  Punkte  von  A  M  gehen. 

S«rret,  Diff.-  n.  Integral-Bechnnng.    I.    8.  AuH  18 
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Wird  der  Endpunkt  Ä  des  Bogens  AM^^s  festgehalten 
und  das  andere  Ende  M  variiert^  so  ist  auch  die  Krümmung  6 
yariabel  und  wächst  mit  s^  solange  dieser  Bogen  keine  Wen- 
dungen macht.  6  wird  eine  Funktion 
Yon  Xj  die  im  Allgemeinen   auch  eine 

bestimmte  Ableitung  ^  besitzt  und  die 
wir  sogleich  berechnen  werden.  Einem 
bestimmten  Werte  von  dx  entspricht  ein 
bestimmter  Wert  des  DifiEerentiales  döi 

dö  ^^  -j-  '  dx, 
dx 

Das  Differential   dö  der  Krümmung  des  Bogens  AM  heiüst 

der  Kontingenetcinkel  im  Punkte  M, 

Mittlere  oder  durchschnittliehe  Krümmung  des  Bogens  AM 

nennt  man  das  Verhältnis  —  der  absoluten  Krümmung   zur 

Bogenlänge. 

Endlich  heifst  Krümmungsmafs  der  Kurve  in  einem  Punkte  M, 
oder  auch  schlechtweg  Krümmung  der  Kurve  in  diesem  Punkte 
die  Grenze^  nach  welcher  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens 
konyergierty  der  null  wird  und  seinen  einen  Endpunkt  in  M 
hat.    Ist  also  6  die  Krümmung  des  Bogens  AMy  so  ist  die 

Grenze  von  -r—  für  As  «=  0  die  GrdlBe.  welche  wir  die  Ejüm- 
mung  der  Kurve  im  Punkte  M  zu  nennen  haben.  Welches 
daher   auch   die   als   unabhängig    betrachtete  Yariabele   sein 

mag;  die  Grenze ^  um  die  es  sich  handelt,  ist  gleich  ^; 
die  Krümmung  einer  Kurve  in  einem  Punkte 
ist  also  das  Verhältnis  des  Kantingenmoinkels 
mm  Bogendiffereniiale. 

In  einem  Kreise  ist  die  Krümmung  eines 
Bogens  gleich  dem  Centriwinkel,  der  zum 
Bogen  gehört  y  und  die  mittlere  Krümmung 
oder  das  Verhältnis  des  CentriwinkeLs  zum 
Bogen  ist  gleicb  dem  reciproken  Werte  des 
Radius.  Sie  ist  also  unabhängig  von  der  Länge  des  Bogens 
AM  und  behält  daher,  auch  wenn  AM  null  wird,  denselben 
Wert.    Also  ist  die  Krümmung  in  den  verschiedenen  Punkten 
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eines  Kreises  konstant  und  gleich  dem  reciproken  Werte  des 
Radios. 

196,  Der  Xrfinunxungpradiiui«  Krümmungsradius  in  einem 
Punkte  der  Enrye  heilst  der  Radios  des  Kreises,  dessen  Krüm- 
mong  gleich  ist  derjenigen^  welche  die  Korre  in  dem  betrach- 
teten Punkte  besitzt.  Bezeichnet  man  also  mit  B  die  Länge 
des  Krümmungsradius^  so  ist 

de  1  J  T>  ^' 

j-  -■  -D    oder   iJ «—  j — 
dB        B  da 

Die  Werte  des  Kontingenzwinkels  und  des  Krflmmnngs- 
radios  lassen  sich  leicht  als  Fonktionen  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  aosdrficken.  Sind  a^  ond  a  die  Winkel^  welche 
die  Richtungen  A8  und  MT  der  Tangenten  mit  der  positiyen 
Absdssenaxe  bilden,  so  ist 

tf  —  «  —  «0    ond    dö  «—  da. 

Es  ist  aber 

ond  hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

da  ^5^y  ~  dyd^x 

co8*a  dx*  ' 

oder: 

/i\                           j-        j          dxd^y  —  dyd*x 
(1)  dö-d« s/'^— 5 

andererseits  ist 

ds  —  }/da^  +  df. 
Man  erhalt  also: 

(2)  «-/if-^fl!- 

^  ^  dxd*y^dyd*x 

In  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  die  unabliAngige  Va- 
riabele  nicht  naher  bestimmt;  wenn  man  aber  x  dazu  wählt, 
so  wird  -  i 


b^mi 


(8)  "-         ,., 

dx* 
Wählt  man  dagegen  s  zur  unabhängigen  Veränderlichen, 
80  wird  die  Krümmong: 

^^  ds  ~  B  ^  'd8  ds*       57  '  5?' 

18* 
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Die  QaAdratwtiTzel  in  den  Formeln  (1)  bis  (3)  ist  immer 
positiv  zu  nehmen;  dadurch  erhalt  R  ein  Vorzeichen  imd 
zwar   dasselbe   wie   die  Krümmung.    Die   Formel  (3)  lehrt, 

dafs  es  positiv  ist^  wenn  j-^  >  0;    d.  h.   die    Kurve    konvex 

nach  unten  ist,  und  negativ  im  entgegengesetzten  Fall.     Im 
Wendepunkt  ist  i2  »»  cx>. 

197.  Kur  der  Kreis  besitzt  konstante  Krümmung. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dab  der  Kreis  die  einzige  Kurve 
mit  konstaiftem  Krümmungsradius  ist.  Denn  für  solch  eine 
Kurve  hat  man 

ds  —  adtty 

wobei  a  eine  Konstante  ist.    Folglich  ergeben  die  Gleichungen 

dx  -»  ds  cos a,        dy  ==^  dsmia^ 

dx  »»  ada  cos  a,     dy  <«  ada  sin  a, 
oder 

dx  =  d(a  sin  «),      dy  -*  —  d(a  cos  a). 

Bezeichnet  man  also  mit  x^  und  y^  zwei  Konstante,  so 
hat  man  nach  dem  zweiten  Satze  in  Nr.  29: 

X  —  Xq^^  aBinaj    y  —  y^  »«  —  a  cos a, 
oder 

welches  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  ist. 

198.  Der  Krümmungsmittelpiinkt.  Wird  die  Tangente 
MT  in   einem   Punkte  M  der   Kurve   konstruiert    und   der 

Krümmungskreis  derart  bestimmt,  daEs 
er  durch  den  Punkt  M  hindurchgeht, 
dabei  die  Tangente  MT  berührt,  und 
zwar  auf  der  nämlichen  Seite  wie  die 
Kurve,  so  liegt  der  Mittelpunkt  C 
dieses  Kreises  auf  der  Normalen  des 
Punktes  üf ;  er  heilSst  der  Krümmungs- 
miUelpunkt  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

Lehr  säte.  Der  Krünmiungsmitte^nmkt  einer  Kurve  in 
einem  gegebenen  Punkt  ist  die  Grenze  des  Schnittes  der  durdi 
diesen  Punkt  gelegten  Normalen  mit  einer  benachbarten  Nor- 
malen, 
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Es  seien  x^  y  die  Koordinaten  von  M  in  Bezug  auf  ein 
rechtwinkliges  System.    Die  Qleichnng  der  Normalen  wird 

(1)  (5_^)  +  (,_y)g„0, 

und  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  F*-0.  Um  die  Gleichung 
der  Normalen  in  einem  anderen  Punkte  M'  {x  +  LXy  y  +  Ay) 

zu  erhalten ,  muls  man  in  dieser  Gleichung  x^  y^  ^^  durch 
X  +  Lx^  y  +  Ay,  ,-  +  A  ^^  ersetzen.  Die  so  gebildete  Glei- 
chung stellen  wir  durch  F  +  A  7  —  0  dar.  Der  Schnittpunkt 
dieser  beiden  Normalen  ist  dann  gegeben  durch 

7  —  0,  7+ A7— 0, 


oder 

oder  endlich 


7—0,  A7—0, 


F-o,  |r-o. 


Nehmen  wir  nun  an,  dafs  der  Punkt  M  in  den  Punkt 
M  hineinrückt,  so  wird  der  Schnittpunkt  der  beiden  Nor- 
malen sich  ändern  und  nach  einer  bestimmten  Grenzlage  C 
konvergieren,  deren  Koordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen 

F-o,  ^1-0 

bestimmt  sind.  Die  erste  von  ihnen  ist  die  Gleichung  (1),  die 
andere  ergiebt  sich  aus  ihr  durch  Differentiation,  indem  man 
I  und  1}  als  Konstanten  ansieht.    Man  erhält  auf  diese  Weise 

(2)    if— [i+(iS*]+C'-»)»-o. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt,  wenn  man  die 
Koordinaten  des  Punktes  C  mit  ^j,  y^  bezeichnet: 

['  +  ©■]  II  '+G^)" 

(3)    x^-x ^ ,    y.-y-     -^^ — 

dx*  dx* 

Verbindet  man  die  Gleichungen  (3),  nachdem  man  sie 
ins  Quadrat  erhoben  hat,  so  erhält  man 


278  Siebentes  Kapitel. 

(4)         (x,-xy  +  (3,,-yy^^    /w      ~^> 

\dxy 

d.  h.  die  Länge  MC  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  R.  Da 
aber  C  auch  auf  der  Normalen  liegt,  so  haben  wir,  um  seine 
Identität  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  zu  erkennen,  nur 
noch  zu  zeigen,  dab  er  auch  auf  der  nämlichen  Seite  der 
Kurve  liegt,  wie  dieser.  Es  mufs  also  gezeigt  werden,  dab 
C  auf  derselben  Seite  der  Tangente  liegt  wie  die  Kurve.  Zu 
dem  Zwecke  verlegen  wir  den  Anfangspunkt  des  Koordinaten- 
systems in  den  Punkt  (x,  y),  die  Abscissenaxe  in  die  Tangente 
im  Punkte  (x,y).    Dann  wird: 

x  =  0,    y  =  0,    y'  =  0; 

während 

ff  ff 

y  —  yo 

nicht  null  wird,  da  der  betrachtete  Punkt  kein  Wendepunkt 
sein  soll.  Die  Koordinaten  des  Punktes  C  (^i^yO  werden 
jetzt  nach  (3)  einfach: 

die  Gleichung  der  Tangente  wird: 

und  die  Zunahme  Ay  der  Kurvenordinate,  die  einem  Zu- 
wachse Ax  der  Abscisse  entspricht,  wird  nach  dem  Taylor- 
sehen  Satze: 

^y  —  yo  •  -j^  H — 

Für  hinlänglich  kleine  |  Ax  \  ist  also  das  Vorzeichen  von 
Ay  das  von  y^".    Da  dieses  aber  auch  mit  dem  von  y^  ™  — r. 

y« 

übereinstimmt,  so  haben  in  der  Umgebung  des  betrachteten 
Punktes  der  Abstand  y^  des  Punktes  C  von  der  Tangente  und 
der  Abstand  Ay  eines  Kurvenpunktes  von  der  Tangente  das 
nämliche  Zeichen.    Also  ist  C  der  Krümmungsmittelpunkt. 

199.  Biohtung  der  Kormale.  Nachdem  wir  die  Richtung 
der  Tangente  durch  eindeutige  Festlegung  des  Winkels  a  in 
Nr.  194  bestimmt  haben,  wollen  wir  Gleiches  mit  der  Richtung 
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der  Normale  thon.  Als  Bicbtnng  der  Normale  im  Punkte  M 
definieren  wir  einfach  die  des  Krümmungsradius  MCy  d.  h.  die- 
jenige Richtung,  welche  ein  beweglicher  Punkt  einschlagen 
muCsy  um  auf  der  Normale  vom  Kurvenpunkte  Jtf  zum  Erüm- 
mungsmittelpunkte  C  zu  gelangen.  Bezeichnen  wir  alsdann 
mit  I  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Normale  mit 
der  positiven  Richtung  der  Ahscissenaxe  bildet,  so  ist 

g  —  a  =  +  Y     oder     J  —  «  =  —  -|-, 

je  nachdem  die  Kurve  in  M  konvex  oder  konkav  nach  unten, 
d.  h.  je  nachdem  dort  y"  positiv  oder  negativ  ist.  Dagegen 
bestehen  die  aus  Nr.  198  Formel  (3)  folgenden  Gleichungen 

(1)  a:i  —  a;  —  —  12  sin  a,    y^  —  y  —  jB  cos  a 

in  allen  Fällen,  wenn  man  die  in  Nr.  194  gegebene  Bestim- 
mung von  a  und  die  in  Nr.  196  über  das  Vorzeichen  von  22 
gemachten  Bemerkungen  beachtet  Nach  Nr.  196  ist  übrigens 
dö  "B  da  und  also  auch: 


(2) 

^-di' 

Mithin  lassen  sich  die 

Gleichungen 

(1) 

auch  schreiben: 

(3) 

ic,  —  a;  —  — 

d$    . 

—  y 

ds 
—  ^-  cosa. 
da 

200.  Definition  der  Evolute  und  der  Evolvente.  Der 
geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zu  den  ver- 
schiedenen Punkten  einer  ebenen  Kurve  bildet  eine  andere 
Kurve,  welche  die  Evohrie  der  ersten  heilst.  Umgekehrt  heilist 
die  Kurve,  deren  Evolute  eine  gegebene  Kurve  ist,  deren 
Evolvente, 

Die  Gleichungen  (3)  der  Nr.  198  bestimmen  die  Koordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  bei  rechtwinkligem  Koordinaten- 
systeme,  wenn  x  zur  unabhängigen  Yariabelen  gewählt  ist; 

von  letzterer  Annahme  werden  sie  befreit,  wenn  man  -^ —  an 
Stelle  von  j-^  schreibt.     Es  wird  dann: 

^  _  ^ {dx^  +  dy^dy  ^ 

*  dxd*y  —  dyd^x 
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yi        y        ^  dxd'y^dyd*x 
Sind  X  und  y  gegebene  Funktionen  derselben  nnabliängigen 
Yariabelen,  so  bekommt  man  die  Gleichung  der  Evolute,  wenn 
man  diese  unabhängige  Yariabele  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen eliminiert 

20L   BigemKdiaften   der  Bvolnte   und  Bvolvente.    Um 
die  Eigenschaften  der  Evolute   zu  untersuchen,   wenden  wir 
die  in  Nr.  200  erhaltenen  Formeln  (1)  an,  nämlich 
iCj  —  o:  —  jRsina, 
yi  —  y  +  JBcos«. 
22  und  a  bezeichnen  Krümmungsradius  und  Winkel  der 
fixierten  Tangentenrichtung.    Die  Grofsen,   welche  in  diesen 
Gleichungen    vorkommen ,    sind   Funktionen   derselben  unab- 
hängigen Yariabelen,  und  die  Differentiation  giebt: 
dxi  -=  rfa;  —  JB  cos  ada  —  dB  sin  a, 
dy^  —  dy  —  jB  sin o  da  +  dB  cos  «. 
Aber  die  Tenne 

dx  —  B  cos  ada j    dy  —  i2  sin a da 
sind  null  zufolge  der  Gleichungen 

dx  —  ds  cos  a,    dy  ««  ds  sin  a,    ds  »»  Bda] 
man  hat  also  einfach: 

(2)  dx^  =  —  dB  sin  a,    dy^  =  dB  cos  «, 

und  gewinnt  aus  diesen  Gleichungen: 

(S)  If  —  colg.    ^    ^-^. 

femer 

(4)  dx,^  +  dfyi^  =  di?. 

Die  Gleichung  (8)  besagt,  dafs  die  Normalen  der  gegebenen 
Kurve  die  Tangenten  der  Evolute  sind,  und  die  Gleichung  (4), 
dafs  das  Differential  des  Krümmungsradius  der  gegAenen  Kurve 
gleich  dem  Differentiale  dSi  des  Bogens  Si  der  Evolute  ist,  wenn 
dieser  Bogen  von  einem  willkürlichen  festen  Anfangspunkt  bis 
zu  dem  betrachteten  Erümmungsmittelpunkt  gerechnet  wird. 

Rechnen  wir  den  Bogen  C^C'^Si  der  Evolute  von  einem 
Funkte  Cq  an,  der  Erümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  M^ 
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der  gegebenen  Kurve  iet,  und  bezeichnen  mii  J^  den  Erüm- 
mimgsradine  im  Punkte  Mq,  so  giebt  die  Gleiehung  (4),  wenn 
wir  nur  das  posiidve  Vorzeichen  der  Qoadratwurzel  berfick* 
sichtigen: 

ds^^dR    oder    ds^  —  d^R  —  IQ. 

Da  die  Yariabelen  8^  und  JR  —  R^  dasselbe  Differential 
haben  und  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist 

Damit  ist  folgende  Eigenschaft  ausgedrückt: 

JEm  beliebiger  Bogen  auf  der  Evolute  einer  Ebenen  Kurve 
ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den  beiden  Erümmungeradieny 
die  eu  den  Endpunkten  dieses  Bogens  fuhren. 

202.  Meohanisohe  Bmeugung  der  BTolTente.  Auf  Grund 
der  in  der  letzten  Nummer  bewiesenen  Eigenschaft  hat  der 
Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  den  Namen  Evolute  erhalten. 
Ist  nämlich  (Fig.  41)  M^M^  ein  Bogen  der 
gegebenen  Kurve,  und  CqC^  der  entsprechende 
der  Evolute,  und  befestigt  man  in  C^  das  eine 
Ende  eines  Fadens  von  der  Länge  M^C^  —  ü^, 
80  wird,  wenn  sich  dieser  Faden  auf  den  Bogen 
C^Cq  angelegt  hat  und  dabei  von  C^  ab  in  der 
Hichtung  Coüfo  gespannt  ist,  das  andere  Ende 
in  den  Punkt  M^  fallen,  gemäfs  der  Gleichung 
C^Ci  —  -Bi  —  i^o-  Wickelt  man  den  Faden 
vdeder  ab,  indem  man  ihn  stets  gespannt  hält,  so  beschreibt 
dieses  Ende  den  Bogen  M^M^.  Denn  ist  C^CM  eine  Lage 
des  Fadens,  so  ist 

CM  =  CoJMo  +  CoC  -  Ä,  +  fi,  -  iJ. 

Also  ist  CM  der  Krümmungsradius,  welcher  zum  Punkt  C 
fahrt,  und  der  Punkt  M  liegt  folglich  auf  dem  Bogen  M^M^. 

Die  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  ist  selbst  eine 
algebraische  Kurve,  und  die  bewiesenen  Sätze  lehren,  dais 
jeder  Bogen  der  Evolute  durch  eine  algebraische  Funktion  der 
Koordinaten  ausgedrückt  werden  kann.  Man  sagt  daher,  dafs 
die  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  algebraisch  rektifi- 
zierbar ist. 
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208.  DifferentialgLeiotLmig  der  Evolvente.     Um  von  der 

Evolute  zur  Evolvente  zurückzukehren,  mulÜs  man  die  beiden 
Gleichungen  anwenden: 

Hier  sind  x^  und  y^  gegebene  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variabelen.  Eliminiert  man  diese  zwischen  den 
beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen 

Xy  y^  ^,    welche    die    Differentialgleichung    der    gesuchten 

Evolvente  ist  Man  sieht,  dals  diese  Differentialgleichung 
überhaupt  alle  orthogonalen  Trqjektorien  der  gegebenen  Kurven 
umfabt,  d.  h.  alle  Kurven,  welche  die  Tangenten  von  jenen  zu 
Normalen  haben«  Hieraus  folgt,  dab  jede  Kurve  unendlich 
viele  Evolventen  hat,  worauf  wir  noch  später  zurückkommen 
werden. 

§  6.  Polarkoordinaten. 

204u    Das  Differential   der   Fläche   eines   Sektors.     Die 

Punkte  einer  Kurve  AM  seien  bestimmt  durch  den  Radius- 
Fig.  4s.  vektor  OM^=^Qj  welcher  von  einem  festen 

Punkt  0  ausgeht,  und  durch  den  Winkel  cd, 
den  die  Richtung  dieses  Radius  mit  einer 
festen  Richtung  OX  bildet.  Ist  A  ein  fester 
Punkt  und  M  ein  variäbeler,  so  wird  die 
Fläche  des  Sektors  OAMj  die  von  der 
Kurve  und  den  beiden  Radien  0-4,  OjJf  ein- 
geschlossen ist,  eine  Funktion,  deren  Diffe- 
rential vvir  bestimmen  wollen.  Erteilt  man  o  den  Zuwachs 
MOM  BS  Ad,  so  ändert  sich  der  Radius  um  Ap,  und  die 
Fläche  AOM  =^u  erhält  das  Inkrement 

Au  —  MOM. 
Ist  Q  -^  \q  der  gröMe  Wert,  welcher  unter  den  Radien- 
vektoren von  OJtf  bis  OM  überhaupt  vorkommt,  und  q  +  A^p 
der  kleinste,  so  wird  der  Kreissektor,  welcher  zu  dem  Winkel 
AcD  und  dem  Radius  p  -|-  A^p  gehört,  grofser  sein,  als  die 
Fläche  Au,  dagegen  der  Kreissektor  mit  demselben  Winkel 
und  dem  Radius  p  -f"  A^p  kleiner.    Es  ist  also 
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i-  A«.(?  +  \Qy  >  Au  >  I  Aa,(p  +  A,p)*, 
oder 

|(^  +  A,p)«>^->i-(^  +  A.^)«. 

Labt  mau  nim  Aoi  nach  null  konvergieren,  so  kon- 
Tergieren  auch,  da  ^  als  stetige  Funktion  von  m  vorausgesetzt 
ist,  A|P  und  A^p  nach  null,  und  es  wird 

Legen  wir  durch  den  Anfangspunkt  oder  Pol  des  Systems 
die  Gerade  Oy  senkrecht  zu  Ox  und  bezeichnen  wir  mit  x  und  y 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  in  Bezug  auf  diese  Axen,  so  ist 

tang  ö  —  — ,     p  cos  «D  -a  fl?. 
Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Differentiation: 
^^_xdyj^ydx    ^^^^     ^^dm^xdy-ydx. 

Also  kann  das  Differential  des  Sektors  u  auch  durch  die 
Gleichung 

du^-^(xdy  —  ydx) 
dargestellt  werden. 

205.  Das  Bogendifferential.  Wird  mit  s  der  Bogen  AM 
bezeichnet,  dessen  Anfangspunkt  A  fest  ist,  während  der  Punkt 
M  variabel  bleibt,  so  ist  As  das  Inkrement  MM\  welches 
dem  Zuwachs  Ao  entspricht.  Wir  föUen  vom  Punkte  M  die 
Senkrechte  MP  auf  den  Radius  OM  und  ziehen  die  Sehne  MM'. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MPM'  folgt 

Mlf-M^  +  Mt-    „nd     (¥^)'_(*J)'+(^)'. 

Es  ist 

J|fP=5  Q  sinAo,     Jf' P—  Q  +  Ap  —  Q  cos  Ag». 

Die  Grenzen  der  Verhältnisse,  welche  in  die  obige  Gleichung 
eingehen,  werden  nicht  geändert,  wenn  man 

MM\    JfP,    MP 
bezüglich  durch 

A5,     pAo),     Ap 

ersetzt.    Denn  die  Grenze  des  Verhältnisses  von  As  zu  seiner 
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Seime  MM'  ist  die  Einheit;  ebenso  die  Grenze  des  Yerhalt- 

in  Ac 
AcD 


nisses  von  MP\  pAco  «»  —^ — .    Endlich  wird  auch 


M'P  _  Ap    I      1  — cobA«  ^  ^    ,    2     '"^    2 
also 

,.      M'P        dg 
lim-T —  «*  j    • 

Demnach  hat  man 

•i»a:)'-»'+«»(M)'. 

d.  b. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  aus  der  bei  rechtwink- 
ligen Koordinaten  gewonnenen  ableiten;  wir  haben  dies  in 
Nr.  80  gethan  und  brauchen  hier  nicht  nochmals  darauf  zurück- 
zukommen. 

206.  Bestimmuiig  der  Tangente.  Im  Polarkoordinaten- 
systeme bestimmt  man  die  Tangente  vermittelst  des  Winkels  fi, 
den  sie  mit  dem  Radiusvektor  bildet.  Der  Winkel  (i  im  Punkte 
M  der  Kurve  ist  die  Grenze,  nach  welcher  der  Winkel  FM'M 
konvergiert;  wenn  sich  der  Punkt  Jf  dem  Punkte  M  un- 
begrenzt nähert  (Fig.  42.  Nr.  204). 

Das  rechtwinklige  Dreieck  MM'P  giebt 

coaPM'M^^,,     sinPJtf'Jf=^. 

Die  Grenzen  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ändern 
sich  nicht;  wenn  man  wie  in  der  vorigen  Nummer 

MM\    MF,    M'P 
ersetzt  durch 

Man  erhält  demnach: 

cosft  =  lim^^,     smft  =  lim5^, 

dg  do 

COS  fi  —  — 


smft 


da         ydg*  +  Q*dm^ 

gdn  gda 

ds    ~  ydg^  +  Q^dm*' 
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Hieraus  folgt: 

.  Qda        ^ 

Hierbei  bedeutet  ^  den  Winkel,  den  die  nach  der  Richtung 
wachsender  Winkel  m  konstruierte  Tangente  mit  der  Richtung 

des  verlängerten  Radiusvektor  einschliefst.  Ist  p'  »  ^  null, 
80  wird  dieser  Winkel  gleich  --,  ist  p'  «=--?«»  oo,  so  wird 
dieser  Winkel  null. 

207.  Sin  besonderes  KoordinatensyBtem.  Man  kann  die 
Punkte  einer  Kurve  auch  durch  zwei  Radienvektoren  q^  und  q^ 
bestimmen,  welche  von  zwei  gegebenen  Anfangspunkten  aus- 
gehen. Bezeichnet  man  mit  fi^  und  fig  ^^^  Winkel,  die  diese 
Radien  mit  der  Tangente  bilden,  so  ist 

doi  dp, 

COS^,-^^,      COSft,-^», 

also  , 

<^l^  ^dp| 

cosfij        dg/ 
In   diesem   Koordinatensysteme   ist   z.  B.  die   Gleichung 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel 

p,  +  Pi «—  Konst. 
Daraus  folgt  ^^*  =  +  1 ,  und  unsere  Gleichung  ergiebt 

COS  ^2  «=»  +  cos  f»! , 
was  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Tangente  an  Kegelschnitten 
ausdrückt.  An  Stelle  der  beiden  Radienvektoren,  die  von  zwei 
festen  Anfeuagspunkten  ausgehen,  kann  man  auch  die  Winkel 
Oj  und  (»2  als  Koordinaten  einführen,  welche  diese  Radien  mit 
der  durch  die  Anfangspunkte  gehenden  Geraden  bilden.  Man 
hat  nun  die  Gleichungen 


sinfii 

d8      ' 

8inf*g  — 

d8      ' 

r  Relation: 

^1 

8ina>j 
Bin  CD, 

Bin  <D|  do, 
BinoD,  doo^ 

wird 


208.  Snbtangente  und  Subnormale.    Zieht  man  (Fig.  43) 
durch  den  Pol  des  Koordinatensystems  eine  Senkrechte  zum 
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Radiusvektor,  so  werden  die  Abschnitte  anf  dieser  Geraden  vom 
Anfangspunkt  bis  zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Tangente 
und  der  Normale  die  Pciarsubtangente  und  'Subnormale  genannt 
Die  Subtangente  OT=T  und  Subnormale  ON^N'  erhalten 
die  Längen 

Pig.4s.  r  — ptang^,     2V'  =  (>col«fi, 

oder 

^  d(f         (f  '  dm        ^ 

Die  Längen  T  und  Ndei  Tangente  und 
"^   der  Normalen  sind: 


Dabei  sind  sämtliche  Faktoren  mit  positiven  Zeichen  zu  nehmen. 
200.  Kontingenzwinkel  und  SLrümmixiigsradiUB.  Der  Eon- 
tingenzwinkel  dö  ist,  wie  wir  sahen,  gleich  dem  Differentiale 
des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  a;-Aze  bildet.  Anderer- 
seits ist  dieser  Winkel  gleich  cd  +  (i]  man  erhält  demnach 

d<y  =  dai  +  d/t. 
Die  Gleichung 

dm 
liefert   durch  Differentiation,   wenn   man  to   als  unabhängige 
Yariabele  betrachtet  : 

1        dji  ^  \dJ        ^d<p'        dji  ^  \da/        ^  da* 
coB^fi'dat  /(fpy         '      dca  i   i   ^^\* 

Es  ist  also 


••+'G-:)"-.fö 


'■'  ••+©;  ^~  '■+•■■■ 

Da  nun  j-  =  Yq*  +  p'*  ist,   so  folgt  hieraus   fOr   den 
Krümmungsradius 
m  T?„^^  _       (g'  +  g*)^ 

^^^  ^         dc~  q^  +  2q'^  —  qq"' 

Dabei  ist  das  Vorzeichen   der  Quadratwurzel   immer   positiv 
zu  nehmen. 
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Man  kann  diese  Formel  auch  aus  derjenigen  ableiten, 
welche  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  erhalten  wnrde;  dies 
ist  in  Nr.  80  aasgeführt,  als  wir  nns  mit  dem  Probleme  der 
Transformation  der  Yariabelen  beschäftigten. 

Führt  man  an  Stelle  von  g  ein,  so  erhalt  12  die 
Gestalt:  . 

*'  (i)"[|+(j-y] 

I  7.  Einhüllende  Knrren. 

SUO.  Definition  der  SinhüUenden.  Es  sei  f{x,  y,  a)  eine 
Funktion  der  3  Yariabelen  x,  y,  a  und 

(1)  fix,y,a)^0 

für  jeden  Wert  des  veränderlichen  Parameters  a  die  Gleichung 
einer  Kurve.  Die  Gesamtheit  der  durch  (1)  dargestellten 
Karyen  heifst  eine  Kurvenschar.  Wird,  nachdem  a  einen  be- 
stimmten Wert  erhalten  hat,  dem  Parameter  der  neue  Wert 
a  +  Aa  erteilt,  so  erhält  man  eine  zweite  Kurve  mit  der 
Gleichung: 

(2)  /•(a?,y,«  +  Aa)-0. 

Die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  (1)  und  (2) 
gleichzeitig  genügen,  befriedigen  auch  die  Gleichung: 

(S)  f(x,y,u  +  Aa)  —  f(x,y, «)  ^  q 

Besitzt  nun  f  als  Funktion  von  a  eine  bestimmte  Ab- 
leitung   ~^j  so  geht  für  Aa  «»  0  die  letzte  Gleichung  über  in: 

(4)  if^l2^^o. 

Man  sagt  nun,  die  durch  (1)  dargestellte  Kurvenschar 
besitzt  eine  einhüUende  Kurve,  wenn  die  Elimination  von  a 
aus  den  Gleichungen  (1)  und  (4)  wieder  die  Gleichung  einer 
Kurve  liefert: 

(5)  g(x,y)^0, 

welche  ihrerseits  die  EinhüUende  der  eingehüllten  Kurvenschar  (1) 
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heilet.  Zufolge  der  obigen  Erörterungen  ist  demnach  die  Ein- 
hüllende der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  je 
zwei  benachbarte  Eurren  der  Schar  gemein  haben. 

21L  Ein  BeispieL  Es  sei  die  Einhüllende  aller  Kreise 
zu  bestimmen,  die  einen  festen  Radius  haben  und  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  festen  Geraden  liegen.  Wählen  wir  die  feste 
Gerade  als  x-Axe^  so  ist  die  Gleichung  der  fraglichen  Kreis- 

schar: 

{x  -  ay  +  y«  -  a«  -  0, 

und  a  ist   der  veränderliche  Parameter.    Die  Di£Ferentiation 

nach  a  giebt: 

X  —  a  ■»  0, 

und  die  Elimination  von  a  liefert: 

y«_o«  — (y-a)(y  +  a)-0 

als  einhüllende  Kurve.  Die  Einhüllende  besteht  also  hier  aus 
den  zwei  Geraden,  welche  im  Abstände  des  Radius  a  parallel 
zur  X'Axe  gezogen  werden  können. 

Es  mag  hierbei  bemerkt  werden,  daüs  hier  wie  bei  allen 
geometrischen  Untersuchungen  darauf  zu  achten  ist,  was  die 
Kurve  ist,  welche  durch  eine  gegebene  Gleichung  dargestellt 
wird,  oder  umgekehrt,  welches  die  Gleichung  oder  die  Glei- 
chungen sind,  welche  eine  gegebene  Kurve  darstellen. 

Löst  man  nämlich  die  Gleichung  der  Kreisschar  nach 
X  —  a  auf,  so  erhält  man 

Fixiert  man  das  Vorzeichen  der  Wurzel  und  wählt  z.  B. 
das  negative,  so  wird  ic  —  a  —  |  Ya*  —  y*  \  eine  Funktion  der 
drei  Veränderlichen  x,y,a.    Die  Schar  aller  Kurven 

x  —  a—\  yä*^^  I  =  0 

besitzt  aber  keine  Einhüllende,  denn  die  Differentiation  nach  a 
liefert  die  sinnlose  Gleichung  —  1  -=  0,  welche  beweist,  dals 
zwei  benachbarte  Kurven  der  durch  die  Gleichung 

a;  — a  — jl/a^^7^|— 0 

dargestellten  Schar  keinen  Punkt  gemein  haben.  In  der  That 
stellt   diese  Gleichung   auch  gar  nicht   die   Gleichung   einer 


Theorie  der  ebenen  Kurven. 


289 


Kreisschar  dar^  sondern  eine  Schar  Ton  Halbkreisen^  deren 
jeder  zur  Rechten  der  Geraden  x  ««  a  liegt  In  unserer  Kreis- 
schar schneiden  sich  aber,  wie  untenstehende  Figur  zeigt,  die 
Kreise  immer  der  Art,  daüs  die  rechte  Hälfte  des  einen  Kreises 
die  linke  des  benachbarten  trifft  Die  rechten  H&lften  dieser 
Kreise  haben  also  thatsachlich  keine  Einhüllende. 

Fig.  44. 


Will  man  also  die  Einhüllende  unserer  Kreisschar  aus 
der  aufgelösten  Form  der  Gleichungen  bestimmen,  so  muls 
man  sagen,  dalÜs  erst  das  System  der  zwei  Gleichungen 

x-  a  — |ya«-y*!  — 0,    a;-«+ll/a«  — y«|— 0 

unsere  Kreisschar  definiert«  Der  Fall,  dafs  unsere  Kuryen- 
schar erst  durch  mehrere  Gleichungen  analytisch  definiert  ist, 
ist  in  der  vorigen  Nummer  aber  nicht  behandelt,  und  man 
muls  zur  Bestimmung  der  Einhüllenden  direkt  verfahren,  indem 
man  in  jeder  der  Gleichungen  a  um  Aa  vermehrt  und  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  entstandenen  Gleichungen  be- 
stimmt.   In  unserem  Beispiele  giebt  dies: 


X'^^  a  +  yAa 


y 


.+\Yc 


>«! 


und 


X  ''^  a  +  yA« 


y  = 


]/a«-|AaM 


Geht  man  jetzt  zur  Grenze  Aa  =»  0  über,  so  erhält  man 

Serret,  Diff.-  n.  Integral-Bechnong.    I.    2.  Aofl.  19 
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a;  si=  a,  y  =  a    und    x  ^^  a^  y  *^  —  a 
als  den  Schnittpunkt  des  Kreises  am  a  mit  seinem  benach- 
barten and 

»  =  +  a 

wie  vorher  als  den  geometrischen  Ort  aller  dieser  Schnittpunkte. 

212.   Eine  Eigensohaft  der  Einhüllenden. 

Lehrsatz.  Die  Einhüllende  eines  Kurvensystemes  berührt 
die  Kurven  in  jedem  nicht  singulären  Punkte,  wo  sie  denselben 
begegnet, 

Ist 

(1)  ax,y,a)  =  0 

die  Gleichung  des  Systemes  in  geradlinigen  Koordinaten,  so 
ist  die  Einhüllende  durch  die   beiden  Gleichungen  bestimmt 

(2)  ax,y,a)^0,    |^  =  0. 

Um  den  Richtungskoeffizienten  ,-  der  Tangente  in  einem 

bestimmten  Punkt  einer  Systemskurve  zu  erhalten,  muls  man 
die  Gleichung  (1)  differentiieren;  man  bekommt 

Will  man  nun  den  Richtungskoe£Bzienten  der  Tangente 
in  einem  bestimmten  Punkte  der  Einhüllenden  finden,  so  kann 
man  noch  die  Gleichung  (1)  als  deren  Gleichung  ansehen, 
nur  mufs  man  a  nicht  mehr  als  Konstante,  sondern  als  eine 
Funktion  von  x  imd  y  betrachten,  welche  durch  die  zweite 
der  Gleichungen  (2)  bestimmt  ist.  Unter  dieser  Annahme  hat 
man  die  Gleichung  (1)  zu  differentiieren,  und  das  ergiebt: 

w  rJ^+H^y  +  l^^"-^- 

Die  zweite  Gleichung  (2),  welche  fQr  jeden  Punkt  der 
Einhüllenden  erfüllt  ist,  reduziert  aber  die  Gleichimg  (4)  auf 
die  Form  (3).  Also  erhält  man  fdr  die  Einhüllende  sowohl 
wie  für  die  Eingehüllte 

,p.v  dy  _        dx 

^^^  d'x  —  '^W 
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Bemerkung,  Ein  Beispiel  fttr  die  betrachtete  Eigenschaft 
der  Einhüllenden  haben  wir  bereits  behandelt.  Die  Evolute  einer 
Knrve  ist  nichts  anderes  als  die  Einhüllende  des  Nonnalen- 
systemesy  und  wir  haben  gesehen,  daÜGi  sie  die  Normalen  tangiert. 

Die  Gleichung  f(Zf  y,  a)  «i  0  kann,  wenn  die  Koordinaten 
Xy  y  eines  Punktes  M  in  sie  eingesetzt  werden,  mehrere 
Werte  a  liefern;  imter  diesen  ist  aber,  wenn  M  zugleich  ein 
Punkt  der  Einhüllenden  ist,  jedenfalls  einer  vorhanden,  der 
auch  der  Gleichung  j-=^0  genügt.  Die  auf  diese  Weise 
bestimmte  Systemskurve  wird  von  der  Einhüllenden  tangiert 
während  die  anderen  Systemskurven,  die  etwa  noch  durch  den 
Punkt  M  gehen  können,  die  Einhüllende  daselbst  schneiden. 

Ein  Eurvensystem  kann  einhüllende  Kurven  nur  dann  be- 
sitzen, wenn  a  vom  höheren  als  dem  ersten  Grade  in  der 
Gleichung  vorkommt,  d.  h.  geometrisch,  wenn  das  Kurven- 
system die  Ebene  zum  mindesten  zweifetch  überdeckt,  so  dafs 
durch  einen  Punkt  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  Kurven 
hindurchgeben« 

Endlich  ist  wohl  zu  beachten,  dafs  unser  Lehrsatz  von 
der  Berührung  der  Einhüllenden  und  Eingehüllten  ausdrück- 
lich nur  auf  nicht  singulare  Punkte  beschränkt  ist.  Es  ist 
daher  sehr  wohl  der  Fall  denkbar,  dafs  z.  B.  sämtliche  Punkte 

der  Einhüllenden  singulare  Punkte  sind,  für  welche  J-.  J- .  ~ 

immer  gleichzeitig  null  sind,  und  dann  braucht  die  Einhüllende 
die  Eingehüllten  keineswegs  zu  berühren. 

218.  Die  Koordinaten  x  und  y  eines  Kurvenpunktes  sind 
ala  Funktionen  des  Tangentenwinkels  a  gegeben.  Betrachtet 
man  eine  beliebige  Kurve  bezogen  auf  zwei  rechtwinklige  Axen 
und  ist  a  der  Winkel,  den  die  Richtung  der  Tangente  mit  der 
Abscissenaxe  bildet,  so  wird  die  Gleichimg  dieser  Tangente 
(1)  ic  sin  a  —  y  cos  a  —  /*(«) , 

und  f{a)  ist  eine  Punktion  von  a,  die  von  der  Art  der  Kurve 
abhängt  und  abgesehen  vom  Vorzeichen  den  Abstand  der 
Tangente  vom  Koordinatenanfange  angiebt.  Da  diese  aber 
die  Einhüllende  ihrer  Tangenten  ist,  so  bekommt  man  ihre 
Gleichung,  indem  man  a  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  der 
hieraus  durch  Differentiation  folgenden  Gleichung 

19  ♦ 
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(2)  or  cos  a  +  y  sin  a  "»  /"(*) 

eliminiert.  Mau  kann  u  zur  unabhängigen  Yariabelen  machen, 
tmd  alsdann  bestimmen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Ko- 
ordinaten X  und  y  als  Funktionen  von  a.     Man  findet: 

x^f  (a)  cos  a  +  /"(«)  sin  a , 
^  ^  y  =^  f'(a)  sin  a  —  f(a)  cos  a. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt  dann  weiter  : 

dx  —  [r (a)  +  /"(«)]  cos  a  rf« , 
W  rfy  «(/»  +  /•(«)]  sin «ef«, 

und  indem  man  diese  Gleichungen  quadriert  und  addiert: 
(5)  ds~{f"ia)  +  f(a)]da, 

was  übrigens  auch  aus  den  Formeln  in  Nr.  194  herrorgeht. 
Da  da  gleich  dem  Eontingenzwinkel  ist,  so  erhält  man  für 
den  Krümmungsradius 

(6)  ij_|.»«r(«)  +  /^(«). 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  verschiedene  Anwen- 
dungen zu,  von  denen  wir  ein  Beispiel  geben  wollen.  Erteilt 
man  a  einen  bestimmten  Wert,  so  stellt  die  Gleichung  (2)  eine 
Senkrechte  zur  Tangente  dar,  und  zwar  in  dem  Punkte  Xj  y, 
welcher  durch  die  Gleichung  (3)  bestimmt  ist,  also  im  Kurven- 
punkte. Die  Gleichung  (2)  liefert  mithin  die  Normalen  der 
Kurve.  Bildet  man  nun  die  Ableitung  der  Gleichung  (2)  nach  o, 
nämEch 

(7)  —  a;  sin  a  +  y  cos  a  «=  /"'(")  ? 

so  gehört  das  System  der  Gleichungen  (2)  und  (7)  d^a  Ein- 
hüllenden des  Normalensystemes  an,  also  der  Evolute  der 
gebenen  Kurve.  Berechnet  man  aus  (2)  und  (7)  die  Werte  von 
X,  y,  und  bezeichnet  man  sie  durch  Xi  und  y^,  so  wird 

Xi  =»  /'OO  ^08  ^  —  f'(j")  ^^  ^f 

^  ^  Vi  =  /"(«)  si^  «  +  /^"W  cos  a, 

und  dies  sind  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Durch  Differentiation  folgt  weiter: 

dx,  =  -  [/•'(«)  +  /•"'(«)]  sin«  da, 
^""^  dy,  =  +  [/'(«)  +  r  («)]  cos«  da, 

also,  wenn  «^  den  Bogen  der  Evolute  ausdrückt: 
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(10)  ds,  -  [f'ia)  +  r(a)-]da  -  dR 

Man  findet  so  die  Besnltate  der  Nr.  201  wieder. 


§  8.  Osknlierende  Kurren. 
214.   Definition  einer  Berfihrong  fi^  Ordnung.     Es  sei 

die  Gleichung  einer  Knrve  MM'  (Fig.  45)  in  rechtwinkligen 
Koordinaten;  und  in  demselben  Koordinatensysteme  sei 

»1-/1  («) 
die  Gleichung  einer  zweiten  Kurve 
MMi'.  Wir  sagen  non^  dals  die  beiden 
Kurven  sich  im  Punkte  M  in  der  fi^ 
Ordnung  berühren,  wenn  für  die  Ab- 
scisse  X  dieses  Punktes  die  Gleichungen 
bestehen: 

(1)       Vi^Vy  yi'— y;  »r  — y";- 

wo  i/^^  und  yi^>  die  fi*"  Ableitungen  bedeuten,  und  wenn 

(2)  y(M+l)^y^iM+iy 

ist. 

Wir  nehmen  an,  dals  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  die 
Funktionen  y  und  y^  nach  dem  TayZorschen  Satze  entwickel- 
bar sind.  Vermehren  wir  daher  x  um  Ax,  so  werden  die 
X  -j-  Ax  entsprechenden  Werte  T  und  T^  der  Ordinaten  y 
und  yi  gegeben  durch: 


^ 

Fig.  46. 

1    / 

BiU- 

^K 

^ 

— r^ 

^S 

0 

p       P' 

y^W-yO-), 


r-y+»'-^+» 


(A«)» 
8! 


.+yO.) 


■^ 


0»+l)! 


•B, 


>^+«, 


y.-y+y4r+»"-''*^' 


2! 


.+,«.(^;;)ü+^<,«.^^+ir,^.. 


und  daher  wird 


r—  r,  =  ?^^ ^^-^ {AxY-^^  A — 

^1         (fi.+i)i       ^  ^      ' 

an  der  Stelle  rt;,  d.  h.  fOr  Ao;  «=  0,  null  von  der  fi+ 1**"  Ordnung. 
Die  letzte  Gleichung  liefert  uns  eine  geometrische  Defi- 
nition fär   die  Zahl  fi,   welche  die  Ordnung   der  Berührung 
angiebt.    Machen  wir  in  Fig.  45  OP  *^  Xj  PP'^AXy  so  wird 
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mP'—Y^,  iTJP'—Y  und  daher  mM'=T^  Y^.  Es  wird 
daher  mM',  wenn  Aa:  null  wird,  null  von  der  Ordnung  ft  +  1; 
d.  h.  es  wird 


lim 


mJf' 


endlich  und  von  null  verschieden. 

Um  nun  noch  die  Strecken  mM'  und  PP'  durch  solche 
zu  ersetzen,  welche  eine  vom  Koordinatensysteme  unabhäugige 
Bedeutung  haben,  verschieben  wir  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  in  den  Punkt  M  und  machen  die  Tangente  in  M^ 
also  die  Gerade  ST  zur  x-Äxe.  Dann  wird  aus  mM'  die 
Strecke  M!  M^  und  aus  PP^  die  Strecke  MQ  und  diese  beiden 
Gröfsen  haben  eine  von  dem  Koordinatensysteme  unabhängige 
Bedeutung.  Fällt  man  von  einem  Punkt  M\  der  auf  der 
Kurve  y  =  f{x)  in  der  Umgebimg  von  M  liegt,  das  Lot  MQ 
auf  die  gemeinsame  Tangente  in  Jf,  so  schneiden  die  beiden 
Kurven  auf  ihm  das  StQck  M'M^  aus.  Der  Fulspunkt  Q  des 
Lotes  ist  um  MQ  vom  gemeinsamen  Berührungspunkte  üf 
entfernt,  und  nun  heilst  ft  die  Ordnung  der  Berührung  beider 

Kurven,  wenn  j^' ;^' 

hin     — — 

endlich  und  von  null  verschieden  ist. 

Ist,  um  die  vorigen  Betrachtungen  an  einem  Beispiele 
auszuführen,  ^  >  0  und  die  eine  Kurve  MM^  eine  gerade  Linie, 
also  die  Tangente  an  die  Kurve  MM'^  so  wird  —  allgemein  zu 
reden  —  y"  im  Punkte  M  nicht  null  sein,  und  daher  wird 
für  die  Kurve  die  Reihe  der  Differentialquotienten 

für  die  Tangente  dagegen 

y,  y\  0,  0, . . . 

Mithin  ist  fi  =  1.  Die  Tangente  berührt  die  Kurve  im  All- 
gemeinen in  der  ersten  Ordnimg.  In  speziellen  Fällen  kann 
natürlich  die  Ordnung  der  Berührung  sich  sehr  erhöhen;  wir 
kommen  dadurch  zurück  auf  die  Betrachtungen  der  Nr.  172. 
ai6.  Berfihrang  gerader  und  ungerader  Ordnung.  Wie 
in  Nr.  172  wollen  wir  jetzt  allgemein  unterscheiden,  ob  ft 
ungerade  oder  gerade  ist.    Ist  die  Ordnung  fi  ungerade,  so 
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ändert  Y  —  Y^  sein  Zeichen  nicht,  wenn  man  das  Vorzeichen 
Yon  Ax  ändert,  sobald  Ax  in  der  Umgebung  von  Ax  =»  0 
sich  befindet;  das  Zeichen  bleibt  also  das  nämliche  wie  das 
der  Differenz  ^^  ^  ^-fiy^ 

Dies  besagt,  dafs  zu  beiden  Seiten  des  Berührungspunktes  die 
eine  Kurve  durchaus  auf  derselben  Seite  der  andern  verläuft. 

Ist  dagegen  fi  eine  gerade  Zahl,  so  ändert  7  —  F^  mit 
Ax  auch  sein  Zeichen,  und  die  Kurven  durchsetzen  sich  gegen- 
seitig im  Berührungspunkte. 

Wir  bemerken  schliefslich,  dafs  es  im  Falle  einer  Be- 
rührung fi^  Ordnung  nicht  möglich  ist,  durch  den  Punkt  M 
eine  dritte  Kurve  zu  legen,  die  zwischen  den  beiden  ersten 
verläuft,  es  sei  denn,  dafs  sie  im  Punkte  M  eine  Berührung 
von  (i^  oder  höherer  Ordnung  mit  jenen  besitzt.  Denn  ist 
Y^  die  Ordinate  der  dritten  Kurve,  welche  zur  Abscisse 
X  -{-  Ax  gehört,  so  ist 

r,-r,-(r,-r)  +  (r-ro. 

Ist  nun  F,  —  Y  von  niederer  als  der  fi  +  1*^  Ordnung  null, 
so  wird  auch  Y^  —  F^  von  derselben  Ordnung  null,  und  folg- 
lich haben 

r,  — Fl  und  Y^  —  Y 
auch  dasselbe  Zeichen.  Hieraus  folgt  im  Besonderen  der  Satz, 
dafs  es  nicht  möglich  ist,  durch  den  Kurvenpunkt  M  eine  Gerade 
zu  ziehen,  welche  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes  M 
zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente  verliefe.  Denn  die 
Sekante  durch  M  berührt  —  so  dürfen  wir  sagen  —  die 
Kurve  in  der  nullten  Ordnung,  also  in  einer  niedrigeren  als 
die  Tangente. 

216.  Definition  des  OskuIierenB.  C  bezeichne  eine  ge- 
gebene Kurve  y  =  f(x) ;  wir  nehmen  an,  dafs  in  der  Um- 
gebung der  gerade  betrachteten  Stelle  x=^Xq  die  Funktion  f{x) 
nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelbar  ist: 

(1)      y  =  /^(*)  =  yo  +  y«'(«-«o)  +  -f  (*-a:o)*  +  --- 
Dieser  Kurve  stellen  wir  eine  Schar  von  Kurven  C  gegenüber: 
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in  deren  Gleichung  n  -^  1  willkürliche  Konstanten  Yorkommen 
und  deren  Ordinaten  wir  mit  ffi  bezeichnen.  Wir  wollen  an- 
nehmen, dals  die  Gleichung  dieser  Eurvenschar  nach  y^  auf- 
gelöst und  die  rechte  Seite  in  der  Umgebung  Ton  x  —  Xq 
nach  dem  TayhrsGhen  Satze  entwickelt  sei,  und  als  Koeffi- 
zienten der  ersten  n  -|-  1  Glieder  mögen  geradezu  die  n  +  1 
Konstanten 

auftreten.    Dann  sieht  die  Gleichui^  der  Kurvenschar  so  aus: 

(2)  yi  =  ^  +  öi-(a?  — a?o)  +  ^'(«  — ^o)'H 

Die  Gröfaen  Cq,  e^ .  .Cn  sind  willkürlich,  aber  die  folgenden 
Koeffizienten  Än-^i,  ^«+8 , . . .  Funktionen  von  ihnen  oder  feste, 
von  den  c  unabhängige  Zahlen. 

Ist  nun  die  ganze  Zahl  (n  kleiner  als  n,  so  kann  man 
über  die  Konstanten  Cq,  c^.  .  ,Cn  der  Kurvenschar  C  so  ver- 
fügen, daCs  die  Kurven  C  und  C  eine  Berührung  f***'  Ord- 
nung im  Funkte  Xq  haben.  Dazu  hat  man  einfach  die  ft  + 1 
Gleichungen  zu  erfüllen: 

(3)  ^o*=yo;     ^i"**yo>      «         2/  r-         ^f 

Die  übrigen  n  —  (i  Konstanten  bleiben  dann  willkürlich.  Man 
mufs  nur  Sorge  tragen,  dafs 

wird.  Ist  aber  w  «=  ft,  so  ist  die  Kurve  C  durch  die  Glei- 
chungen (3)  vollkommen  bestimmt  und  hat  im  Punkte  M{Xf^,  y^) 
mit  G  eine  Berührung  mindestens  n^  Ordnung.  In  diesem  Falle 
sagt  man  die  Kurve  C  osktiliert  die  Kurve  C  im  Punkte  M, 

Anders  aber  als  im  Falle  ii,<n  sind  hier  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden.     Durch  die  n  +  1  Gleichungen 

sind  jetzt  alle  c  bestimmt  und  mit  ihnen  daher  auch  bereits 
alle  folgenden  Koeffizienten  ^n+i,  -^n+s^ ...  in  der  Entwicke- 
lung  (2).     Im  Allgemeinen  wird  nun  nicht  gerade  auch 


^yl  ...  c  -=?^ 
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-Aji  +  l  ~ 


werden,  und  die  Berührung  ist  dano  genau  die  ft^^  Aber  es 
kann  zufälligerweise  die  letzte  Gleichung  an  der  speziellen 
Stelle  Xq  doch  erfüllt  sein  und  sogar  noch  von  den  analogen 
folgenden  Gleichungen  einige.  Dann  ist  die  Berührung  von 
noch  höherer  als  fn^  Ordnung.  Die  Karyen  C  und  C  können 
sogar  identisch  werden,  dann  ist 

f*  =■  oo. 

Jedenfalls  giebt  es  unter  den  Kuryen  der  Schar  C  jedes- 
mal eine  und  nur  eine,  welche  die  Kurye  in  einem  gegebenen 
Punkte  M  yon  allgemeiner  Lage  oskuliert^  und  diese  hat  mit  C 
eine  höhere  Berührung  als  jede  andere  Kurve  der  Schar  C\ 

Im  Allgemeinen  kann  man  auch  aus  einer  Kuryenschar, 
deren  Gleichung  die  allgemeine  Form 
(4)  F{x,y,]  ro,öi...c,)  — 0 

hat  über  die  n  +  1  Konstanten  so  yerfügen,  dafs  die  Berüh- 
rung mit  C  mindestens  yon  der  n^^  Ordnung  wird.  Es  können 
die  Konstanten  jedoch  so  in  F  eingehen,  dafs  dies  nicht  mehr 
möglich  ist.  Die  Behauptung,  daJGs  man  aus  der  Schar  C% 
wenn  ihre  Gleichung  in  der  Form  (4)  gegeben  ist,  eine  Kurve 
herausfinden  kann,  die  C  in  mindestens  n^  Ordnung  berührt, 
bedarf  daher  in  jedem  Falle  eines  besonderen  Nachweises,  der 
freilich  dann  überflüssig  ist,  wenn  man  sich  nicht  mit  der 
bloJBen  Abzahlung  der  Konstanten  begnügt,  sondern  die  ver- 
langte C  thatsächlich  herstellt. 

217.  Oakulierende  Gerade.  Oskulierender  Kegelsobnitt. 
Die  Gleichung  einer  Geraden  enthält  nur  zwei  Konstanten; 
sie  läljst  sich  unmittelbar  in  die  Form  (2)  der  vorigen  Nummer 
setzen.  Man  kann  daher  zwischen  einer  gegebenen  Kurve  und 
einer  Geraden  in  einem  allgemein  gegebenen  Kurvenpunkte  nur 
eine  Berührung  erster  Ordnung  herstellen.  Die  oskulierende 
Gerade  einer  Kurve  ist  also  in  jedem  Punkte  nichts  anderes 
als  die  Tangente  der  Kurve.  Dieses  Resultat  findet  man  auch 
nach  der  allgemeinen  Regel    Denn  ist 
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die  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden,  so  hat  man 

Also  wird 

yi  — yo  =  yo'-(^-«o) 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  {x^^  y^.  Ihre  laufen- 
den Eoordinaten  sind  x  und  y^.  Schreibt  man  für  diese  wie 
gewohnlich  g  und  ij  und  laust  die  Indices  0  fort,  so  entsteht 
die  alte  Form  der  Tangentengleichung: 

^-y  =  y'-(6  — a?), 

bei  der  {x^y)  der  Berührungspunkt  ist. 

Die  allgemeine  Eegelschnittsgleichung  enthält  fünf  will- 
kürliche Eonstanten.  Bringt  man  sie  in  die  Form  (2),  so 
zeigt  sich,  dafs  Cq^  c^^  c^^  c^y  c^  ebenfalls  willkürlich  bleiben; 
mithin  hat  der  oskulierende  Eegelschnitt  einer  gegebenen  Eurve 
eine  Berührung  vierter  Ordnung  mit  dieser  Eurve.  In  gewissen 
besonderen  Eurven  kann  die  Berührung  auch  von  höherer 
Ordnung  werden.  So  hat  z.  B.  eine  Eurve  dritter  Ordnung 
im  Allgemeinen  27  Punkte,  in  denen  die  oskulierenden  Eegel- 
schnitte  je  eine  Berührung  fünfter  Ordnung  mit  der  Eurve 
besitzen.  Wenn  man  Eegelschnitte  betrachtet,  welche  noch 
anderweitigen  bestimmten  Bedingungen  genügen,  so  wird  die 
Zahl  der  willkürlichen  Eonstanten  kleiner  als  5,  und  die  os- 
kulierende Eurve  hat  im  Allgemeinen  nicht  mehr  eine  Berüh- 
rung vierter  Ordnung:  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man  z.  B. 
nur  Parabeln  betrachtet,  welche  von  vier  Eonstanten  abhangen, 
oder  Ereise,  welche  drei  Eonstante  enthalten,  und  die  wir 
nun  genauer  untersuchen  wollen. 

218.  Der  oaktOierende  Kreis.  Die  allgemeine  Gleichung 
eines  Ereises  enthält  drei  Eonstanten,  nämlich  die  Eoordi-- 
naten  x^ ,  y^  des  Mittelpunktes  und  den  Radius  22.  Man  kann 
daher  im  Allgemeinen  nur  eine  Beriihruug  zweiter  Ordnung 
in  einem  Punkte  rr,  y  einer  gegebenen  Eurve  mit  einem  Ereise 
herstellen,  und  die  Bedingungen  dieser  Oskulation  sind: 

^^^  yi— y;      dx        di'     dx*~dx^^ 

wenn  y^  die  Ordinate  des  Ereises  bezeichnet.     Die  Gleichung 
desselben  ist 
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(«-a)»  +  (y,-6)'  =  iP, 
und  differentiiert  man  sie  zweimal ,  so  folgt: 

(»-o)  +  (j,,-S)g-0, 

'  +  (£)'+ö'.-»)&-o. 

Ersetzt  man  in  diesen  drei  Gleichungen  die  Gröfsen  y^  y  -^ , 
-^  dnrch  ihre  Werte  gemäfs  den  Gleichungen  (1),  so  erhält 
man  die  drei  folgenden: 

(2)  \(.^-a)  +  (y-b)ll^O, 

durch  welche  die  Koordinaten  a^,  6^  des  Mittelpunktes  und 
der  Radius  R  des  im  Eurvenpunkte  x,  y  oskulierenden  Kreises 
bestimmt  werden. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  genau  dieselben,  wie  die^ 
durch  welche  der  Erümmungskreis  bestimmt  wird;  nur  dafs 
hier  die  Koordinaten  seines  Mittelpunktes  (a^  h)  heilsen  statt 
wie  Nr.  198  {x^^  y^).    Wir  sehen  also: 

Der  oshdierende  Kreis  ist  der  Krümmungskreis. 


Achtes  Kapitel. 
Anwendungen  der  Theorie  ebener  Knryen. 

%  1.  Die  Fl&che  und  das  Bogenelement  der  Kegelschnitte. 

Wiewohl  die  Messung  der  von  Kurven  begrenzten  Flächen 
der  Integralrechnung  angehört ,  so  wollen  wir  doch  hier  be- 
Fig.  46.  reits  einige  der  einfachsten  Fälle  und  ins- 

besondere die  Kegelschnitte  behandeln. 

219.  Die  ParabelfULche.  Es  sei  die  Fläche 
des  Segmentes  MOM'  zu  bestimmen,  welche 


?^ 


Jf 


•^*  zwischen  dem  Parabelbogen  und  seiner  Sehne 
enthalten  ist.  Zur  x-Axe  wählen  wir  den 
Durchmesser  Ox,  der  durch  die  Mitte  P  der 
Sehne  MM'  geht,  xmd  zur  y-Axe  die  Tangente  Oy  im  End- 
punkte dieses  Durchmessers. 

Sind  X,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  M^  der  als 
variabel  gedacht  ist^  so  wird  das  Differential  der  Fläche 
OJfP=w  (Nr.  192): 

du  =  ydx. 

Die  Gleichung  y^  ^=2px  der  Parabel  ergiebt  aber 

y~V2p'xi, 
also  ist: 

du  —  y2p  •  x^  dx. 

1  2      4 

Da  nun  x^  dx  das  Differential  von  ^  ^     ist,  so  hat  die  Fläche  u 
das   nämliche  Differential  wie   die   Funktion       y2px^   und 

unterscheidet   sich   daher  von   dieser  Funktion  nur  um  eine 
Konstante.     Andererseits  werden  aber  beide  Funktionen  fär 
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x  8»  0  eben&Us  null;  mithin  mafs  diese  Eonstante  gleich  null 
sein  und  man  erhält: 

«  "■  3  y^^px  '  X    oder    u  —  ^  xy. 

Diese  Gleichung  besagt,  dab  die  Flache  OPM  gleich  ~ 
der  Flache  des  Parallelogrammes  OMPQ  ist,  welches  mit 
den  Koordinaten  des  Punktes  M  gebildet  ist.    Desgleichen  ist 

die  Flache  OM'P  gleich  y  des  Parallelogrammes  OPMQfy 

mithin  ist  das  Segment  MOM'  auch  gleich  y  des  Parallelo- 
grammes MMQ'Q. 

220.  Die  BUipsenflftohe.  Eine  Ellipse  sei  bezogen  auf 
ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Hauptaxen; 
2  a  und  26  seien  die  Längen  der  Azen, 
und  es  werde  die  Fläche  u  gesucht, 
welche  zwischen  den  beiden  Axen  OXj 
Oy,  dem  Bogen  BM  und  der  Ordinate 
MP  liegt.  Wird  der  Ereis  konstruiert, 
welcher  die  grofse  Axe  2  a  zum  Durch- 
messer hat,  und  mit  u  die  Fläche  be- 
zeichnet, die  zwischen  den  Axen  Ox 
und  Oy,  dem  Kreisbogen  B' M'  und  der  Ordinate  M'P  liegt, 
so  ist 

du  =  ydXy  du  =  y'dx. 

Da   aber   y'  und  y  die   Ordinaten   des  Kreises  und   der 

Ellipse  sind,  so  ist  -^  «=  -|-,  also 

dw  -«  —  du, 
a 

Mithin  haben  die  Oröfsen  u  xmd  -  -  u  dasselbe  Differential, 

und   weil   sie   gleichzeitig   mit  x  verschwinden,    so   sind   sie 
gleich,  d.  h.  es  ist 

h     , 
w  — »  —  ti  • 

a 

Die  ganze  Kreisfläche  ist  ara',  die  ganze  Eilipsenfiäche 
demnach  %ah. 
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221.  Die  Hyperbelflftohe.     Wir  betrachten  eine  Hyperbel, 
die  anf  ihre  beiden  Asymptoten  als  Eoordinatenazen  bezogen 
Fig.  4«.  ^^*'5  ^^^^  Gleichung  wird 

xy  =  m^, 
u  bezeichne  die  Fläche ,  die  zwischen 
der  Kurve,  der  jc-Axe  und  den  Ordi- 
naten  ACy  PM  liegt;   von  den  letz- 
- —   teren  ist  die  eine  fest,  die  andere  va- 
riabel  gedacht. 
Ist  nun  0  der  Winkel  zwischen  den  Axen   Ox  und  Otfy 
so  ist  nach  Nr.  192: 

du  =a  ydx  sin  0. 

Also  wird  für  unsere  Hyperbel: 

du  «a  m*  sinG  — 

X 

—  ist    aber    das    Differential    des    natürlichen    Logarithmus 
von  X]  also  ist 

w  =  m*  sin  0  ia?  +  Konst. 

Die  Fläche  u  mufs  null  werden,  wenn  x  gleich  der  Ab- 
scisse  Xq  des  Punktes  C  ist,  folglich  ist 

0  =  in*  sin  Blx^  +  Konst.    oder    Konst.  =  —  w*  sin  BIxq. 

Demnach  wird 

fi  =  m*  sin  0  i  -    • 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  so  ist  0  =  90®.  Wählen 
wir  also  als  feste  Anfangsordinate  die  des  Scheitels  C  der 
Hyperbel,  und  setzen  wir  m  gleich  der  Längeneinheit,  so  wird 

w  =  Ix. 

Die  durch  die  verschiedenen  Ordinalen  der  gleichseitigen 
Hyperbel  begrenzten  Flächen  sind  also  gleich  den  Logarithmen 
der  entdeckenden  Abscissen.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft 
heiüsen  die  natürlichen  Logarithmen  auch  die  hyperbolischen. 

222.  Das  Bogenelement  der  SSllipae.  Die  Koordinaten 
einer  Ellipse,  bezogen  auf  Mittelpunkt  und  Hauptaxen,  lassen 
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sich  als  Funktionen  eines  variabelen  Winkels  q>  durch  die 
Gleichungen 

X  e»  a  sin  9;    y  «=  &  cos  y 

ausdrücken;  a  und  b  sind  die  Längen  der  Halbaxen,  q>  die 
excentrische  Anomalie^  gerechnet  von  der  kleinen  Axe.  Kon- 
struiert man  nämlich  den  konzentrischen  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer 2aj  so  wird  der  zu  einem  Punkte  M  der  Fläche  zu- 
gehörige Winkel  fp  gefunden  ^  indem  man  die  Ordinate  PM 
(Fig.  47  Nr.  220)  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  M'  mit  diesem 
Kreise  verlängert;  es  ist  alsdann  L  B'OM'  «=  g).  Aus  den 
obigen  Gleichungen  folgt 

dx  =^  a  cos  q>  dg),     dy  =  —  i  sin  g)  dg), 


ds  =  Ya*  co8*g)  -J-  b*  sin^g)  dtp. 
Bezeichnet  man  mit  Je  die  Excentricität^  d.  h.  das  Ver- 
hältnis ,  so  gewinnt  dieser  Ausdruck  die  Form: 


(1)  ds^a  vT— Fsln^  g)  dtp, 

statt  der  man  auch  schreiben  kann: 

(2^  -    = ^^  i^       sin'y  d(p 

Bisweilen  ist  es  auch  notwendig,  ds  als  Funktion  des 
Winkels  X  zu  bestimmen,  den  die  Normale  der  Kurve  mit  der 
a;-Axe  bildet     Nach  den  vorigen  Formeln  wird: 

tangA  =  — j|=  J  cotgg),    tangg)  =  y  cotg A, 
also: 

a"  cos^g)  +  6*  sin*g)  =  -= =-,"-,   „   .  ,-,- 

^    '  ^        a*  cos'  i  +  6'  sin'  X 

und 

, a  008*9  jj        «^  <i>l 

^  ""        V  ßinU"  ^^  ~        ä«"coVU  +  6«  emü' 

Also  folgt: 


ds  ''''''' 


oder: 


(a*  cosU  +  6*  8mU)F 


ds  =  — 


«    (1  —  ft«  8inU)i 


Kg 

.  i9. 

0 

X 

~"x 
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dX  ist  nichts   anderes   als   der  Eontingenzwinkel,   und   also 
stellt  -^r  den  ErQmmungsradius  dar. 

228.  Das  Bogenelement  der  HyperbeL 

Für  das  Differential  des  Hyperbelbogens 
kann  man  einen  ganz  ähnlichen  Aasdmck 
wie  bei  der  Ellipse  aufstellen.  Wählen  wir 
zur  a;-Aze  die  Hauptaxe^  welche  die  Eurre 
nicht  schneidet;  zur  y-Aze  die  andere^  und 
•  bezeichnen  wir  mit  2  a  die  Länge  der  ersten 

Axe,  mit  26  —    ,  •  2a   die  Länge  der  zweiten,   so  wird 

die  Gleichung  der  Eurve 

Die   Eoordinaten  x,  y  lassen  sich  als  Funktionen  eines 
Winkels  9)  ausdrücken,  indem  man 

^  O^f      9  y^   ^,  COB9 

setzt.     Sie  genügen  bei  jedem  Werte  von  g>  der  Eurvenglei- 
chung.    Hieraus  folgt: 

und  es  wird 

(1)     d5  —  Ydx'  +  rfiT'  =  a  }/i"^  /c* r^ 


cos* 9  VI  —iL*  sin* 9 

Durch  den  Endpunkt  M  des  Bogens  s,  dessen  Anfang  wir 
im  Scheitel  Ä  der  y-Axe  annehmen,  legen  wir  die  Tangente 
MF  und  fällen  auf  sie  vom  Mittelpunkte  die  Senkrechte  OP, 
Die  Gleichung  der  Geraden  OP  wird 

1JÄ  sing?  4-  I  ]/r^  Ä*  sin^y  —  0. 

Bezeichnet  t  die  Strecke  JfP  der  Tangente,  welche  die 
Entfernung  des  Punktes  M  von  der  Geraden  OP  mifst,  so  ist 

^  ""  vT^F  *^^^  Vr^=^l*lin*9, 
und  differentiiert  man  diesen  Ausdruck ,  so  folgt: 
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I        oft*       /  dtp  8in*qpd9      \ 

Subtrahiert  man  nun  die  Gleichung  (2)  Ton  der  Glei- 
chung (1);  so  wird 

/QN     g(   _  A  _  _?***_  /      ain'ydy        _  ___^___\. 
^o;     c»V  ''~yi:r*«l|/rzrAj»Bin>        Vl-Jfc»tin»9/ 

Die  Gr5£9e  ^  ist  eine  algebraisehe  Funktion  dor  Koordi- 
naten^ und  man  sieht,  dals  das  Differential  der  Differenz  8  —  t 
eine  ahnliche  Form  hat,  wie  das  Differential  des  EUipsen- 
bogens. 

224.   Sektiilkation  der  ParabeL     Es  sei 

die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  ihre  Hauptaxe  und 
die   Scheiteltangente,    femer  «  der  Winkel  Fig.  w. 

zwischen  der  Tangente  und  der  rc- Axe,  so  ist  ^  r 

oder  .."^X  /\ 

y  _  j)  cotg«,    a;  =  ^  cotg*  o. 

Hieraus  folgt: 

^  Bm»a'  am«« 

Bezeichnet  man  femer  mit  s  den  Bogen  der  Kurve  vom 
Scheitel  an,  so  wird 

(1)  ds  =  _44^. 

Wir  setzen  das  negative  Zeichen  vor  diesen  Ausdrack, 
weil  die  Quadratwurzel,  welche  das  Zeichen  Plus  oder  Minus 
hat,  fortgefallen  ist  und  $  eine  abnehmende  Funktion  ist, 
wenn  a  wächst. 

Bezeichnen  wir  mit  t  die  Länge  der  Tangente  zwischen 
dem  Berühmngspunkte  M,  der  zugleich  Endpunkt  des  Bogens  s 
ist,  und  dem  Schnittpunkt  P  mit  der  y-Axe,  so  ist 

.  «  j  .  p     008« 

t  «= oder    ^  =«=  ^  -^i—f 

cosa  2    sm'a' 
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demnach 

/o\  i±       P     ^^  da     ' 

^  ^  2    Bin«        ^  sm'a 

Subtrahiert  man  diese  Gleichung  Ton  der  Gleichung  (1), 
so  folgt: 

(3)  ä(s-t) f^. 

du. 

In  Nr.  52  wurde  gezeigt,  dab  -. —  das  Differential  von 

MtangY<^)  ist,  mithin  ist 

'S  —  ^  ""  "~  2  ^  (t^ng   -  a  j  +  Konst. 

Der  Bogen  s  und  die  Strecke  t  verschwinden  f&r  a  »» -  , 
folglich  ist  die  Eonstante  null,  und  man  hat 

(4)  s-=<-f  Z(tang|«). 

226.  Anwendung  der  Parabelrektiflkation.  Dies  Re- 
sultat giebt  ohne  weiteres  die  Lösung  eines  nicht  uninteres- 
santen Problemes.  Die  Linie  TF^  welche  den  Punkt  P  mit 
dem  Brennpunkte  der  Parabel  verbindet,  steht  senkrecht  zur 
Tangente  MT  und  ihre  Länge  ist 


PF^ 


P 


2  sina 

Wählen  wir  nun  den  Punkt  J  auf  der  Verlängerung  von  MF 
so,  dafs  MJ  gleich  dem  Bogen  s  ist,  so  wird 

JP  =  s-t f?(tang4^a). 

Wenn  wir  jetzt  die  Linie  JS  senkrecht  zu  JT  kon- 
struieren und  die  beiden  Geraden  JT  und  JS  zu  Koordinaten- 
linien  machen,  so  werden  die  Koordinaten  x,  y  des  Brenn- 
punktes F 

»  =  2^'    a;--f  ^(tangi-«). 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 

_  2x  ix 

e    '=tangy«,    e'-^cotg^-a, 

oder 

ix  __ix 

e'  +  e     "--A^ 


8ina  ' 
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und  aof  6nmd  der  ersten  Gleichung  wird  also: 

(5)  e^  +  T'-*/  oder  y  ^  P-(e'' +  e~')- 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dafs  dies  die  Gleichung  der 
Eurre  wird,  welche  der  Brennpunkt  beschreibt,  wenn  die 
Parabel,  ohne  zu  gleiten,  auf  der  festen  Geraden  «77  rollt. 
Diese  Kurve  ist  die  Kettenlinie. 


%  2.    Krftmmung  der  Kegelsclmitte. 

aae.  KrtimmniigBonMliiu*  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Kegelschnitte  kann  immer  auf  die  Form 

(1)  y'^2px  +  qa^ 

gebracht  werden,  wobei  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
sind.  Es  ist  dies  die  Scheitelgleichung  der  Kurve»  Durch 
zwei  aufeinander  folgende  Differentiationen  erhält  man: 

(2)  V^-P  +  i^y 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  und  sub- 
trahiert man  alsdann  die  Gleichung  (2),  nachdem  sie  ins 
Quadrat  erhoben  ist,  so  folgt 


.■g— .•• 

Der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 

ix' 

wird  folglich: 

[y+y-m 

R 

p* 

Nun  ist  aber 

f  +  f(iff^N^, 

20* 
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wenn  N  die  Länge  der  Normalen  bedeutet,  folgUch  ist 

(4)  R fr- 

Der  Krümmungsradius  der  Kegelschnitte  ist  also  dem  Kubus 
der  Narmaien  proportional,  Utetere  gereehnet  vom  BerÜkrungs- 
punkte  bis  0um  Durchschnitt  mit  der  Axe. 

Die  Gleichung  (2)  giebt  zum  Quadrat  erhoben: 

und  folglich  ist 

(5)  J^-i)*  +  (i  +  8)y', 

wodurch  man  also  den  ErOmmungsradius  als  Funktion  von 
einer  der  beiden  Koordinaten  ausdrücken  kann. 

Bin  anderer  bemerkenswerter  Ausdruck  f&r  E  wird  er- 
halten, wenn  man  den  Winkel  y  einf&hrt,  den  die  Normale 
mit  dem  von  einem  Brennpunkt  ausgehenden  Badiusrektox 
bildet.  Bezeichnet  man  mit  q  diesen  Radius  und  mit  m  den 
Winkel,  den  er  mit  der  x-Axe  bildet,  so  hat  man  bekanntlich 

9  P  '  9*  P 

Der  Wink«!  y  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung 


^9 


und  wird  demnach  hier 


tang y  —  i— -^-^  ^  sm  ai  —  ?-L_r_^. 
Die  Gleichung  (5)  reduziert  sich  also  auf 

(6)  N=-^-- 

Die  Projektion  der  Normalm  auf  dm  von  einem  Brenn- 
punkt ausgehenden  Badiusvektor  ist  also  bei  einem  Kegdschniite 
konstant  und  gleich  dem  Parameter. 

Der  Ausdruck  (4)  f&r  den  Elrümmungsradius  wird,  indem 
man  N  durch  seinen  Wert  aus  der  Gleichung  (6)  ersetzt: 

(7)  B  =  -    /,      oderiJ« ^- • 
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887.  XoBstroktlon  am  XrOiniiiiingaradiQ«,  Die  lettte 
Formel  f&hrt  zu  einer  einfachen  Konstruktion  des  Krfim- 
mungsradius.  Man  ziehe  die  Normale  in  M  bis  zu  ihrem 
Durdischnittspunkt  N  mit  der  Brennpunktsaxe  und  verbinde 
den  Punkt  Jf  mit  dem  Brennpunkte  F^  alsdann  errichte  man 
in  JY  die  zur  Normale  Senkrechte  N&  bis  zu  ihrem  Durch- 
sehnitt  6  mit  dem  Badiusvektor  MF  und 
konstruiere  endlich  im  Punkte  G  das  Lot 
GC  auf  dem  Radius^  bis  es  die  Normale 
in  C  schneidet,  so  wird  der  Punkt  C  der 
Sjrümmungsmittelpunkt    des    Punktes  Jtf. 

Denn  es  ist 

MN  N 


MG 


und 

folglich 

228. 


eOBy 

MC  — 


WBf 

MG 


C08*  y ' 


008  y 

MC—\B\. 
Bvolute  der  Xllipse.    Aus  der  Flachengleichung 

^-  +  -^  =  1 


(1)  «»    •     6 

folgt  durch  die  Differentiation: 

fl»  ^  h*  /i*       ^» 


1  4.±/^yV4.A^y«o 

a«  ^  h*  \dx/   ^  b*  dx*       ^' 


oder: 


dy 
dx 


a*   y  *    dx* 


d^y  ^_ 


a^y"" 


femer: 


>+^'^* 


dx' 


g*  y'  +  V  X* 
a^y^ 


a*y"  a*y* 


wenn  man 


-  a«  —  fc* 


setzt     Die  Gleichungen  (3)  der  Nr.  198: 


«,-=«  — 


dx* 


dv 
di'  J'« 


y  + 


dx* 
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für    die    Koordinaten    des    Krammungsmittelpunktes .  werden 
folglich: 

(2)  a^i  -  '-^ 

Nimmt  man  also  c*  positiv  an,  d.  h.  a*  >  b\  und  setzt  man 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  auf  Grund  der  Gleichung  (1) 

(«)  (|)'+  (ü;)'- ». 

welches   die  gesuchte  Gleichung  für  die  Ellipsenevolute  ist 
Diese  Evolute  GHG'H'  hat  als  Symmetrieaxen  die  Haupt- 

azen  der  Kurve,  und  die  Punkte  G  G\ 
in  denen  sie  die  Brennpunktsaxe 
schneidet,  liegen  zwischen  den  Brenn- 
punkten F,  F'  der  Ellipse,  weil  ai<c. 
Femer  erkennt  man  aus  den  Glei- 
^  chungen  (2),  dafs  jeder  Quadrant  der 
Ellipse  und  der  entsprechende  Qua- 
drant der  Evolute  in  den  zwei  Neben- 
winkeln gelegen  sind,  welche  mit 
der  nämlichen  Richtung  der  a;-Axe  und  den  beiden  entgegen- 
gesetzten Richtungen  der  y-Axe  gebildet  werden.  Auch  kann, 
man  bemerken,  dafs  die  Evolute  ganz  innerhalb  der  Fläche 
liegt,  wenn  ftj  <  6  oder 


a»  — 6« 


<6,    d.h.    a<6}/2 


ist.     Sie  trifft  die  Ellipse  in  den  Scheitelpunkten  der  kleinen 
Axe,  wenn 

ist;  sie  schneidet  die  Ellipse  in  vier  Punkten,  wenn 

a>6]/2 
ist.    Die  Krümmungsradien  der  Ellipse  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  und  der  grolsen  Axe  sind  bezüglich.  6  +  ^1  ^uid  a  —  a^ 

oder  y  und    ~.    Die  Lauge  eines  Quadranten  der  Evolute  ist 
folglich 


b 


a 


g»  — »^ 
'      ab 
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DifPerentiiert  man  die  Gleichung  (3)  zweimal^  so  folgt, 
indem  man  dXi  «»  Eonst.  setzt: 

ia^*\ai/  «6,»VV       Kdx^f  ^  \\bj      das.«  ' 

and  hieraus: 

Der  Erttmmungsradins  i2,  der  Evolute  wird  also 

d  "         '^*''* 

Der  Wert  -i^  ist  null  in  den  Schnittpunkten  ff,  6'  mit 

der  groüsen  Axe,  und  unendlich  in  den  Schnittpunkten  H,  ST 
der  kleinen  Axe.  Hieraus  erkennt  man,  daüs  diese  vier 
Punkte  Rückkehrpunkte  erster  Art  sind.  In  jedem  von  ihnen 
wird  der  Krümmungsradius  R^  gleich  null.    Der  Wert   von 

^-^  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y^.  Die  Evolute  ist 
demnach  stets  konvex  nach  der  Abscissenaxe  gerichtet. 

229.  Bvolute  der  HyperbeL  Bei  der  Rechnung,  die  uns 
zur  Gleichung  der  Ellipsenevolute  f&hrte,  braucht  V  nicht  als 
positiv  angenommen  zu  werden;  sie  gilt  daher  auch  für  die 
Hyperbel  Schreibt  man  —  &'  an  Stelle  von  V^  so  erhält  die 
mit  cF  bezeichnete  Gröfse  den  Wert 

c»  =  a*  +  6% 

und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
werden : 

(2)         ^-H-^ir,  y.=-'';r'- 

Die  Gleiijiung  (1)  stellt  die  Hyperbel,  die  Gleichungen  (2) 
die  Koordinaten  ihr^s  Krümmungsmittelpunktes  dar.  Setzt 
man  wie  früher: 
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<*      ,         e* 

80  giebt  die  Elimination  von  x  nnd  y: 

(»)  (t)'- (?)'-'■ 

Man  erkesni  leicht  yermittelst  dieser  Gleichungen,  dals 

die  Hyperbelevolnte  ans 

zwei  unendlichen  Ästen 

HGK,  H'G'K'  besteht, 

die  zu  den  beiden  Axen 

symmetrisch,  nnd  nach 

der  reellen  Axe  konyex 

gelegen  sind.  Die  Punkte 

Gy  G%  in  denen  sie  diese 

Axe  trifft^  sind  Bückkehrponkte  erster  Art.    Sie  liegen  auüser- 

halb  der  Brennpunktsstrecke  FF",  weil  o^  >  c  ist 

280.  SrolTite  der  Parabel.    Die  Scheitelgleichung 

y*  —  2px 
ei^ebt: 

^  ^^  £      d* jf  ^^ p^ 

dx        y       dx^  y^ 

also 

und  hieraus  folgen  f&r  die  Koordinaten  x^,  y^  des  Ejrümmungs- 
mittelpunktes  die  folgenden  Werte: 


Hg.  U. 

\ 

y 

/ 

/ 

E 

^ö^r) 

0 

\/**^ 

-^^ 

K'          / 

K 

%\  ■'^  X 


['+©13 


dx 


dx* 


3x+p, 


yi="y  + 


oder: 


d*y 
dx* 


Tragt  man   diese  Werte  in  die  Qki^ung  der  Parabel 
ein,  so  erhalt  man  die  der  Evolnte,  nämlich 
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y*  27        p         ' 

Durch  DifFerentiation  folgt: 


Vig.  54. 


y^  y.Ä-= 


1       1 

rl/i3- 


dXi*        Spi 


ffi^ 


'  Diese  Gleichungen  beweisen,  dafs  die 
Evolute  der  Parabel  aus  zwei  unendlichen 
Ästen  GK,  GL  besteht,  die  sich  im  Punkte  G  der  Hauptaze 
vereinigen.  Dieser  Punkt,  dessen  Abscisse  gleich  p  ist,  ist 
ein  Bückkehrpunkt  erster  Art.  Die  Evolute  kehrt  die  konvexe 
Seite  der  Parabelaxe  zu« 


§  3.  IMe  CyUoide. 

2SL  Definition.  Die  OyJcUride  wird  erzeugt  durch  einen 
festen  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  wenn  dieser 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer  festen  unbegrenzten  Geraden  rollt. 

Zur  a;-Axe  wählen  wir  die  Gerade  Ax,  auf  welcher  der  ge- 
gebene Kreis  rollt,  und  zum  Anfangspunkte  einen  unter  den 
Punkte  Ä  auf  dieser  Geraden,  mit  welchen  der  erzeugende 
Punkt  der  Cykloide  zusammenfallen  kann.  Da  sich  die  Be- 
wegung des  rollenden  Kreises  unbegrenzt  fortsetzt  und  dabei 
immer  wieder  der  erzeugende  Punkt  auf  die  Basislinie  kommt, 
80  besteht  die  Gjkloide  aus  unendlich  vielen  Teilen,  die  unter 
einander  kongruent  sind  und  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
AXy  zur  Rechten  oder  Linken  des  Punktes  A  liegen.  Die 
Gleiehung  der  Kurve  lälst  sich  leicht  ableiten.  Die  y-Axe  sei 
senkrecht  zur  Abscissenoxe  Ax 
gewählt,  es  werde  ein  Punkt  M 
der  Cykloide  betrachtet;  bei  der 
zugehörigen  Lage  des  erzeugen- 
den Kreises  sei  H  der  Berührungs- 
punkt zwischen  Kreis  und  Basis- 
linie. 

Es  seien  nun 

^P  — rr,    MP—y 

die  Koordinaten  von  M.   Wir  verbinden  diesen  Punkt  mit  dem 
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Mittelpunkt  0  des  erzeugenden  Kreises  HMG  und  fallen  die 
Senkrechte  MI  und  GH.    Dann  ist 

x-^AH--  PH'^ÄH—MI, 

y^OH—OL 
Bezeichnet  man  nun  mit  a  den  Radius  des  erzeugenden 
Kreises,  mit  g>  die  jeweilige  Grofse  des  Wälzungswinkels,  d.  h. 
den  Winkel;  welchen  der  Radius  MO  mit  der  Richtung  OH 
bildet,  so  ist 

MI^'  aamq>,     01^^  a  cosq>. 

Nun  ist  die  Länge  AH  gleich  der  Länge  des  Bogens 
MH  —  ag>  gemäfis  der  Definition  der  Cykloide.    Mithin  wird 

(1)  a?  «»  a(9)  —  sin^)),    y  —  a(l — cos^)), 

und  man  erhalt  alle  Punkte  der  Kurve,  wenn  man  der  Oro&e  tp 
alle  Werte  zwischen  —  oo  und  +  oo  beilegt  Die  zweite  der 
Gleichungen  (1)  ergiebt: 

(2)  cos  q)  — ,     9?  SS  arc  cos ~ , 

daher  

(3)  nin^^^^^^^, 

und  substituiert  man  diese  Werte  in  die  erste  der  Glei- 
chungen (1),  so  folgt: 

(4)  a;  ■=  a  arc  cos        ^  —  }/2ay  —  y*. 

Die  Wurzel  mulGs  mit  dem  positiven  oder  negativen  Zeichen 
genommen  werden,  je  nach  dem  Werte  von  q>. 

Die  Gleichung  (4)  ist  die  Kurvengleichung  als  Relation 
zwischen  x  und  y.  Doch  ist  es  nicht  vorteilhaft,  sie  an 
Stelle  der  Gleichungen  (1)  zu  setzen,  und  wir  behalten  daher 
die  letzteren  bei. 

282.  Tangente  und  Normale.  Aus  der  Differentiation 
der  Gleichungen  (1)  folgt: 

rfa?  =  a  (1  —  cos  q>)  dq>, 
dy  ^=^  a  BiRq>dfp. 

Der  Ausdruck  für  die  Subnormale  N'  vnrd  auf  Grund 
der  Gleichungen  (1)  und  (5) 

(6)  i^'=y^  =  asin9,  =  Pfr. 
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Hieraus  folgt,  dafs  MH  die  Normale  der  Kurve  ist, 
und  dafs  folglich  die  Gerade  MGj  welche  den  Punkt  M 
mit  dem  Gegenpunkte  Yon  H  auf  dem  Kreise  rerbindet^  die 
Tai^ente  ist 

Dies  Ergebnis  ftOirt  zu  einem  einfachen  Verfahren ,  um 
die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  M  der  Gykloide  zu 
konstruieren.  Wir  bemerken  zunächst,  dals  das  Maximum 
Yon  y  gleich  2a  ist  und  jedesmal  eintritt,  sobald  4p  gleich  % 
oder  einem  ungeraden  Vielfachen  Yon  %  ist.  Da  aber  alles, 
was  Ton  einem  TeUe  der  Kurve  ausgesi^  wird,  auch  f&r  alle 
anderen  gilt,  so  haben  wir  nur  den  Teil  zu  betrachten,  der 
seinen  Anfang  im  Punkte  A  hat.  Dann  gehört  zu  dem  Maxi- 
mum der  Wert  x  —  sra;  das  ist  die  Mitte  der  Basis  der 
Gykloide.  Konstruiert  man  nun  über  der  Maximalordinate  CD 
als  Durchmesser  den  erzeugenden  Kreis  CmD^  und  legt  durch 
den  Punkt  M  die  Gerade  Mm  parallel  zu  Ax^  verbindet  man 
femer  den  Punkt  m,  in  welchem  die  Gerade  den  Halbkreis 
CmD  schneidet,  mit  C,  und  zieht  endlich  durch  den  Punkt  M 
die  Gerade  MG  parallel  zu  mCj  so  wird  diese  Gerade  die 
gesuchte  Tangente. 

Vermittelst  der  Gleichung  (3)  kann  man  dem  Ausdruck 
fELr  die  Subnormale  N'  die  Form  geben: 


(7)  N'^V2ay-y\ 


und  da  die  Normale  N  gleich  y  N'^  -^  y^  ist,  so  wird 

N~Y2^y, 
oder 

(8)  N'^2aBva-\-tp. 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  (7)  an  Stelle  von  N' 
seinen  Ausdruck  y^^,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung 
der  Gykloide,  nämlich: 


w  U-V- 


-y. 


y 

Es  ist  mitunter  auch  von  Vorteil,  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  in  den  Scheitel  C  der  Gykloide  zu  verlegen  und 
die  Geraden  GC  und  CD  als  x-  und  y-Axe  zu  wählen.     Man 
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muls  alfldanp  in  den  Gleiekimgen  x  duick  %a  4-  x^  und  y 
durdi  2a  —  y  ersetsen.  Macht  man  z.  B.  diese  Substitution 
in  der  Gleichung  (9),  so  wird 

dx        Y  2a  —  y 
Wir  haben  dabei  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  nicht 
geändert^  weil  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  zweideutig 
bleiben  kann. 

288.  Quadratur  der  Oykloide,  Bezeichnet  man  mit  u 
die  Fläche,  welche  zfnschen  der  Kurve,  ihrer  Basis  und  der 
Ordinate  MP  -«  y  enthalten  ist,  so  ist 

du  «»  ydx  «=  a* (1  —  cos  fp^dtp  — •  a*(l  —  2  cos y  +  ^o** 9)^9. 
Setzt  man 

cos*  9?  —  -(1  +  co8  29>), 
so  wird 

(2u  ">  a*  (y  —  2  cos  tp  +    -  cos  2yj  dq). 

Die  rechte  Seite  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  das  Differential 
der  Funktion 

o*(y 9)  —  2 sin 9  +  -^  sin 2fpj • 

Femer  verschwindet  diese  Funktion  ebenso  wie  u  f&r 
g>  «I  0;  folglich  ist 

(10)  u  — •  a*  (y  qp  —  2  sin  ^p  +  ~  sin  2^)  • 

Will  man  die  ganze  Fläche  {7  bestimmen,  die  von  dem 
einen  Zweige  der  Kurve  und  der  Basis  begrenzt  ist,  so  hat 
man  9  -»  29r  zu  setzen  und  dies  ergiebt 

(11)  U—  3«a». 

Die  ganze  Fläche  eines  Zweiges  der  Cykloide  ist  demnach 
gleich  dem  Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises. 

284.  Bektillkation  der  Oykloide.  Die  Gleichungen  (5) 
in  Nr.  232  geben 

dx^  +  ^y*  ■"  2a*(l  —  cos  q>)dq?  =  4a*sin*y  yd^p*, 
also 

(12)  iJs  -»  2a  sin  Y  9> <2i^. 
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Die  rechte. Seite  ist  das  Differential  von  — 4a cos y 9; 
also  ist 

5  —  —  4a  cos ^  g>  +  Eonst. 

Wählt  man  den  Punkt  Ä  zum  Anfang  des  Bogens  s,  so 
wird  dieser  Bogen  null  für  9  »^  0;  mithixi  ist 

0  —  —  4a  +  Konst, 
•d.  h.  die  Konstante  ist  gleich  4a,  nnd  man  hat 

(13)  s  =  4a(l  —  cos  y9)J  —  8a  sin* --9). 

Die  ganze  Länge  S  eines  Zweiges  der  Ennre  ergiebt  sich 
f&r  9  ■>"  27ty  nnd  demnach  ist 

(14)  S  — 8a. 

Diese  Länge  ist  also  gleich  dem  Vierfachen  des  Durch- 
messers des  erzengenden  Ereises. 

285.  Krümmnngsradins.  Der  Winkel,  den  die  Tangente 
der  Enrye  mit  der  y-Axe  bildet^  ist  gleich  der  Hälffce  des 
Winkels  9.    Hieraus  folgt,  dals  der  Eontingenzwinkel  gleich 

Y^9  ^^^  ^^^  Erümmungsradius 

ist.    Die  Gleichung  (12)  ergiebt  ^  »»  2asin  y^,  und  dies  ist 
nach  Gleichung  (8)  die  Länge  N  der  Normalen;  also  ist 

(15)  R  —  2iV^, 

d.  h.  der  Erümmungsradius  ist  das  Doppelte  der  Normalen. 

286.  Evolute.  Aus  diesem  Resultate  läfist  sich  ohne 
Rechnung  die  Evolute  der  Cykloide  bestimmen.  Wir  yer- 
langem  den  Durchmesser  GH  des  Ereises  0  um  die  Länge 
HL  —  GH  unterhalb  der  Axe  Äx  (Figur  in  Nr.  231)  und 
konstruieren  über  HL  als  Durchmesser  den  Ereis  0\  der  im 
Punkte  N  die  verlängerte  Normale  MH  schneidet,  femer 
ziehen  wir  an  diesen  Ereis  die  Tangente  LE  parallel  zu  Äx, 
welche  die  Mazimalordinate  CD  in  E  schneidet.  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  MHG,  LHN  folgt  die  der  Bögen 
MGy  LN  und  der  supplementären  MH,  HN.    Die  Sehnen 
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MH  und  HN  sind  ebenfalls  gleich,  und  folglich  ist  N  der 
zum  Punkte  M  gehörige  Erümmungsmittelpunkt.  Der  Bogen 
HN  ist  gleich  der  Länge  AH  und  also  sein  Supplement  LN 
gleich  HB  oder  LE. 

Mithin  kann  die  Evolute  der  Cykloide  durch  einen  Punkt 
N  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  erzeugt 
werden,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Geraden  EL 
rollt,  die  parallel  zu  Ax  in  der  Entfernung  2a  liegt,  derart, 
dafs  die  Lagen  des  Punktes  N  auf  der  Geraden  EL  den 
nämlichen  Abscissenwerten  entsprechen,  wie  die  Maximal- 
ordinaten  der  ursprünglichen  Cykloide.  Die  Evolute  ist  also 
ebenfalls  eine  Cykloide,  welche  der  ersten  gleich  ist. 

Dasselbe  erkennt  man  auch  ohne  Benutzung  der  Gleichung 
für  den  Krümmungsradius.  Denn  während  MG  die  Tangente 
der  ersten  Cykloide  im  Punkte  M  ist,  ist  JSH  die  Tangente 
im  Punkte  N  der  zweiten.  Diese  ist  also  die  Enveloppe 
der  Normalen  zur  ursprünglichen  Kurve,  und  folglich  ihre 
Evolute. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  dieser  Satz  sehr  leicht  aus  den 
allgemeinen  Gleichungen  für  die  Koordinaten  x^^ ,  y^  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes.   Die  Differentiation  der  Gleichungen  (5) 
in  Nr.  232  liefert,  indem  dq>  als  konstant  genommen  wird: 
(16)  (Px  =  a  sin  9  (f^)*,    d^y  =  a  cos  9)  dg)*, 

und  mittelst  der  Gleichungen  (5)  und  (16)  werden  die  all* 
gemeinen  Gleichungen  der  Nr.  200 

a?!  «=  a  (9  +  sin qp) ,    yi  =  —  «(1  —  cos  9), 

Verschiebt  man  nun  die  Koordinatenaxen  parallel  zu  sich 
in  den  Punkt,  dessen  Koordinaten  X'^na  und  y «» —  2a  sind, 
so  mufs  man  na-^-x^  und  — 2a -{-y^  an  Stelle  von  s^  und  y^ 
schreiben,  und  wenn  man  gleichzeitig  fp^^  +  n  9xl  Stelle  von  9> 
einführt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

^1  ~  «(9i  —  ^^^Vd)    Vi  =  öt(l  —  cosgjj), 
welche  in  der  That  eine  der  ursprünglichen  gleiche  Cykloide 
darstellen. 

Diese  Eigenschaft  der  Cykloide  führt  nun  auch  unmittel- 
bar zu  ihrer  Rektifikation.  Denn  der  Bogen  EN  der  Evolute 
ist  gleich  der  Differenz 
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EC '—  MN^  4a  —  4a  sin  y  q> 

zwischen  den  Krümmungsradien  der  Punkte  C  und  M.  Anderer- 
seits ersieht  man^  daTs  der  Bogen  s  «=^  AM  erhalten  wird, 
wenn  man  in  diesem  Ausdruck  x  —  q>  statt  q>  setzt;  also  ist 

5  «•  4a  —  4a  cos      9  ■«  8a  sin*      9. 

Dieselbe  Eigenschaft;  der  Gykloide  liefert  noch  ein  Mittel; 
die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  erhalten;  wir  beschränken  uns 
indefs  auf  diese  Angabe ,  welche  der  Leser  selbst  wird  aus- 
fahren können. 

§  4.  Die  Epieykloiden. 

287.  Definition,  tlpicykloide  nennt  man  die  Kurve,  welche 
von  einem  bestimmten  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
erzeugt  wird,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einem  anderen 
festen  Kreise  rollt.  Die  Gykloide  gehört  also  zur  Klasse  der 
Epieykloiden;  bei  ihr  wird  der  Radius  des  festen  Kreises 
unendlicL 

Die  Epicykloide  heilst  eine  innere  oder  äufsere,  je  nach- 
dem sie  im  Innern-  des  festen  Kreises  oder  auiserhalb  von 
ihm  gelegen  ist  Jede  Epicykloide  kann  vermittelst  zweier 
verschiedener  Kreise  erzeugt  werden,  die  auf  demselben  festen 
Kreise  rollen.  Die  Radien  dieser  beiden  Ejreise  haben  ent- 
weder zu  ihrer  Summe  oder  zu  ihrer  Differenz  den  Radius 
des  festen  Kreises,  je  nachdem  es  sich  um  eine  innere  oder 
um  eine  äulsere  Epicykloide  handelt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  die  innere  oder  äulsere 
Epicykloide  erzeugt  sei  durch  einen  Punkt  M  des  Kreises  A, 
der  auf  dem  festen  Kreise  0  rollt  (Fig.  56  auf  folgender  Seite). 
Es  sei  H  einer  der  Punkte  des  festen  Kreises,  mit  denen  der  er- 
zeugende Punkt  zusammenfallen  kann,  und  P  ein  bestimmter 
Berührungspunkt  der  beiden  Kreise.  Wir  ziehen  AM  und 
konstruieren  über  .den  Linien  AO,  AM  das  Parallelogramm 
OAMA']  wir  beschreiben  endlich  einen  Kreis  um  den  Punkt 
A'  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  ^'Jlf.  Dieser  Kreis  wird 
den  Kreis  0  in  einem  Punkte  F'  berühren,  der  auf  der  Ver- 
längerung der  Linie  OA'  gelegen  ist.     Denn  bezeichnet  man 
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mit  r  den  Radius  des  Kreises  0,   mit  a  und  a    die  Radien 
der  Kreise  Ä  und  Ä\  so  ist 

r  —  a  +  a' 
bei  der  inneren  Epicykloide,  und 


Fi«.  56. 


r  s^a  — a 

bei  der  äufeeren.     Da  nun  die  Winkel  PÄM,  FA'M,  POF 
gleich  sind;  so  ist 

arc  PM       arc  P*  M       arc  PP' 


also 


&rc  P'M±  arcPJf       arc  PP' 
a'  jz  a  r 


und  weil  a  +a  '=^r  ist,  so  ist 

arc  F M  +  arc  PM  =  arc  PF. 

Das  obere  Zeichen  entspricht  der  inneren,  das  untere  der 
äuCseren  Epicykloide.     In  beiden  Fällen  aber  hat  man 

arcPJf— arcPjff 
nach  der  Definition   für   die  Erzeugung  der  Kurve;   folglich 
ist  auch 

arcP'JJf— arcP'ff, 

und  demnach  kann  die  Epicykloide  auch  erzeugt  werden  durch 
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einen  Pnnkt  My  sowohl  des  Kreises  Ay  als  anch  des  Kreises  A\ 
die  auf  dem  Kreise  0  rollen. 

Dabei  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Wird  eine  äofsere 
Epicjkloide  erzeugt^  indem  ein  Kreis  vom  Radios  a  auf  dem 
Kreise  r  rollt,  so  dals  die  beiden  Kreise  sich  mit  ihren  konvexen 
Seiten  berühren,  wobei  a  =  r  sein  kann,  so  ist  a'  '^r  •{•  a^ 
und  der  zweite  erzeugende  Kreis  berührt  mit  seiner  konkaven 
Seite  die  konvexe  des  festen. 

Wird  eine  innere  Epicjkloide  erzeugt,  indem  ein  Kreis 
vom  Radius  a  auf  dem  Kreise  r  rollt,  so  dafs  die  konvexe 
Seite  des  beweglichen  die  konkave  des  festen  berührt,  so  ist 
aKr  und  a  ^^  r  —  a;  und  dieser  zweite  Kreis  liegt  ebenfalls 
im  Innern  des  festen. 

Geht  man  dagegen  von  einem  Kreise  a>  r  aus,  der  mit 
seiner  konkaven  Seite  die  konvexe  des  festen  berührt,  so  hat 
man  die  Formel  fQr  die  äufsere  Epicjkloide  anzuwenden,  jedoch 
mit  Vertausch ung  der  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite,  es 
wird  a'  =^a  —  r,  also  r  '^^  a  —  a\ 

288.  Qleiohtmg.  Beziehen  wir  die  Kurve  auf  zwei  recht- 
winklige Axen  Ox,  Oy^  von  denen  die  erste  durch  den 
Punkt  H  geht,  und  bezeichnen  wir  mit  ^  den  Wälzungs- 
Winkel  MAP,  der  von  dem  Radius  AM  des  erzeugenden 
Punktes  beschrieben  ist,  wenn  sich  dieser  aus  seiner  anfäng- 
lichen Lage  HO  bewegt  hat,  —  der  Winkel  <p  kann  von 
—  oo  bis  -f-  oo  variieren,  denn  die  Bewegung  kann  als  eine 
unbegrenzte  betrachtet  werden  *-,   so   sind  die  Bögen  PM 

und  PH  gleich  ag>  und  der  Winkel  POH  wird  gleich  —  • 

OQs^x  und  MQ  «»  y  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M. 
Fällt  man  AB  senkrecht  auf  Ox  und  MC  senkrecht  auf  AB^ 
so  ist,  nach  der  Figur: 

x  =  OB  +  MC,     y~AB—  AC, 
und  die  Dreiecke  OAB,  AMC  ergeben: 

X  —  (r  +  «)  cos  ~^-  +  a  cos  (^  +  (p) , 

y  —  (r  +  a)  sin  ^^  +  a  sin  (^-^  +  q>) . 

Serret,  Biff.-  n.  Inteerrftl-Bechnong.  L    2.  Aufl.  21 
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Die  oteren  Zeichen  gelten  fOr  die  äufsere,   die  unteren 
für  die  innere  Epicykloide.   Das  Verhäliaiis  ~  werde  gleich  n 
gesetzt;  dann  hat  man  für  die  äufsere  Epicykloide: 
««=  — ' —  cos  n<p  —  cos(n  +  1) g), 

(1) 


X 

a  n 

—  ■=    - —  sin  ng)  —  sm  (n  +  1)  9 , 


und  diese  Formeln  gelten  auch  für  die  innere,  wenn  man  statt 
üy  n,  fp  die  Werte  —  a,  —  n,  —  q>  setzt. 

Die  Epicykloide  ist  eine   algebraische  Kurve,   wenn  die 
positive  oder  negative  Zahl  n  rational  ist.    Der  Fall  n  -=  —   - 

liefert  eine  innere  Cykloide,  die  eine  Gerade  ist.     Die  zweite 
der  Gleichungen  (1)  wird  dann  y  ««  0,  und  die  Kurve  reduziert 

sich  auf  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises.    Für  n  =  — ^ 

werden  die  Gleichungen  (1),  wenn  man  a  in  —  a,  <p  in  —  tp 
verwandelt: 

^  =  3  cos  ^  +  cos  -:^  =  4  cos^  ~- , 

.^-  =  3  Sin  -f  —  Sin  ■   -  =  4  sin'^  ~~- , 
a  4  4  4  ' 

also,  wenn  man  97  eliminiert,  und  r  an  Stelle   von  4a  setzt: 
3;7  -|_  yT  S3=  r  3 . 
Im  Falle  w  «=  1  hat  man 

—  =  2  cos  ip  —  cos  2g) ,        -  ■=  2  sin  g?  —  sin  2g?, 
oder 

— —  BS  cos  g)  (1  —  cos  g)),      ^^  =  sin  g)  (1  —  cos  g)). 

Führt  man  die  Polarkoordinaten  q  und  <d  ein  und  setzt 

X  —  a  =  Q  cos  0) ,     y  =  p  sin  o , 

so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

tang  q> ««  tang  (o     oder     g>  «»  o, 
und 

p  =x  2rt  (1  —  cos  ©)     oder    (»  «  4a  sin*  -x^  o. 


(2) 
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Allgemein:  Jede  Epicykloide  wird  ans  unendlich  vielen, 
nnter  sich  gleichen  Zweigen  gebildet,  und  die  Punkte,  in 
denen  diese  Zweige  auf  dem  festen  Kreise  enden,  sind  Rück- 
kehrpunkte. Die  Anzahl  dieser  Zweige  wird  eine  endliche 
und  die  ganze  Kurve  ist  in  sich  geschlossen,  wenn  das  Ver- 
hältnis n  =  —  eine  rationale  Zahl  ist. 
r 

289.  Tangente  und  Normale.  Die  Differentiation  der 
Gleichungen  (1)  ergiebt: 

—  =  (w  -f-  1)  [sin(»  +  1)  9)  —  sin  nqf^dip  g 
=  2(n  +  1)  sin  ^  cos  [ntp  +  l)dip, 

-  ^  «=  (n  -f-  1)  [cos  nq>  —  cos  (n  +  l)g>]  dg) 
—  2(n  -f  1)  sin  ^  sin  [ntp  +  ^)  dq) , 

also: 

(3)  ^^-.tang(n^  +  f). 

Diese  Gleichung  beweist,  dals  die  Tangente  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MT  ist,  welche  den  Punkt  M  mit 
dem  Punkte  T,  dem  Gegenpunkte  yon  P  im  Kreise  A,  ver- 
bindet. Denn  der  Winkel,  den  diese  Gerade  MT  mit  der 
rc-Axe  bildet,  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel -40a;  und  OTM, 

die  stets  gleich  wijp  +  y  ist,  wenn  man  von  den  Vielfachen 

Ton  sr  absieht.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Normale  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MP  ist,  die  den  Punkt  M  mit 
dem  jeweiligen  Berührungspunkt  der  Kreise  0  und  Ä  ver- 
bindet. 

240.  Rektifikation  der  Epicykloide.  Addiert  man  die 
Gleichungen  (2),  nachdem  man  sie  ins  Quadrat  erhoben  hat, 
und  zieht  man  die  Quadratwurzel  aus  der  erhaltenen  Summe, 
so  folgt: 

(4)  '*,''  =  2(n  +  l)8m-Jd9, 
also 


21" 


^  =  _  4(n  +  1)  cos  ^  -f  Konst. 
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Nimmt  man  H  zum  Anfang  des  Bogens  s^  so  wird  s  zu- 
gleich mit  tp  null;  die  Eonstante  ist  also  4(n  -f*  1-);  und 
man  hat: 

•--4(n  +  l)(l-cos  j)-8(n  +  l)8in'  J- 

Um  die  Länge  S  eines  ganzen  Zweiges  der  Kurve  zu  er- 
halten, hat  man  tp  ^^  2jt  zu  setzen,  und  es  wird 
(5)  S^8(n  +  l)a. 

241.  Quadratur  der  Epioykloide.  Die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  ergeben: 

xdy  —  ydx  _  (n  +  l)(2n+l)  ,-         ^^^  «,\^« 

oder 

,  .(n  +  l)(2n  +  l) /i  N, 

wenn  u  die  Fläche  bezeichnet,  die  yon  der  Kurve,  dem  Radius- 
vektor des  Punktes  M  und  der  Abscissenaze  eingeschlossen 
ist.  Es  ist  aber  dq>  —  cos  9  dg>  das  Differential  von  9  —  sin  9), 
und  diese  Funktion  verschwindet  ebenso  wie  u  gleichzeitig 
mit  q>.     Demnach  erhält  man 

u  =  a  ^^ {ip  —  sm  g>). 

Für  die  ganze  Fläche  U^  welche  von  einem  Zweige  der  Kurve 
und  seinen  äufsersten  beiden  Radien  eingeschlossen  ist,  wird 
g>  =  2x,  also 

n 
Der  Sektor  des  Kreises  zwischen   den  nämlichen  Radien  ist 
-      •    Die  zwischen  dem  festen  Kreise  und  dem  Kurvenzweige 

gelegene  Fläche  ist  folglich  U —  ^^^  und  nennt  man  Oi  diese 

Fläche,  so  ist 

£7i  =  (2n  +  3ja«Ä. 

Da  wir  für  n  auch  negative  Werte  zulassen,  so  gelten 
die  Formeln  auch  für  die  innere  Epicykloide  ebenso  wie  für 
die  äufsere.  Sie  reduziert  sich  auf  f/j -»  Sara*  für  n  «=  0, 
und  so  findet  man  das  fOr  die  Cykloide  bereits  erhaltene 
Resultat  wieder. 
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242.  ExüminungsradiiiB.  Die  Gleichung  (3)  lehrt,  daCs 
der  Kontingenzwinkel  dö  gleich  ist 

Mithin  erhält  der  Krümmungsradius  22  =»  -  nach  Gleichung  (4) 
den  Wert 

und  weil  2a  sin  ^  ^=MP  ist  (Fig.  in  Nr.  237),  so  hat  man 

m  ^  2n  +  2^  2r±2a 

^^^  ]tfP"2n  +  l  r±2a" 

Legt  man  durch  den  Punkt  T  die  Sehne  TX  parallel  zur 
Normalen  MP  und  zieht  die  Gerade  OKj  welche  diese  Nor- 
male in  J  schneidet^  so  ist  im  Dreieck  OKT 

PJ       OP 

also,  weil  KT  =  MF  ist: 

MJ        OP+OT        2r±2o 
MP'^        OT        ""   r±2a  ' 

Die  oberen  Zeichen  gelten  hier,  wie  in  Gleichung  (7),  f&r 
die  äuJjsere  Epicjkloide,  die  unteren  für  die  innere.  Aus 
dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (7)  folgt 

mithin  ist  J  der  zum  Punkte  Jlf  gehörige  Krtlmmungsmittelpunkt. 

243.  Evolute.  Die  Differentiation  der  Gleichung  (3)  liefert: 

dx^        2«  -f  1  d(p 

-gg.—,    -i.; 

fo^lich  werden  die  Gleichungen  für  die  Koordinaten  x^ ,  y^  des 

Erümmungsmittelpunktes  J 

_    J^  _     dy  I      _? ^^ 

^i  =  ^        2n  +  1  (f  gT  '       yi  ~  y  "+•  2 „  +  i  d<p  ' 

oder  nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2): 

"a  =  2/+I.  [^  ^^^  ^9>  +  cos(«  +  1)9], 
'a  =  2^+1  K-  »^  »^9^  +  sin(n  +  1)  g,] . 
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Drehen  wir  die  Eoordinatenaxen  um  den  Winkel  nx,  und 
zwar  in  der  Richtung  von  der  positiven  x-Axe  zur  positiren 
y-Axe,  und  bezeichnen  wir  mit  x^'  und  y^  die  Koordinaten 
des  Erümmungsmittelpunktes  in  Bezug  auf  diese  neuen  Axen^ 
80  wird 

a;/=  x^  cos  nn:  +  yj  sin  nx,    !//=  —  x^  sin  ntJt  +  y^  cosnic. 
Setzt  man 


a 


so  folgt: 


^i~2n+i'   9>i  =  9>— «, 


a,  n 


— —  COS  nq>i  —  cos  («  +  1)  9i , 


--  =  —  --■  8inMg)i  —  8m(w  +  l)9i. 


Diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1) 

durch  die  Vertauschung  von  a  mit  a^  —  ^ — ^^^ ;   rfie  EvckUe 

der  EpicyJdoide  ist  also  wiederum  eine  EpicyMoide^  die  der 
ursprimglichen  ähnlich  ist.     Sie  wird  erzeugt,  indem  der  E^reis 

vom  Radius  - — 7—7  ^^  deni  Kreise  vom  Radius  ^ — r—r  rollt: 
2n  +  1  2n  +  i 

dieser  feste  Kreis  liegt  zu  dem  ursprünglichen  festen  Kreise 
konzentrisch,  und  die  Spitzen  der  Evolute  sind  um  den  Winkel 
n7t  gegen  die  Spitzen  der  ursprünglichen  gedreht. 

§  5.  Andere  Kurven. 

244.  Ereisevolvente.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (1) 
der  Nummer  238,  welche  eineEpicykloidedefiniren,  a  durch  seinen 
Wert  nr,  und  führt  man  an  Stelle  von  q>  den  Winkel  if^ng) 
ein,  den  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und  A  der 
Kreise  mit  der  rr-Axe  bildet,  so  erhalten  die  Gleichungen  der 
Epicykloide  die  Form: 

8in  — 
1"  =  cos^  (1  +  2n  sin*  ^W  +  t  sin^  — — , 

n 

.    '^ 
sm 

|-  —  sin^  (1  +  2«  sin*^)  —  tj;  cos^  --**-• 
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Nehmen  wir  nun  an,  dab  der  Radius  a  des  erzeugenden 
Kreises  unendlich  wird^  so  wird  auch  n  unendlich;  das  Ver- 
hältnis sin  :  •  konvergiert  nach  1.  und  2nsin^  ~~  nach  null. 
Demnach  wird  ftir  diesen  Grenzfall 

-  -  =  cos  ^  +  ^  sin  ^ , 

V 

-  a»  sm  ^  —  ^  cos  ^. 

Diese  Gleichungen^  welche  man  auch  leicht  direkt  bilden 
kann^  bestimmen  die  Evolvente  des  Kreises,  d.  h.  die  Kurve, 
deren  Evolute  der  Kreis  ist,  und  die  aus  der  Abwickelung 
eines  gespannt  erhaltenen  Fadens  von  einem  Kreise  entsteht. 
Sie  besteht  aus  zwei  unendlichen  Zweigen,  deren  Vereinigungs- 
punkt  ein  RQckkehrpunkt  ist,  und  die  zu  den  beiden  Be- 
wegungen entgegengesetzten  Sinnes  gehören,  die  man  der 
erzeugenden  Tangente  beilegen  kann. 

Die  Eigenschaft,  dafs  die  Epicykloide  ihrer  Evolute  ähn- 
lich ist,  gilt  im  eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  far  diesen  Grenz- 
fall; indessen  kann  man  doch  die  Kreisevolvente  und  den 
Kreis  selbst  als  Epicykloiden  betrachten,  und  jede  dieser 
Kurven  entspricht  dem  Fall  n  »»  oo ;  denn  lälst  man  einen 
Kreis  vom  Radius  a  auf  einem  beliebig  kleinen  Kreise  rollen, 
80  beschreibt  der  Punkt,  der  am  Anfang  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  im  Abstände  2  a  vom  festen  Centrum 
liegt,  eine  Kurve,  die  beliebig  wenig  von  einem  Kreise  mit 
dem  Radius  2  a  verschieden  ist. 

245.  Die  Spirale  des  Archimedes.  Diese  Spirale  ist  in 
Polarkoordinaten  definiert  durch  die  Gleichung 

Q^ao, 
wobei  a  eine  gegebene  Strecke  bezeichnet.  Beschreibt  man 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a,  so 
sind  die  Bogen  dieses  Kreises,  gerechnet  von  der  festen  Axe, 
die  Längen  der  Radienvektoren,  die  durch  die  Endpunkte 
dieser  Bogen  zu  legen  sind. 

Der  Winkel  ft  zwischen  der  Tangente  und  dem  Radius- 
vektor,  die   Subtangente   T   und   die   Subnormale  N*  haben  ^ 
hier  die  Werte 
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Fig.  57. 


taug  (i  < 


gdm 
dg 


a 


<D, 


^    ""    dg"  " 


^"-«fl,« 


flr. 


Mithin  ist  die  Subnonnale  konstant^   was 
ein  einfaches  Verfahren  für  die  Eonstraktion 
der  Tangente   liefert.    Der   Krümmungsradius 
wird,  wenn  man  die  Normale  N'^  Yq*  +  N'*  einführt: 


7?       (?!_+ «T 


N'  +  a*' 

und  bezeichnet  man  mit  a   die  Projektion  der  Subnormalen  a 
auf  die  Normale  N,  so  ist 

ein  Ausdruck  9  der  sich  leicht  konstruieren  läfst. 

246.  Die  liyperboliaohe  Spirale.    Die  hyperbolische  Spirale 
ist  in  Polarkoordinaten  definiert  durch 

Q(D  "s  a, 
wobei  a  eine  gegebene  Strecke  ist.   Für  o  *=  0  ist  ^  unendlich. 
Flg.  58.  Der  Radius  nimmt  ab,  wenn  <o  wachst,  und 

wird  null  für  cd  «»  oo.  Die  Kurve  macht  also 
um  den  Anfangspunkt  0  unendlich  viele 
Windungen,  ohne  ihn  jemals  zu  erreichen; 
dieser  Punkt  ist  ein  asymptotischer.  Die 
Ordinate  MP  *=  p  sin  cd  der  Kurve  hat  den  Wert 


(>  sm  o 


sm  09 
a 

OD 


und  wird  für  o  »»  0  gleich  a.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Kurve 
zur  Asymptote  die  Gerade  besitzt,  welche  im  Abstände  a  von 
der  a;-Aze  parallel  zu  derselben  verläuft.  Die  Gröfsen  tang  ^, 
T,  N'  erhalten  hier  die  Werte: 


tang  (i  *=  — 


900' 


ß>. 


r~  —  a,     N'  — 


a 


Die  Subtangente  ist  konstant,  und  hieraus  folgt  eine  ein* 
fache  Tangentenkonstruktion. 

Die   Konstruktion    des    Krümmungsradius    enthält    auch 
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keinerlei  Schwierigkeit.  Doch  bietet  sie  zu  wenig  Interesse, 
als  dafs  wir  bei  ihrer  Entwickelung  verweilen  wollen. 

247.     Die   logaritbiniBohe   Spirale.      Die    logarithmische 
Spirale  ist  durch  die  Gleichung 
(1)  p«.ac"'" 

definiert,  wobei  a  eine  gegebene  Strecke,  m  eine  gegebene 
Zahl  bezeichnet.  Diese  Gleichung  repräsentiert  die  nämliche 
Kurve,  wie  grofs  auch  die  gegebene  Strecke  a  sein  mag. 
Denn  dreht  man  die  feste  Axe,  von  der  aus  der  Winkel  <o 
gerechnet  wird,  um  einen  Winkel  a,  so  muis  man,  um  die 
Gleichung  der  Kurve  in  Bezug  auf  diese  neue  Axe  zu  erhalten, 
CD  durch  o  -p  «  ersetzen,  und  dies  giebt,  wenu  man  ae^^ 
mit  a    bezeichnet: 

Demnach  kann  man  auch  a »«  1  annehmen,  wir  wollen  in- 
dessen, um  die  Homogenität  der  Gleichungen  zu  bewahren, 
die  Gleichung  (1)  beibehalten.  j^  ^ 

Die  Gleichung  (1)  ergiebt  fttr  «d  -»  0, 
^  SS  a  <=>  OA,  und  läist  man  nun  o  von  0 
bis  cx>  wachsen,  so  bekommt  q  entspre- 
chende, ebenfalls  unbegrenzt  wachsende 
Werte.  Legt  man  dagegen  der  Gröfse  cd 
negative  Werte  von  0  bis  —  oo  bei,  so  nimmt  g  von  a  bis  0 
ab.  Demnach  macht  die  Kurve  vom  Punkte  A  an  unendlich 
viele  Windungen,  sowohl  in  dem  einen,  wie  in  dem  andern 
Drehsinne  um  den  Pol. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 

Folglich  erhalten  der  Winkel  fi  zwischen  Tangente  und 
Radiusvektor,  die  Subtangente  T'  und  die  Subnormale  N'  die 
Werte: 
(3)  tang^«^,     r-J,     N'^mQ. 

Die  erste  Gleichung  besagt: 

Bei  der  logaritihmischen  Spirale  ist  der  Winkel  zwischen 
Badiusvektar  und  Tangente  konstant 
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Das  Flächendifferential  eines  Sektors  der  Karre  ist 


du^-Q^daj^—Qdg. 


gdg  ist  das  Differential  von  -^-^  folglich  ist 

w  =  :r — h  Konst. 

Soll  die  Fläche  u  zugleich  mit  m  null  werden^   so  wird 

die  Eonstante  —  -;—  ,  und  also 

p»  — a» 
4m 

Das  Bogendifferential  ds  der  Kurve  ist 

{A)ds  =  ydQ^+^'^l[^^=ym^''\^Qdoa  = 

mithin 

s  =»  ^^ —  Q  +  Konst. 

m       ^    ' 

Mifst  man  den  Bogen  s  vom  Punkte  -4  an,  ftlr  welchen 

9  =  a  ist,  so  wird 

m       ^^  -^ 

Der  Kontingenzwinkel,  der  allgemein  gleich  dijL  -\-  dm  ist^ 

ds 
wird  hier  gleich  dm.    Der  Krümmungsradius  JR  ist  also  ^    , 

und  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  wird 

(5)  B  =  V'üt^+l  Q. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  zugleich  die  Länge  N=^  yp*+  N'^ 
der  Normalen;  mithin  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  der  End- 
punkt K  der  Subnormalen.  Hiernach  ist  es  auch  leicht,  die 
Gleichung  für  die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale  zu  bilden. 
Denn  die  Koordinaten  q^  ,  cd^  des  Mittelpunktes  K  sind 


n 


9,  —  ^'=  mg  «"  mae^"^ y     ß>i  '^  g  +  ®^ 
und  dies  giebt  nach  Elimination  von  o 

(6)  g^^mae   ^       '\ 

Die   Evolute   der   logarithmischen  Spirale   ist   also   eine 
gleiche  logarithmische  Spirale  mit  dem  nämlichen  Pol. 


Anwendungen  der  Theorie  ebener  Eunren.  331 

248.  Iiogarithmisohe  Spiralen,  die  ihre  eigene  Evolute 
sind.  Wie  wir  schon  oben  sahen,  lafst  sich  die  Gleichung  (6) 
auf  die  Form  (1)  bringen,  wenn  man  die  feste  Axe  um  den 
Pol  unter  einem  bestimmten  Winkel  a  dreht.  Da  es  frei 
steht  ein  ganzes  Vielfaches  von  2x  zu  a  zu  addieren  oder  zu 
subtrahieren,  ohne  daXs  die  neue  Richtung  dadurch  geändert 
wird,  so  kann  man  a  4-  2Ä;9r  statt  a  schreiben,  wobei  h  eine 
ganze  noch  unbestimmte  Zahl,  a  einen  Winkel  zwischen  0 
und  2x  bedeutet.  Wir  ersetzen  also  in  der  Gleichung  (6)  co^ 
durch  CD  -p  a  -f"  ^^^  ^^<1  schreiben  q  an  Stelle  von  q^  ,  dann 
wird  die  Gleichung  der  Evolute: 

und  reduziert  sich  auf 

wenn  man  a  durch  die  Bedingung 


•(''+"-f)_i^ 


oder 

(7)  « (4i_l)|._'; 

bestimmt;  das  Symbol  l  bezeichnet  den  natürlichen  Logarithmus. 
Ist  nun  die  Zahl  m  so  beschaffen,  dafs 

(8)  'l^-{^h-\)\ 

vrird,  wobei  ft  irgend  eine  bestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet, 
so  giebt  die  Gleichung  (7)  a  »»  0,  und  in  diesem  Falle  wird 
die  logarithmische  Spirale  (1)  ihre  eigene  Evolute.  Die  Funk- 
tion   -  ,  deren  Ableitung ^-  ist,  wächst  von  —  oo  bis  -  , 

wenn  man  m  von  0  bis  e  wachsen  lälst,  und  nimmt  ab  von 

bis  0,  wenn  m  von  ^  bis  +  ^'^  wächst.  Hieraus  folgt,  dals, 
wenn  fdr  "k  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  gewählt  wird, 
auch  jedesmal  ein  Wert  m  vorhanden  ist,  welcher  die  Glei- 
chung (8)  befriedigt.  Es  giebt  also  unendlich  viele  logarith- 
mische Spiralen,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft  haben, 
dafs  sie  mit  ihrer  Evolute  zusammenfallen. 
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249.  Anwendimgeii  der  Theorie  der  Einhüllenden.  Wir 
wollen  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  zwei  Beispiele  fiir  die  in 
Nr.  210  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  der  Einhüllen- 
den eines  Kurv^ensystemes  geben. 

Aufgabe  L  Die  Varidbelen  x^  und  y^  seien  mit  einander 
durch  die  Relation  verbunden: 

in  welcher  a  und  b  Konstante  sind.    Es  soll  die  Einhüllende  der 
Kurven  bestimmt  werden,  welche  durch  die  Gleichung 

(2)  (.')"+ C!)"-' 

definiert  sind. 

Da  Xi  und  y^  als  Funktionen  des  nämlichen  Parameters 
betrachtet  werden  können,  so  hat  man  die  Ableitung  der 
Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  diesen  Parameter  zu  bilden-,  man 
erhält  so: 

(5_)-5:  +  (y)"yL_o. 

Da  aber  x^  und  y^  durch  die  Gleichung  (1)  verbunden 
sind,  so  besteht  zwischen  x^    und  y^'  die  Relation: 

&r^ +&)";;■-». 

und   die   Elimination   von       /    zwischen  diesen   Gleichungen 
ergiebt : 

&'  W' 

Die  Gleichung  (3)  ist  die  Gleichung,  die  aus  der  DifPe- 
rentiation  der  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  den  variabelen 
Parameter  hervorgeht.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
ist  die  Summe  der  Nenner  und  ebenso  der  Zähler  in  der 
Gleichung  (3)  gleich  1.  Folglich  ist  jedes  Glied  der  Glei- 
chung (3)  gleich  1,  und  man  hat 

©■- ('«)".  ö-fe)-. 

oder 
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Die  Elimination  Yon  Xi  und  y^  zwischen  den  Gleichungen  (1) 
und  (4)  läfst  sich  unmittelbar  ausführen,  und  man  erhält  als 
Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden: 

mn  mn 

(5)  (:r+(rr"-.. 

Der  Fall  a«=6,  m«a2,  n«=»l  verdient  besonders  bemerkt 
zu  werden.    Die  Gleichungen 

stellen  ein  System  von  Geraden  dar,  auf  welchen  die  zwischen 
den  Azen  enthaltene  Strecke  die  konstante  Länge  a  hat.  Die 
Einhüllende,  deren  Gleichung 

xf  -f-  y7  ca,  a* 
wird,  ist  eine  Epicykloide,  wie  in  Nr.  238  gezeigt  wurde. 

250.  Aufgabe  n.  Auf  die  Peripherie  eines  Kreises  treffen 
parciUeU  Sirahlen,  tvelehe  von  dort  reflektiert  werden,  wobei  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  Normalen  jedesmal  denselben  Winkel 
bildet  wie  der  auffallende.  Es  seil  die  Einhüllende  der  reflek- 
tierten Strahlen  bestimmt  werden. 

Die  gesuchte  Einhüllende  wird  die  Katakaustika  genannt. 
Als  Eoordinatenaxen  wählen  wir  zwei  rechtwinklige  Durch- 
messer, von  denen  der  eine,  die  x-Axe,  den  auffallenden 
Strahlen  parallel  sei.  Sind  a  cos  9  und  a  sin  9  die  Koordi- 
naten eines  Punktes  der  Peripherie,  auf  welchen  ein  Strahl 
fallt,  so  bildet  der  reflektierte  Strahl  mit  der  a;-Aze  den 
Winkel  2ip,  und  die  Gleichung  dieses  Strahles  wird 

(y  —  a  sin  9)  -»  tang  2q>{x  ^  a  cos  9), 
oder 

y  cos  2g>  —  X  sin  2g)  +  a  sin  9  =  0. 

Mithin  mufs  9  eliminiert  werden  zwischen  dieser  Gleichung 
und  der  folgenden: 

y  sin  29  +  a;  cos  2(p  —  y  cos  9)  =  0, 

die  durch  Differentiation  nach  q>  entsteht.  Löst  man  die  beiden 
Gleichungen  nach  x  und  y  auf,  so  folgt: 
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a;  =   .  (3  cos  9?  —  cosSy), 

y  =  .  (3  sin  9  —  sin  3  (p). 

Auf  Grund  der  Gleichungen  in  Nr.  238  erkennt  man^  dafs 
die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Eatakaustika  eine 
äufsere  Epicykloide  ist,   welche  yon   einem  Exeise   mit  dem 

Radius  -j-  a   erzeugt   wird,    der   auf  einem   Kreise   mit   dem 

Radius    -  a   rollt,    welcher   zu    dem   ursprünglichen   konzen- 
trisch liegt. 


Neuntes  Kapitel. 
Theorie  der  Banmknryen  nnd  Flächen. 


251.  Gleiohuiigen  einer  Banmknrve  and  einer  Fläche. 
Im  siebenten  Kapitel  haben  wir  gesehen,  daÜB  eine  ebene  Karre 
analytisch  durch  die  verschiedensten  Gleichangen  gegeben  sein 
kann.  So  kann  aacb  eine  und  dieselbe  Kaumkorre  oder  Fläche 
in  der  mannigfachsten  Weise  analytisch  dargestellt  werden. 
Wir  wollen  hier  diejenigen  Darstellungsformen  anfahren,  welche 
im  Folgenden  hauptsächlich  werden  verwandt  werden.  Wir 
wählen 

a)  ein  rechtwitüdiges  Koordinatensystem  {x,  y,  z). 

L   Baumhurven. 

1.  y  and  z  sind  als  Funktionen  von  x  gegeben: 

y^f{x),    z-F{x), 

2.  Xj  y,  z  sind  als  Funktionen  eines  Parameters  t  (z.  B. 
der  Zeit  oder  der  Bogenlänge)  gegeben: 

ic  — 9(0,    y-=*(0,    ^  =  3:(0- 

3.  Zwischen  x^y^z  bestehen  zwei  Gleichangen: 

/•(rr,y,0)  =  O,     F{x,y,z)^0, 
IL  Flächen. 

1.  j?  ist  als  Funktion  von  x  und  y  gegeben: 

z  =  F{x,yy 

2.  Zwischen  x,  y,  z  besteht  eine  Gleichung: 

f{x,y,z)-0. 
h)  PolarJcoordinaien, 

Im  räumlichen  Polarkoordinatensysteme  ist  jeder  Punkt  M 
des  Raumes   durch  einen  Radiusvektor   r,   welcher  stets  im 
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Fig.  60. 


absoluten  Sinne  genommen  wird;  nnd  durch  zwei  Winkel  0 

und  if  definiert   (vergl.  Fig.  60). 

Beschreibt  man  eine  Kugel  um 
denEoordinatenanfang  0,  auf  deren 
Oberflache  der  Punkt  M{Xj  y,  g) 
liegt  und  zieht  den  BadiusYektor 
OMy  so  ist  seine  Länge  gleich  r: 

Fällt  man  yon  M  auf  die  xy- 
Ebene  das  Lot  MP,  so  ist  OP  die 
/  Projektion  von  OM  auf  die  xy- 

^  Ebene  und  0  der  Winkel  zwischen 

OM  und  der  positiven  Richtung  der  0-Axe  Oz,  Endlich  ist  ^ 
der  Winkel,  den  OP  mit  der  a;-Aze  bildet.  Die  2:y-Ebene 
heifst  die  Äquatorebene  des  Polarkoordinatensystemes,  z  der 
Pol^  6  die  Poldistang  und  ^  die  Länge  des  Punktes  M]  6  läuft 
von  0  bis  «,  tj;  von  0  bis  2». 

Projiziert  man  noch  OP  auf  die  x-Axe,  indem  man  auf 
sie  das  Lot  PQ  fallt,  so  wird: 

x^  0Q  =  OPcoBij  -=  OJf  sine  cos#f, 
y  ^  PQ^  OP  sin  V  =  OJf  sine  sin  V^, 
0  =PM-=  OJf  cos^»; 
d.  h.  wir  haben 

rc  =:  r  sin  e  cos  ^,    y  ««  r  sin  e  sin  ^,    j?  -»  r  cos  e. 

Eine  Fläche  ist  durch  eine,  eine  Eur?e  durch  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  e,  if  gegeben. 

Diesem  Schema  mögen  einige  Bemerkungen  hinzugefügt 
werden. 

Ad  L   Baunikurven. 

Die  Gleichungen  1  sind  wieder  Spezialfälle  sowohl  von  2. 
als  von  3.  Unter  3.  erscheint  die  Kurve  als  Schnitt  irgend 
zweier  Flächen,  unter  1.  als  Schnitt  der  Mäntel  zweier  Cylinder, 
deren  Basiskurven  in  der  rcy-Ebene  und  in  der  a;0-Ebene  liegen. 

Ad  IL   Flächen, 

1.  ist  wieder  ein  Spezialfall  von  2. 
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Wir  betrachten  anch  die  räumlichen  Gebilde  immer  nur 
in  der  Umgebung  einer  Stelle,  in  der  die  zur  Darstellung 
benutzten  Funktionen  nebst  den  vorkommenden  Ableitungen 
stetig  sind.  Diese  Voraussetzung ,  welche  in  Kapitel  lY  als 
Forderung  83  eingef&hrt  wurde,  wird  hier  ein  ftlr  alle  Mal 
bei  allen  Entwickelungen  des  achten  und  neunten  Kapitels  als 
erfällt  angesehen,  solange  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil 
bemerkt  ist.  Auüserdem  neu  hinzukommende  Voraussetzungen 
werden  jedes  Mal  besonders  namhaft  gemacht. 

§  1.  Tangente  und  Normalel^ene  einer  Knrye.  —  Normale 
und  Tangenttalel^ene  einer  Fläche. 

An  die  Spitze  dieses  Paragraphen  stellen  wir  die  For- 
derung: 

Forderung  S.    Es  seien 

die  Gleichungen  der  betrachteten  Kurve.  Die  Forderung  S3  ist 
erfüllt;  aufserdem  sind  in  der  gerade  betrachtäen  Stelle  t  die  drei 
Funktionen  q>',  fp\  %    nie  gleichzeitig  null, 

252.  Tangente  und  Normalebene  einer  Kurve. 

1.   Die  Gleichungen  der  Raumkurve  seien: 

(1)  ^-9(0;  y-*(0,  ^  =  z(0, 

und  dem  Parameterwerte  t  entspreche  der  Punkt  M{Xf  y,  e) 
der  Kurre,  dem  Parameterwerte  t-^-  ^t  der  Punkt  Jfi(ic  +  Ax, 
y  -f-  Ay>  ^  +  ^^)  der  Kurve.  M^  liege  in  der  Umgebung  von  M, 
Seine  Koordinaten  ergeben  sich  aus  (1),  wenn  man  dort  t  durch 
t  -^^  ^t  ersetzt.    Die  Gleichungen  der  Sekante  MM^  sind: 

Ax  At/  Afr    ' 

A~«  Li  AT 

dabei  bedeuten  g,  17,  l  die  laufenden  Koordinaten  der  Sekante. 
Wird  ^t  nvWy  so  geschieht  Gleiches  mit  Ao;,  Ay,  Aj?  und  M^ 
rückt  nach  M  hinein;  die  Sekante  MM^  wird  zur  Tangente 
in  M.  Gleichzeitig  gehen  die  in  den  letzten  Gleichungen 
auftretenden  Differenzenquotienten  über  in  die  entsprechenden 
Differentialquotienten : 

Serret,  Diff.-  a.  Integral-Bechutuig.    I.    2.  Aafl.  22 
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dx  t      dy^ f      dg  , 

di  ^^'     dt  ~^  '     di~^' 

Mithin  werden  die  Gleichungen  der  Tangente: 
(2)    Tanger:         «--*_  ^=J?  _  ?_=_'. 

Dabei  sind  x\  y\  z'  proportional  den  Kosinus  der  Winkel 
(a,  /J,  y),  welche  die  Tangente  mit  den  drei  Azen  bildet.    Es 

ist  also: 

Cd  a        cot  |)        cot  y 
x'    "™    y'    "™  ~z' 
Da  aber 

cos*  a  +  cos*  /J  +  cos*  y  ««  1 
ist^  so  folgt: 

(3)  cosa  =  — ^_  _  ■  ^  ,  cos  6  =— _i=r^ ,  cosy  «=»   , 

Vaj"+y"+^"  Va?'"+y'+«'"  V«'"+y'"+«'» 

^ormafe&^n^  im  Punkte  M  nennt  man  die  Ebene,  welche 
auf  der  Tangente  in  M  senkrecht  steht.  Da  die  Gleichungen 
der  Tangente  durch  (2)  gegeben  sind,  so  wird  nach  den  Regeln 
der  analytischen  Geometrie  die  Normalebene: 

(4)    NormalOene:    x(]i  —  x)  +  y(fi-y)  +  z'{t  —  e)~0. 

2.  Sind  hingegen  die  Gleichungen  der  Raumkurve  in  der 
Form  gegeben: 

(1')  y-/-^,   f-^Fix), 

80   brauchen   wir    in    den   Formeln   (2)   nur   ^  ■=  a;,  a:'  «=»  1 » 
y'  mm  ^^  0' m^-^  ZU  sctseu^   um   als  Gleichungen  der  Tan- 
gente zu  erhalten: 
(2')    Tangente:    ,-y-^(5-a;),    t  -  » '- ^Ü  -  ^). 

Aus  (4)  folgt  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichung 
der  Normalebene: 

(4-)    2Vbrmafc6««;(|-»)  +  ^^(q-y)  +  £(e-ir)-0. 

3.  Sind  endlich  die  Gleichungen  der  Raumkurve  diese: 

so  erhalten  wir  nach  Nr.  82  für  dx,  dy,  dfs  die  Bedingungen: 
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^^  t  Fi^dx  +  F;dy  +  FJdts  —  0 . 

dXy  dffy  d»  sind  aber  proportional  ^*  ^>  ^>  ^*^^d  ^i®«® 

GroÜBen  sind  nach  (2)  wieder  proportional  {  —  XyH  —  y^l  —  »\ 
also  werden  die  Gleichungen  der  Tangente: 

(2')     Tangente.    (  j,.(g_^)^  j,^^^,^,)  ^  j,;(g_  ,)  _0. 

Jede  der  Gleichungen  (2")  stellt  eine  durch  M  gehende 
Ebene  Tor.  Sie  schneiden  sich  in  einer  bestimmten  Geraden, 
sobald  nicht  gleichzeitig 

f         f        f 

\^J  F'        F'        F' 

ist  fGlr  die  Koordinaten  des  Punktes  M.  Bestehen  hingegen 
für  die  Koordinaten  des  Punktes  M  die  zwei  Gleichungen  (6), 
so  liefert  uns  unser  Gleichungssystem  (1'^)  keine  bestimmte 
Tangente. 

Wir  nehmen  an,  dab  die  Gleichungen  (6)  nicht  erf&llt 
sind  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M.  Dann  liefern  die 
Gleichungen  (5)  die  Verhältnisse  der  dx^dy^dz: 

dx  dy  dz 

f  F*  —  f  F'  **  y^F^^-  f  F'  ""  f  F'  ^f  F' » 

/y*j       '»     V  'MX       IX     M  'X     y       1  y"^  X 

hierdurch  sind  auch  die  Verhältnisse  von  x'iy'iz'  gegeben, 
und  ihre  Substitution  in  (4)  giebt  uns  die  Gleichung  der 
Normalebene: 

(4")  (r,r,-r,F,^(]i-x)  +  (nFi-aF:)(f,-y)  +  (f^F' 

-/;jy)(f-^)-o, 

welche  auch  in  die  Determinantenform  gesetzt  werden  kann: 


=  0. 


Noch  ist  zu  bemerken,  dals  immer  nur  eine  der  beiden 
Kurrengleichungen  bei  der  Bildung  je  einer  der  Gleichungen  (5) 
vorkommt;  folglich  hängt  auch  die  Ebene,  welche  durch  solch 

22* 


i-x, 

v  —  y, 

t-e 

/:  , 

n  , 

n 

K  , 

Fi  , 

f: 
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eine  Gleichung  bestimmt  ist^  immer  nnr  von  einer  der  Flächen 
ab,  auf  welcher  die  Ennre  liegt.  Im  Folgenden  wird  diese 
Bemerkung  weiter  entwickelt  werden. 

258.  Die  Tangentenebene  und  die  Normale  einer  Fl&ohe. 
Eine  Fläche,  welche  auf  drei  geradlinige  Axen  Ox^  Oy^  Oz 
bezogen  ist^  habe  allgemein  die  Gleichung 

(1)  /•(a;,y,«)  =  0, 

in  welcher  x,  y,  j?  die  Koordinaten  irgend  eines  Flächen- 
punktes M.  bedeuten. 

Ziehen  wir  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Kurve,  welche 
durch  den  Punkt  M  geht,  so  kann  diese  Kurve  als  Schnitt 
der  gegebenen  Fläche  mit  einer  zweiten  betrachtet  werden, 
und  es  sei 

(2)  JF'(«,y,ir)«=.0 

die  Gleichung  dieser  zweiten  Fläche.  Die  Tangente  der  Kurve 
im  Punkte  M  wird  nach  Nr.  252  durch  die  beiden  Gleichungen 
dargestellt: 

(3)     (g-^)|5  +  ('»-y)g+a-^)|-^-=o, 

(4)        (6  _  :r)|f  +  (,  -  y)||  +  a  -  .)|?  -  0. 

Die  durch  die  Gleichung  (3)  definierte  Ebene  enthält  dem- 
nach alle  Tangenten,  welche  sich  an  all  den  verschiedenen 
Kurven  in  diesem  Punkte  konstruieren  lassen,  die  auf  der 
Fläche  verlaufen  und  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen.  Sie 
heifst  die  T<mgenimä>ene  der  Fläche  im  Punkte  M. 

Wir  setzen  indessen  voraus,  dafs  die  Verhältnisse  der 
partiellen  Ableitungen 

df      dl      df 

bx       dy       dz 

im  Punkte  M  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Dies  würde 
in  einem  sxnguJären  Punkte  der  Fläche  eintreten;  z.  B.  in  dem 
Scheitel  der  Kegelflächen. 

Normale  der  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte  heiCst 
die  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangentenebene  senkrecht 
stehende   Gerade.    Jede    durch    die   Normale    gelegte  Ebene 
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heifst  eine  Normalebene.    Aus  der  Gleichung  (3)  folgen   f&r 
die  Normale  die  Gleichungen: 

rr\\  S-^^^^  —  y  ^  S—^ 

w  a/-        ar      '  df  ' 

dx  dy  de 

'  254.  Die  Gröfaen  p  und  g.  Betrachtet  man  o;  und  y  als 
die  unabhängigen  Yariabelen,  und  bezeichnet  man  das  totale 
Differential  von  z  mit 

(6)  dz=fdx->r(idy^ 

wobei  die  partiellen  Ableitungen  p  =  g- ,  g'  «=  ^  durch  die 
Gleichungen 

bestimmt  sind,  so   wird   die   Gleichmig   der  Tangentenebene 

(7)  g_^«,_p(|_a;)  +  g(,_y), 

und  die  Gleichungen  der  Normalen  bei  rechtwinkligen  Koordi- 
naten 

(8)  (|-a:)+|,(g-;?)-0,     (,_y)  +  <^(f-ir)-oO. 

255.  Tangentialebene  an  eine  Fläche  von  einem  Punkte 
aufserhalb.  Will  man  an  die  Fläche  mit  der  Gleichung  (1)  von 
einem  gegebenen  aufserhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkte  mit 
den  Eoordiuaten  x^^  y^,  z^  eine  Tangentenebene  legen^  so  genügt 
es  zunächst,  die  Berührungspunkte  zu  bestimmen.  Die  Koordi- 
naten dieses  Punktes  müssen  die  beiden  Gleichungen  erfüllen: 

Sie  bestimmen  auf  der  Fläche  einer  Kurve ,  die  den  Ort 
der  gesuchten  Punkte  bildet.  Verbindet  man  den  gegebenen 
Punkt  mit  dem  Berührungspunkte  einer  dieser  Tangenten- 
ebenen und  der  Fläche,  so  wird  die  Gleichung  dieser  Geraden: 

^     ^  x  —  x^         y-^y^         B  —  z/ 

Die  Elimination  der  Koordinaten  x,  y,  z  zwischen  diesen 
Gleichungen   und   den   beiden  yorigen  liefert  die   Gleichung 


342  Neontes  Kapitel. 

einer  Eegelflache,  die  in  jedem  Punkte  der  dnrch  die  Glei- 
chungen (9)  definierten  Kurve  dieselbe  Tangenienebene  besitzt 
wie  die  ursprüngliche  Fläche.  Diese  Eegelfläche  ist  also  der 
gegebenen  umschrieben.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  ge- 
nügt es  einzusehen,  dalis  die  Tangentenebene  der  Fläche  sowohl 
wie  die  Tangentenebene  des  Kegels  die  Tangente  der  Kurve  (9) 
und  die  Gerade  (10)  enthalten  müssen.  EUeraus  folgt,  dafs 
sie  zusammenfeJlen. 

Wenn  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  Xq,  y^^  Zq  auf  einer 
Geraden 

sich  bewegt  und  dabei  ins  Unendliche  fortrückt,  so  tritt  an 
Stelle  der  zweiten  Gleichung  (9)  die  Bedingung 

(11)  „ir^  +  tlL+».o. 

Denn  diese  Gleichung  drückt  aus,  dalB  die  Tangentenebene  der 
Fläche  in  einem  Punkte  x,  y,  0  der  Geraden  x  «»  ae,  y  '^he 
parallel  ist  Verbindet  man  (11)  mit  (1),  so  erhält  man  den 
Ort  der  Berührungspunkte  eines  der  gegebenen  Fläche  um- 
schriebenen Cylinders,  dessen  Erzeugende  der  durch  die  Glei- 
chungen 

definierten  Geraden  parallel  sind.  Die  Erzeugenden  des  Cylin- 
ders haben  die  Gleichungen 

(12)  l-^^a{l-g),    ,-y-6(g_,), 

und  seine  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Koordinaten 
x,y^z  zwischen  den  Gleichungen  (1),  (11)  und  (12)  eliminiert. 

256.  Homogene  Koordinaten.    Bezeichnet  man  die  gerad- 
linigen Koordinaten  eines  Punktes  durch  die  Yerhältnisse 

•B|  X^  X^ 

U»^         oc^         x^ 

so  kann  jede  Gleichung 

(1)  /'(^i,a^,a:s,a;4)  — 0, 

deren  linke  Seite  eine  homogene  Funktion  oder  —  wie  man 

sagt  —  eine  Form  von  x^,  x^y  x^,  x^  ist,  als  Gleichung  einer 

Fläche  betrachtet  werden.    In  ähnlicher  Weise  wie  in  Nr.  175 

erhält  man  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  der  Form 
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Ve,       xJdx,'^\X      xJ'dx^'^Xi^      xJdx^^H^      xjdx^        ^' 

wenn  1^,  -^,  |^  die  variabelen  Koordinaten  bedeuten.    Aaf 
£4     »4     S4 

Grund  der  Eigenschaft  der  Formen  wird  aber  die  Gleichung  (1) 
auch  in  der  Gestalt 

darstellbar j  und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  läfst  sich 
reduzieren;  man  erhält  f&r  sie 

(2)     ^^li+m+uu+^u—^- 

Desgleichen  werden^  wenn  eine  Kurve  durch  zwei  homo- 
gene Gleichungen 

definiert  ist,  die  Gleichungen  für  die  Tangente 

^1  dx,  "T  ^  äF,  "f" «» äi,  ■*■  ^  a^,  ~  ^• 

Ist  die  Gleichung  (1)  algebraisch  und  vom  Grade  m  und 
sind  die  vier  partiellen  Ableitungen  von  f  nicht  alle  nuU^  so 
wird  die  Gleichung  (2)  nur  vom  Grade  m  —  1  in  Bezug  auf 
die  Koordinaten  des  Bertthrungspunktes.  Die  Zahl  m  heifst 
die  Ordnung  der  Fläche.  Betrachtet  man  alle  Tangentenebenen 
der  Fläche,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  ^^y  J,®,  I3®,  ^^ 
des  Baumes  gehen ;  so  wird  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte 
durch  zwei  Gleichungen  definiert^  von  denen  die  eine  vom  m^% 
die  andere  vom  m  —  1^  Grade  ist.  Diese  Kurve  ist  demnach 
im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  w(m—  1)-  Betrachtet  man 
zwei  verschiedene  Punkte  im  Räume  und  konstruiert  zu  jedem 
den  berührenden  Kegel ,  so  schneiden  sich  die  Kurven ,  längs 
welcher  diese  Kegel  die  Fläche  berühren,  im  Allgemeinen  in 
w(m —  1)*  reellen  oder  imaginären  Punkten;  denn  diese  Punkte 
sind  aus  einer  Gleichung  m^  Grades  und  zwei  Gleichungen 
m  —  V^  Grades  zu  bestimmen.  Die  zu  diesen  Punkten  ge- 
hörigen Tangentenebenen  gehen  durch  die  beiden  Kegelspitzen 


344  Nenntes  Kapitel. 

und  enthalten  demnach  die  Yerbindongsgerade.  Mithin  giebt 
es  bei  einer  Fläche  m^  Ordnung  im  Allgemeinen  »n(m  —  1)* 
Tangentenebenen,  die  durch  eine  beliebige  Gerade  im  Raum 
hindurchgehen.     Diese  Zahl  heifst  die  Klasse  der  Fläche. 

Für  w  =  2  folgt: 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  auch  von  der  zuzeiten 
Klasse  und  umgekehrt, 

§  2.  Die  Bogenlänge  einer  Banmknrye. 

257.  Definition  der  Bogenlänge.    In  derselben  Weise  wie 

bei  den  ebenen  Kurven  (Nr.  189)  haben  wir  auch  hier  bei  den 

raumlichen  vorzugeheD.    Es  sei  CD  der  Bogen  einer  beliebigen 

j^    gj  Kurve,  die  wir  auf  drei  rechtwinklige 

Axen  Orr,  Oy,  Oe  beziehen. 

Es  seien 

die  Gleichungen  unserer  Kurve  und, 
wenn  der  Parameter  t  stetig  wachsend 
von  t^  bis  ^  geht,  möge  der  Punkt 
{Xy  y,  0)  stetig  von  C  nach  B  den 
Bogen  GJD  entlang  wandern.  In  dem 
Intervalle  von  t^  bis  t^  seien  tpy  f,  %  nebst  ihren  1*^  Ab- 
leitungen (p%  ^',  X  stetig  und  f)',  ^',  %  mögen  von  t^  bis  ^  ihr 
Zeichen  nicht  ändern.  Es  sei  nun  Jf  irgend  ein  Punkt  des  Bogens 
UV,  welcher  dem  Parameter  werte  t  entspricht,  wo  t^Kt  Kt^ 
ist.  Spannen  wir  den  Bogen  CM  entlang  einen  Faden,  so 
können  wir  ihn  wieder  geradlinig  an  einem  Lineal  ausspannen 
und  so  die  Länge  des  Bogens  CM  messen.  Jedem  Werte  von  t 
zwischen  ^^  und  t^  wird  so  eine  bestimmte  Zahl  entsprechen, 
welche  die  Länge  des  Bogens  CM  mÜJBt.  Auf  diese  Weise 
wird  die  Bogenlänge  CM  zu  einer  Funktion  des  Parameters  t, 
deren  genaue  Definition  in  der  Integralrechnung  gegeben  wird, 
und  die  wir,  wie  bei  den  ebenen  Kurven,,  mit  s  bezeichnen: 

s  =  CM. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  den  Differentialquotienten  ^ 
zu  ermitteln. 
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Zn  dem  Zwecke  vermehren  wir  t  um  A^  und  markieren 
den  Punkt  IT,  welcher  dem  Parameterwerte  ^  -|-  ^^  entspricht. 
Seine  Koordinaten  seien  (x  +  Ax,[y  +  Ay,  0  +  Ag).  Ziehen 
wir  nun  die  Sehne  MM'j  so  wird  die  Länge: 


wobei  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist.     Daher  wird: 
und  mithin: 


A*         S\2r      '^  \A«/        \A«/  "^  \A J  * 

In  der  Integralrechnung  werden  wir  nun  zeigen,  dals,  wenn 
der  Punkt  IT  nach  M  hineinrückt,  das  Verhältnis  des  Bogens 
zur  Sehne  den  Grenzwert  1  erhält;  es  wird  also  fär  A^ ».  0 


der  gesuchte  Differentialquotient.     Wir  rekapitulieren: 
Satz.    Es  seien 

^  —  9(0;  y  =  ^(0>  ^  =  x(0 
die  Gleichungen  einer  Baunikurve  und  g>,  i^y  %  nebst  ihren  ersten 
Anleitungen  q>\  if\  %  stetig  in  dem  Intervalle  von  t^^  bis  t^.  End- 
lich söUen  q>%  ^\  %  in  dem  Intervalle  ihr  Zeichen  nicht  ändern. 
Entspricht  nun  dem  Parameterwerte  t^  der  Punkt  C  der  Kurve,  dem 
Parameterwerte  t  des  IntervaUes  der  Punkt  M,  so  ist  die  Länge  des 
JBogens  CM  eine  Funktion  von  t,  deren  Ableitung  durch  die 
Gleichung  

gegdten  wird.     Die  Quadratwurzel  ist  dabei  positiv  eu  nehmen. 

Multipliziert  man  (1)  mit  dt,  so  erhält  man  das  Differential 
der  Bogenlänge: 


(2)  ds  =  Ydx^  +  dy*  +  dz^ . 

Ist  X  die  unabhängige  Yariabele  und  sind  also 
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die  Kurvengleichnngen,  so  wird 

258.  Polarkoordinaten.    Sind  die  Gleichungen  der  Kurve 
in  Polarkoordinaten  gegeben,  so  wird  nach  Nr.  251: 

a;  —  r  sin  9  cos  ^,    y  «=  r  sin  9  sin  ^,    g^ss^r  cos  9, 
also 

da;  «=  rfr  sin  9  cos  ^  +  r  cos  9  cos  ^d9  —  r  sin  9  sin  ifdi^, 

dy  >»  dr  sin9  sin^  +  ^  ^^^  9  sin ^  d9  +  ^  ^^  ^  cos ifdifj 
dg  -=  dr  cos  9  —  r  sin  9d9. 

Erhebt  man  diese  Gleichungen  ins  Quadrat  und  addiert 
siC;  so  folgt  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel 


ds  —  l/dH  +  r*d9^  +  r«  sin*9d^*. 

Dieser  Ausdruck  läfst  sich  auch  leicht  direkt  bilden. 
Denn  in  dem  Polarsysteme  werden  die  Punkte  des  Raumes 
durch  den  Schnitt  dreier  Flächensysteme  bestimmt,  nämlich 
erstens:  der  konzentrischen  Kugeln,  für  welche  r  allgemein 
den  Radius  bezeichnet;  zweitens  der  Rotationskegel  mit  der 
Aze  Og,  f&r  welche  9  der  erzeugende  Winkel  ist;  drittens  der 
Ebenen,  welche  durch  die  Axe  Og  gehen,  und  f&r  welche  ^ 
die  Neigung  zur  festen  Ebene  gOx  angiebt.  Betrachten  wir 
nun  einen  krummlinigen  Pyramidenstumpf,  bei  welchem  zwei 
gegenüberliegende  Eckpunkte  mit  den  Endpunkten  des  Bogena 
As  einer  gegebenen  Kurve  zusammenfallen,  und  der  durch 
die  Kugel  mit  den  Radien  r  und  r  -f  ^^j  durch  die  Kegel 
mit  den  Winkeln  9  und  9  -f~  ^^;  endlich  durch  die  Ebenen 
mit  den  Winkeln.  ^  und  ^  -|-  A^  bestimmt  ist  Die  Basis 
dieses  Pyramidenstumpfs  ist  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  r 
.  ein  Rechteck,  das  von  vier  Kreisbogen  gebildet  wird.  Zwei 
gegenüberliegende  Seiten  sind  Bogen  gröHster  Kreise  und  haben 
die  Länge  rA9,  die  beiden  anderen  Seiten  haben  die  Länge 
r  sin9A^,  und  r  sin  (9  -|-  A9)  A^,  endlich  projiziert  sich  der 
Bogen   As    auf   die   Kugel    längs    einer   Diagonale  y  dieses 
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Rechteckes.  Die  drei  Bogen  rA6,  r  sinOA^,  y  haben  zu  ihren 
Sehnen  ein  Yerhaltnis,  das  an  der  Grenze  d.  h.  f&r  A9  •"  0 
gleich  eins  wird.  Femer  bilden  die  beiden  ersten  Sehnen  einen 
Winkel  mit  einander ^  der  fttr  AO  —  0  gleich  —  wird;  folg- 
lich ist 

/  —  (r*  Ae*  +  r»  sin^  9  A^)  s, 

wo  £  für  A^i»0  gleich  eins  wird.  Desgleichen  haben  A^  und  y 
zu  ihren  Sehnen  ein  Verhältnis;  das  für  für  Ad  <»  0  gleich  1 
wird;  nnd  der  Winkel ^  den  Ar  mit  der  Sehne  des  Bogens  y 
bildet,  wird  fClr  AO  »■  0  gleich  einem  rechten;  also  ist 

As«  — (/  +  Ar«)  B^. 
Die  beiden  Gleichungen  ergeben  also 


A8; 

Äe 


r»  =  ^  *i  +  [r^  sin«  0  ^  +  r«)  bb,, 


geht  man  zur  Grenze  über,  so  wird 

^*"_^  +  r«sin«e^'^'4-r« 
de»   de«  ^  ^  ^™  ^  de«  ^  ^^ 

oder 

ds"  —  dr«  +  r«  sin*  8  d^«  +  r«de«, 

wie  oben  gefimden  wurde. 

259.  Biohtungswinkel  der  Tangente.  Die  Winkel  a^/S,}^, 
welche  die  Tangente  in  dem  einen  oder  andern  Sinne  ihrer 
Richtung  mit  den  positiven  Eoordinatenaxen  eines  rechtwink- 
ligen Systemes  bildet ,  sind  nach  Nr.  252  proportional  den 
Differentialen 

dXj  dy,  dz] 

bezeichnet  nun  8  die  Bogenlänge  der  Kurve  von  einem  festen 
Anfangspunkte  bis  zum  Punkte  M  (rr,  y,  0),  so  ist  die  Summe 
dx^  +  dy*  +  djs*  gleich  ds*,  und  die  Relation 

CO8  a         008  ß         cos  y 
dx  dy  dz 

giebt,  da 

cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  «»  1 
ist: 

(1)  cos«-^-,    C08/J«^^,    cosy-^^. 
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Die  Vorzeichen  sind  überall  ganz  bestimmte;  dem  ent- 
spricht ^  dafs  durch  diese  Formeln  ähnlich  wie  in  Nr.  194 
schon  entschieden  ist;  welche  von  den  beiden  eni^egengesetzt 
gleichen  Richtongen  der  berührenden  Geraden  als  Bicktung 
der  Tangente  anzusehen  ist;  es  ist  das  diejenige ;  für  welche 
die  unabhängige  Veränderliche  wächst. 

§  3.   Krflmmiuig  einer  BaumknrTe. 

An  die  Spitze  dieses  Pars^raphen  stellen  wir  die  For- 
derung: 

Forderung  3).    Die  Forderung  S5  ist  erfüUt    Sind 
a;  — 9(0,  y-=*(0>  ^  — Z(0 
die  Gleichungen  der  Baunikurve,  so  sind  aufserdem  die  drei  Aus- 
drücke: 

r  jt  ft    f         r     ff  rr     r  t      tt  ft     ' 

y  z  —  y  e  f  0 X  —  e  x  ^  xy  — x  y 
nie  gleichseitig  nuU  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  t 

260.  Definition  der  Krümmung.  Der  Bogen  AM  einer 
Kurve  werde  yon  einem  beweglichen  Punkte  in  der  Richtung 
von  A  nach  M  durchlaufen;  als  Richtung  der  Tangente 
in  jedem  Punkte  fixieren  wir  die  der  Nr.  259.  Aus  dem 
Centrum  einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  Längeneinheit 
^    g^  und    deren   Mittel- 

T,  punkt   ein  beliebi- 

ger   Punkt    0    ist, 
ziehen  wir  nun  Ra- 
dien    parallel     zu 
\iV  den  Richtungen  der 

Tangenten;  die  in 
den  verschiedenen 
Punkten  des  Bogens  AM  konstruiert  sind.  Der  Ort  der  End- 
punkte dieser  Radien  ist  eine  sphärische  Kurve,  und  die  Länge 
a^  s=  (j  derselben;  die  dem  Bogen  AM^=^s  der  gegebenen 
Kurve  entspricht;  heilst  die  absolute  Krümmung  des  Bogens 
AM. 

Ist  der  Anfangspunkt  A  des  Bogens  A  M  fest,  der  End- 
punkt M  beweglich;  so  sind  s  und  6  variabele  Grölsen.     Dad 
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Differential  d6  der  Krümmung  wird  der  Kontingenawifikd  der 
Kurve  im  Punkte  M  genannt. 

Ist  AM  eine  ebene  Kurve ^  so  ist  a/i  der  Bogen  eines 
gröfsten  Kreises  ^  durch  welchen  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Bogens  AM  gemessen  wird. 
Die  obigen  Definitionen  decken  sich  also  bei  ebenen  Kurven 
mit  den  in  Nr.  195  gegebenen. 

Erteilt  man  nun  dem  Bogen  s  den  Zuwachs  As  —  Müf, 
so  bekommt  die  Ejümmung  0  das  Inkrement  Atf«"fifi'. 
Der  Winkel  i,  den  die  Tangenten  MT,  M'T  mit  einander 
bilden^  wird  gleich  iio^i'  oder  gleich  dem  Bogen  des  gröfsten 
Kreises  fifi']  folglich  ist 

i    Kreisbogen  j[»fft'  Kreisbogen  ftfi'  Sehne  fifi' 

Äff         Kurvenbogen  (ifi'  Sehne  ikfi         Korvenbogen  ftf*'  ' 

Die  Quotienten  auf  der  rechten  Seite  werden  aber  beide 
gleich  1^  und  folglich  ist 

lim  7^  —  1. 
Äff 

Dies  besagt:  Dctö  Verhältnis  ewischm  dem  Winkd^  dm  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  verschwindenden  Bogens 
bilden,  und  der  Krümmung  dieses  Bogens  hat  den  Grenzwert  1. 

Wie  bei  den  ebenen  Kurven  nennen  wir  mittleres  Erüm- 
mungsmafs  eines  Kurvenbogens  das  Verhältnis  der  absoluten 
Krümmung  zur  Bogenlänge.  Demgemäüs  wird  das  Erümmirngs- 
mafs  oder  schlechtweg  die  Krümmung  der  Kurve  in  einem 
Punkte  M  der  Grenzwert  der  mittleren  Krümmung  eines  ver- 
schwindenden Bogens,  dessen  einer  Endpunkt  M  ist.  Krüm- 
mungsrculius  ist  der  Radius  eines  Kreises,  dessen  Krümmung 
gleich  der  der  Kurve  im  Punkte  M  ist. 

Nach  diesen  Definitionen  wird  also  die  Krümmung  der 

Kurve  AM  im  Punkte  M: 

i.     Äff        da 

As         ds ' 

de 
und  der  Krümmungsradius  12  «•  —  wie  bei  den  ebenen  Kurven. 

Hierzu  mag  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Das  Vorzeichen  von  ds  ist  nach  Nr.  257  stets  positiv, 
wenn  die  unabhängige  Yariabele  wächst.     Das  von  d6  stimmt 
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mit  dem  von  Atf  überein,  sobald  M'  hinreichend  nahe  an  11 
liegt.  Mithin  ist  es  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der 
Winkel  \koy^  positiv  oder  negativ  ist;  d.  h.  je  nachdem  bei 
der  Bewegung  von  fi  nach  yl  der  Punkt  o  eur  Linken  oder 
zur  Rechten  .bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtungen  setsen  voraus,  dais  auf  dem 
Wege  von  A  nach  M  dö  nie  null  wird.  Der  Ausdruck  (3) 
der  nächsten  Nummer  zeigt,  dals  dies  durch  die  Forderung  % 
ausgeschlossen  ist 

26L  Der  KrümmnngBradius.  Die  Kurve  AM  sei  auf 
drei  rechtwinklige  Axen  bezogen  und  ihr  Anfangspunkt  0 
sei  der  Mittelpunkt  der  mit  dem  Radius  1  konstruierten 
Kugel.  Mit  x^  y,  e  bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punk- 
tes My  mit  a,  /J,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  MT  der 
Tangente  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet.Die  Koor- 
dinaten des  Punktes  (i  der  sphärischen  Kurve  werden  dann 


cos  a,    cos  ß,    cos  y, 

dt 


und  folglich  wird  die  Ableitung  -yr  des  Bogens  dieser  Kurve 


(1)         4J'  —  +  y(<^^y^  +  (cos  /j/*  +  (cos  yys 

wo  das  Yoizeichen  nach  Nr.  260  zu  bestimmen  ist  und  die 
Ableitungen  nach  t  durch  Accente  bezeichnet  sind. 

Man  kann   noch  einen  andern  Ausdruck  fdr  tf'  bilden. 
Differentiiert  man  die  Gleichung 

dx       x' 

cosa  «3  -^    a—  -;-, 
ds  8   ' 

so  wird 

/  \f  x"  X' 8 

(C08a)-y— -^, 
also 

(cos«)^-(-J .^,  _  +  (_). 

Ersetzt  man  hier  x  erst  durch  y,  sodann  durch  ir,  so  erhält 
man  die  Ausdrücke  für  (cos/J)'*  und  (cosy)'^;  und  denmach 
wird 

Die  Gleichung 
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«'*  +  *'•  +  *'»-«'* 

ergiebt  aber  durch  Differentiation 

und  nach  Subetitation  dieser  Werte  erbalt  man: 

(2)  ,^»V£!±Z!+Z"EZZ. 

Multipliziert  man  Zahler  und  Nexmer  mit  s,  und  ersetzt  dann 
5''  tmd  $8"  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der  Koordi- 
naten, so  wird 

^ ^.  , 

was  sich  auch  in  der  Form  schreiben  lafst; 


Hier  ist  die  unabhängige  Yariabele  nicht  naher  bezeichnet. 
Wählt  man  aber  den  Bogen  s  als  diese  Yariabele,  so  wird 
s"  null  und  die  Gleichung  (2)  bekommt  die  einfachere  Form: 

Das  Vorzeichen  ist  wieder  nach  Nr.  260  zu  bestimmen. 
Igt  dö  '^Oy  so  ist  auch  ^  «»  0.    Dann  liefert  (3): 

Also  die  gemeinsamen  Wurzeln  t  der  zwei  Gleichungen 

(4)  *:  -  K  -  c 

liefern  die  Punkte  t^  welche  zu  An£EU]g  dieses  Paragraphen 
ausgeschlossen  wurden. 

Nach  der  GHeichung  (3)  erhalt  der  Krümmungsradius  R 
oder  ~  =  -V  als  Funktion  der  Koordinaten  den  Wert: 
jj  _  V("^^'  +  y^'  +  ^^)' 

^  y(y'/' - y'VY  +  {ix  —  /"xY  +  {x'y"  —  i" y')* 
Diese  Formel  gilt,  wie  auch  die  unabhängige  Yariabele  defi- 
niert sein  mag. 


352  Neuntes  Kapitel. 

262.  Die  Hauptnormale  einer  Bauxnkorve.  Wir  be- 
trachten eine  Raumkunre  AM  und  die  zugehörige  sphärische 
Kurve  a^L  (Fig.  in  Nr.  260).  Durch  den  Punkt  /i  dieser  letz- 
teren Kurve  legen  wir  die  Tangente  /it/  und  durch  den  enir- 
sprechenden  Punkt  M  der  gegebenen  Kurve  die  Gerade  MN 
parallel  zu  ^i/.  Die  Gerade  MN  heifst  dann  die  HauptiMr- 
male  der  Kurve  AM  im  Punkte  M.  Die  Richtung  der  Haupir- 
normalen  ist  die  von  ^  nach  v. 

Sind  9,  ^y  X  die  Winkel^  welche  die  Richtung  MN  oder 
(IV  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet^  so  wird,  da 
cos  a^  cos  ß,  cos  y  die  Koordinaten  des  Punktes  fi  sind  (Nr.  259): 

/ .  V  d  008  a  ,        d  008  fi  d  oos  y 

(1)  C08  9-     -^--,     008^  =  -^-/-,      COSX ^^-S 

oder: 

4i  4^s  ^i^ 

(2)  co8g)  =  Ä^^*,  cos^-=JJ-^y,    C08X  — B-^l^- 

Wählt  man  den  Bogen  s  als  unabhängige  Yariabele,  so 
kann  man  schreiben: 

268.  Krümmungsmittelpunkt  und  Krümnuuigsaxe.  Wenn 
man  in  einem  Punkte  M  der  Raumkurve  AM  die  Tangente 
Fig.  68.  MT  und   die   Hauptnormale   MN  zieht 

und  den  Kreis  in  der  Ebene  NMT  kon- 
struiert;  dessen  Radius  der  Krümmungs- 
radius ist  und  der  die  Tangente  MT  in 
M  derart  berührt,  daCs  er  mit  den  benach- 
barten Kurvenpunkten  auf  der  nämlichen 
Seite  der  durch  MT  senkrecht  zu  NMT 
gelegten  Ebene  liegt,  so  wird  das  Gen- 
trum C  dieses  Kreises,  welches  auf  der  Hauptnormale  MN 
liegt^  der  Krümmungsmüklpwnkt  des  Punktes  M  genannt.  Die 
Richtung  MC  ist  die  BicMung  des  Krümmungsradius.  Er- 
richtet man  im  Punkte  C  die  Gerade  GH  senkrecht  zu  NMT^ 
so  heifst  diese  die  Krümmungsaxe;  wird  dagegen  das  Lot  auf 
der  Ebene  NMT  im  Kurvenpunkte  M  errichtet,  so  heifst 
dies  die  Binormale. 
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Lehrsatz,    Es  seien 

^-9>(0,  y-*(0;   ^-«(0 

die  Gleichungen  einer  Baunikurve.  Haben  in  der  UmgAung 
einer  Stelle  t  die  Fmktionen  9,  ^;  %  und  ihre  ersten  drei  Ab- 
leitungen besHmmte  endliche  Werte,  und  ist  an  der  betreifenden 

Stdle  j^  nicht  nuU,  so  gut  der  Säte: 

Die  0u  dem  Kurvenpunkte  gehörige  Krümmungsaxe  ist  die 
Grenzlage  des  Schnittes  der  NormcdAene  mit  einer  benachbarten 
NomuiUbene. 

Denn  die  Gleichung  der  Normalebene  wird: 
(1)      (5  —  x)  coB  a  +  (1^  —  y)  cos  /J  +  (g  —  e)  cos  y  =  0. 

Diese  Gleichung  bezeichnen  wir  kurz  mit  Fe»0.  Die 
Normalebene  in  einem  zweiten  Eur7enpunkte  wird  erhalten, 
wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  Gröfsen 

Xy  y,  z,  cos  a,  cos  ß^  cos  y 
durch 

X  +  Ax,  y  +  Ay,  z  +  A^er,  cos  a  +  Acos  a,  cos  ß  +  Acos  /J, 

cosy  +  Acosy 

ersetzt^  und  die  so  gebildete  Gleichung  werde  durch  F-|-  A  F»s  0 
dargestellt.  Bezeichnet  t  die  unabhängige  Yariabele,  so  wird 
die  Schnittgerade  der  beiden  Normalebenen  durch  die  Glei- 
chungen 

F-0,|^-0 

definiert.  Mithin  wird  die  Grenze,  nach  welcher  diese  Schnitt - 
gerade  konvergiert,  wenn  der  zweite  Kurvenpunkt  in  den  ersten 
hineinrückt,  die  Gerade,  welche  durch  die  Gleichimgen       . 

^  —^7   j«  "  ^> 

definiert  ist.  Die  eine  dieser  Gleichungen  ist  die  Gleichung  (1), 
die  andere  ergiebt  sich,  wenn  man  diese  difierentiiert,  wobei 
i}Vj  t  ^^  Eonstante  anzusehen  sind;  dies  ergiebt: 

(I  —  x)  (cos  «)'  +  (iy  —  y)  (cos  ßy  +  (t  —  z)  (cos  y)' 
—  {x  cos  a  +  y'  cos  /J  +  /  cos  y)  -»  0, 
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oder  wenn  man  die  Formeln  von  Nr.  259  bis  Nr.  262  beachtet: 

(2)  (i  —  x)  C0S9  +  (n  —  tf)  €^s^  +  (i—js)  coBx  =  -R- 

Diese  Gleicbung  stellt  eine  Ebene  dar^  die  senkrecht  zur 
Hauptnormale  ist  und  deren  Entfernung  vom  Punkte  M  gleich 
B  oder  MC  ist.  Zum  Beweise  des  ausgesprochenen  Lehr- 
satzes mufs  man  also  nur  noch  zeigen  ^  dafs  die  zu  J9f  be- 
nachbarten Eurvenpunkte  zwischen  der  Ebene  (2)  und  der  zu 
ihr  parallelen  im  Punkte  M  sich  befinden.  Diese  letztere 
EbenC;  welche  übrigens  rekHfiaierende  Ebene  genannt  wird^  ist 
durch  die  Gleichung 

(5  —  x)  cos  9  +  (i^  —  y)  cos  ^  -j-  (g  —  e)  cos  x  =  0 

bestimmt.  Ersetzt  man  ^,7^,  g  dprch  die  Koordinaten  :r-f- Ar, 
y  -|-  Ay,  £f  4~  Axr  eines  zu  M  benachbarten  Kurrenpunktes^  und 
wählt  man  jetzt  s  zur  unabhängigen  Variabelen;  so  giebt  der 
Ausdruck 

(3)  (5  —  x)  cosy  4-  (^  —  y)  cos^  +  (g  _  je?)  cos^ 

=  Ax  cos  9  +  Ay  cos  ^  -f  Ae  cos  % 

den  Abstand  des  Punktes  (x  -j-  Aa?,  y  -f-  Ay,  £f  -j-  Ajer)  von 
der  rektifizierenden  Ebene.  Hat  dieser  Ausdruck  dasselbe 
Vorzeichen  wie  JB,  so  liegen  nach  (2)  auch  die  KurTenpunkte 
in  der  Umgebung  Ton  M  auf  derselben  Seite  der  rektifizieren- 
den Ebene  wie  die  Krümmungsaxe.  Dies  ist  aber  wirklich 
der  Fall.     Denn  nach  dem  TayZorschen  Satze  wird: 

wo  o;/'  den  Wert  Ton  x"  für  eine  Zahl  zwischen  t  und 
^  +  Ai^  bedeutet.  Analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  fclr  Ay 
Ae,  und  eine  leichte  Rechnung  ergiebt^  wenn  man  diese  Werte 
in  den  Ausdruck  (3)  einsetzt,  als  Abstand  des  Kurvenpunktes 
(x  +  Ax,  y  +  Ay,  z  +  Az)  von  der  rektifizierenden  Ebene: 

-\-  J-  (AO^  +  ^  (a:/" cos9  +  yrco8^  +  ^i" ^o^%)'{^t)\ 

Für  hinreichend  kleine  At  hat  dieser  Ausdruck  dasselbe  Zeichen 
wie  jj  —  6\  sobald  dies  nicht  null  ist,  und  also  ist  unser 
Satz  erwiesen. 
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In  den  besonderen  Punkten,  für  welche  JR  -»  oo  wird;  liegt 
der  Erümmungsniittelpnnkt  nnd  die  Erümmni^saze  unendlich 
weit;  sie  sind  dnrch  die  Forderung  S  ausgeschlossen. 

Für  die  Koordinaten  x^  y^,  js^  des  Erümmungsmittel- 
punktes  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(4)    Xi  —  a:  — 22cos9,    y^  —  y==  JB  cos^,    z^ — ^r-aJBcosx, 
oder 

^T  4^  ^ij 

Die  Formeln  (4)  lehren ,  dafs  die  Richtung  der  Haupt- 
normalen  mit  der  des  Krümmungsradius  übereinstimmt  oder 
ihr  entgegengesetzt  ist;  je  nachdem  JR  positiv  oder  negativ  ist. 

264.  Biohtung  der  Binonnale.  Bezeichnen  wir  mit  X,  ii,v 
die  Winkel;  welche  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Rich- 
tungen der  Krümmungsaxe  oder  Binormale  mit  den  positiven 
Koordinatenaxen  bildet;  so  bestehen;  da  diese  Gerade  senk- 
recht zur  Tangente  und  senkrecht  zur  Hauptnormale  ist;  und 
da  auch  diese  letzteren  zu  einander  senkrecht  stehen;  zwischen 
den  Kosinus  der  neun  Winkel 

«,/5;y;   9;*,z;   ^^i^,^ 

die  bekannten  Relationen;  nämlich: 

(1)  cos*  a  +  cos*  ß  -f  cos*  y  =  1 ,    cos*  9  +  cos^  ^  +  cos*  x^l, 

cos*  X  +  cos*  (i  +  cos*  V  =  1 ; 

(2)  cos*  a  +  cos*  9  -|-  cos*  il  «=  1 ,    cos*  ß  +  cos*  1^  +  cos*  fi  =  1, 

cos*  y  +  cos*  X  +  cos*  1/  «=  1 ; 

cos a  cos  9  +  cos /J  cos  ^  +  cosy  cos  35  =  0, 

(3)  cos  a  cos  A  +  cos  ß  cos  fi  -f-  cos  y  cos  v  ««  0; 
cos  9  cos  A  +  cos  ^ cos  II  +  cos X  cos  V  =  0; 


(4) 


COS  a  cos  ß  +  cos  <p  cos V'  +  cos  A  cos  ft  =  0; 
cos  a  cos  y  -|-  cos  9  cos  %  +  cos  A  cos  v  ^  0, 
cos ß  cos y  -}-  cos  ^  cos  j;  +  c<^s  f*  cos  v  —  0; 

23  • 
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cos  A  e«  Hh  (cos  /3  cos  ;|r  —  cos  y  cos^), 
cos  ft  —  +  (cos  y  cosg>  —  cos  a  cos  %) , 
cos  V  =  +  (cos  a  cos ^  —  cos  ß  cos 9>); 

cos  9  =  +  (cos  fi  cos  y  —  cos  v  cos  /3), 

(5)  s  cos  ^  =  +  (cos  V  cos  a  —  cos  k  cos  y), 
cos  3j  =  +  (cos  A  cos  ß  —  cos  ft  cos  a) ; 

cos  a  =  +  (cos  ^  cos  i/  —  cos  %  cos  f*), 
cos  /J  =  +  (cos  X  cos  A  —  cos  9  cos  v), 
cos  y  e»  +  (cos  9>  cos fi  —  cos  fff  cos  A); 

(6)  cos  A  (cos  /J  cos  2 — cos  y  cos ^)4-  cos  ^  (cos  y  cos  tp  —  cos a  cos %) 

+  cosv(cosacos^  —  cos/Jcosg))  =  +  1. 

In  den  zehn  Gleichungen  (5)  und  (6)  müssen  entweder  nur 
die  oberen  oder  nur  die  unteren  Zeichen  gewählt  werden. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  die  eine  oder  die  andere  Richtung 
der  Erümmungsaxe. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke 
für  die  Kosinus  der  Winkel  er,  /3,  y  und  %  iff,  %  als  Funktionen 
des  Parameters  t  gegeben.  Die  drei  ersten  Gleichungen  (5) 
lassen  auch  die  Kosinus  der  Winkel  Xy  (i^  v  in  derselben  Weise 
ausdrücken.  Die  erste  dieser  Gleichungen  lälst  sich,  ohne  dafs 
die  unabhängige  Yariabele  fixiert  wird,  schreiben: 

und    durch    Vertauschung    der   Buchstaben    erhält    man   das 
Gleichungssystem : 

cos  A  —  4-  ü 


(7) 


COS  fi  «=  +  jR 
cos  V  =  +  jR 


ä'oj"  —  X  z' 


xy^'—y'x" 


266.  Bifferenx  zwisohen  Kurvenbogen  und  Sehne.  Einen 
sehr  bemerkenswerten  Ausdruck  für  die  Differenz  zwischen 
einem  Kurreubogen  und  seiner  Sehne  erhält  man,  wenn  man 
die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  des  Bogens  einführt. 
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Diese  Rechnung  möge  hier  Platz  finden  als  eine  interessante 
Anwendung  der  gewonnenen  Resultate. 

Es  sei  8  die  Länge  des  Bogens^  gerechnet  von  einem 
willkürlichen  Anfangspunkt^  Xj  y,  e  seien  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Endpunktes;  die  Grolse  s  werde  als  unab- 
hängige Yariabele  genommen^  22  bezeichne  den  Krümmungs- 
radius im  Endpunkt.    Dann  ist 

(»  (g)"+(äf)'+ &)■-!, 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (1)  folgt: 
r^\  ^^_  ^*^  M  ^  ^  M  —  —       o 

Differentiiert  man  diese  Gleichung  von  Neuem,  so  erhält  man 
unter  Berücksichtigung  von  (2): 

fA\  —  d'j;    ,    dy  d*y     ,    dz  d^z  1 

W  ds  1^  "^  da  1^  '^  di  d«»  "*  ~  iJ«  * 

Die  Differentiation  von  (2)  ergiebt  femer: 

.p.  d*x^^^    dy  dy    ,d^  dU  _  \_     B} 

W  d«*   ds»  "^  d«*   d«»  "^"  d«*  d««  ~  2  "dV  ' 

xmd  endlich  die  Gleichung  (4)  auf  Grund  von  (5): 

d-i- 

W  ds    ds*  "*"  ds   dV  "^  d«  d«*  "^        2    ds   ' 

Sind  £kXy  Ay^  Aa  die  Inkremente  von  ^,  y,  i?,  wenn  s  um 
A^  wächst;  so  hat  man  nach   der  Taj^2orschen  Ent Wickelung: 

Ax       dx   ,     1   d*x  j.      ,    1   d^x  A   «   1     1   ^*^  A   «»    I 
Ä7  "=  d«  +  T  dJ«  ^«  +  T  d?^^+  24  d?^^«  +  '*■ 

£4  bezeichnet  eine  Grolse,  die  mit  As  von  mindestens  4^  Ord- 
nung null  wird.  Die  in  den  folgenden  Formeln  auftretenden 
Groisen  £4  werden  ebenfalls  sämtlich  mit  As  von  mindestens 
4*^  Ordnung  null,  sie  sind  aber  von  Formel  zu  Formel  ver- 
schiedene Funktionen  von  As.  Erhebt  man  diese  Gleichung 
ins  Quadrat,  so  erhält  man 
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\Äi)  -VdV  +  dsds^^'HYTsds^  +  TK-^^ 

+  Li2  ds  d8*  "f"  V  d««  <i«» J  ^^  "*"  **• 
Hieraus  gewinnt  man  die  Werte  von  \^)    nnd  \^) ,  wenn 

man  y  und  z  an  Stelle  von  x  schreibt;  addiert  man  als- 
dann diese  drei  Gleichungen,  so  folgt  auf  Grund  der  früheren 
Gleichungen: 

d  L 

A««  ^       12'   Ä»        24    d«    '^*    "*■  **• 

Zieht  man  gemäCs  der  Binomialformel  die  Quadratwursel 
aus,  so  wird 

_ .± 

A«  ^2  \12  Ä«  ^  24    ds    ^^  ^  W  ^^ 

oder 

.  1 

,„.      >/Aa:«  +  Ay«  +  A.«_-_   1  A««  _  I^'ac»^.^ 
^'^  '  A«  ^        24  18*"       48"^«^^**- 

Diese  letzte  Gleichung  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  ge- 
schrieben werden.  R  bezeichnet  den  Krümmungsradius  im 
Endpunkte  des  Bogens  5,  also  im  Anfangspunkte  von  As; 
mit  i2|  werde  der  Krümmungsradius  im  Endpunkte  des  Bogens 
As  bezeichnet.     Die  Differenz  der  Gröfsen 

_L-^ und      j 

As  ds 

wird  mit  As  null,   und  substituiert  man  die  erste  derselben 

in  die  Gleichung  (7)  an  Stelle  der  zweiten,  so  wird  dadurch 

nur  die  Gröüsie  £4  geändert.     Es  ist  demnach 

T/Ag«HFÄy*+"Ä^       1        (  ^  _i_    ^\  ^«*    I 

Ä"«  ~  ^  "■  ^5*  "^  Ä,V  '48  "''  **• 

Multipliziert  man  endlich  beide  Seiten  mit  As,  so  wird 

(8)    1/Ä^r+Ä7+ A?=  As  -  ^  (jj.  +  jj,)  As»  +  «,; 

£5  wird  mit  As  mindestens  von  der  fünften  Ordnung  null. 

Die  Differenz  zwischen  einem  Bogen  As  und  seiner  Sehne 
ist  also  gleich 
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Lii^+M?)^'' 


48 

bis  auf  eine  Grbbe,  die_mit  As^  moltiplunert  ist.  Dabei  be- 
deuten R  und  Ri  die  Erümmungsradien  in  den  Endpunkten 
von  As. 

Wir  wenden  die  Gleichung  (8)  auf  den  Bogen  eines  Kreises 
vom  Radius  1  an.    Ist  As  *«  2a,  so  ist 

yÄx^+Ä^'+'A?  —  2  sin a, 
und  die  Formel  (8)  giebt: 

sin  a  —  a  —  Y  +  £5. 

966.  Ordnung  der  Berfihrong  einer  Kurve  und  FlAohe. 

Es  sei 

(1)  ^-i^(^,y) 

die  Gleichung  einer  Flache.  Für  ä  «=  x^ ,  y  "-  ^o  n^öge  jb?  =  ir^j 
werden-,  dann  ist  M(Xq,  y^;  ^0)  ^^  Punkt  der  Fläche.  In  der 
Umgebung  der  Stelle  x^^x^,  y  — yo  nioge  F(x,y)  nebst 
seinen  sämtlichen  Ableitungen  bis  zur  n  -j-  1^°  Ordnung  ein- 
schliefslich  stetig  sein. 
Es  seien  zweitens 

(2)  y-A^),    xr  =  2^(^) 

die  Gleichungen  einer  Raumkurre;  für  x  «»  x^  werde  y  ^^  y^ 
und  0*^0^.  Dann  ist  M  auch  ein  Punkt  der  Raumkurve; 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x^^x^  sollen  f  und  F  nebst 
ihren  n  -{-  1  ersten  Ableitungen  bestimmte  endliche  Werte 
haben. 

Wir  betrachten  nun  den  Cylinder 

(3)  y^fix) 

und  fragen  nach  der  Schnittkurve  dieses  Cylinders  mit  der 
Fläche  (1).  Nennen  wir  g^  die  jet- Koordinate  dieser  Schnitt- 
kurve, so  wird 

nebst  seinen  n  -j-  1  ersten  Ableitungen,  die  nach  der  Regel 
der  Nr.  71  zu  bilden  sind,  stetig  in  der  Umgebung  der  Stelle 
x  =  Xq.  Für  x^Xq  selbst  wird  e^—  g^,  da  die  Fläche  (1) 
und   die   Raumkurve   (2)    den    Punkt   M(Xq,  y^,  0q)    gemein 
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haben.  Entwickeln  wir  daher  G(x)  nach  dem  Taylorschen 
Satze ^  80  wird: 

(4)    ,, -G(z,)  +  ?^g'''-(z- ,,)  +  ■■■ 

Dabei  bedeutet  x^  eine  Zahl  zwischen  Xq  und  x,  und  es  ist: 
G{x,)  =  ß,^F{x,,y,)^F(x,). 
Wir  bilden  nun  die  Differenz  js—ßi  zwischen  der  £r- Ordinate 
z^^^F^x)  unserer  Raumkurve  (2)  und  die  der  jer^- Koordinate 
der  Schnittkurve  von  unserer  Fläche  (1)  und  des  Cylinders  (3). 
Ihr  absoluter  Wert  giebt  den  Abschnitt  des  Lotes  e  an,  welcher 
zwischen  der  Fläche  (1)  und  der  Raumkurve  (2)  enthalten  ist 
Aus  der  zweiten  Gleichung  (2)  folgt: 

(6^  .  -  F(x.)  +  51<^1  («-;,,)  +  ... 

und  es  ist  wieder  X2  eine  Zahl  zwischen  x^  und  x.  Sub- 
trahieren wir  (4)  von  (5),  so  erhalten  wir  den  gesuchten  Wert: 

(6)        ,«,^=z:m^(5>.)(^_^j  +  ... 

+ -^, —i^—^oY-i {n+\)] ^  (^-^0)"+'- 

Ist  nun  Ic  eine  ganze  positive  Zahl,  kleiner  als  n,  so  kann 
es  vorkommen,  daüs  die  k  ersten  Potenzen  von  (x  —  ^r^)  in 
der  Entwickelung  (6)  fortfallen,  aber  nicht  mehr  die  t  + 1**"*, 
so  dais 

(7)  F'{x,)=G\xX-,  F<*)(a;o)=G»'(xo);  J'tH-«(xo)+ö(H-i)(x,) 
wird.  Dann  wird  die  Differenz  0  —  0^  für  a:  «*  Xq  null  von 
der  k  +  1**°  Ordnung,  und  man  hat: 

Wir  sagen  in  diesem  FaUe,  dafs  die  Fläche  (1)  und  die 
ümmkurve  (2)  sich  im  Funkte  M  in  der  1^^  Ordnung  berühren. 
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Ist  k^^O,  80  schneidet  die  Kurve  (2)  die  Fläche  (1)  im 
Punkte  M.  Ist  Je '^l,  so  wird  die  Tangentialebene  an  die 
Fläche  (2)  im  Punkte  M: 

(9)  e  -  ^0  -  F;  (^0 ;  Vo)  '  «  -  ^o)  +  Fy'  (X, ,  yo)  •  {v  -  J^o). 
Dagegen  wird  die  Tangente  an  die  Baumkurve  im  Punkte  M: 

(10)  fi-tfo  =  rC*»)  •  (I  -  *o),    ?  -  *o  -  -F"(*o)  •  (6  -  "o)- 
Da  aber  2;  •»  1  ist,  so  wird: 

(11)  F>o)  =  ö'(»„)-{j^;(«,y)+F;(a;.!/)Y)«-«..,=.. 

-■F'.'('o,yo)  +  ^;(^o,yo)r(*o)- 

Mithin  wird  die  Gleichung  (9)  identisch  erfQllt  von  allen 
Werten  iyfi,t}  welche  (10)  erfällen.  Im  Falle  der  Berührung 
erster  Ordnung  liegt  also  die  Tangente  der  Baumhurve  (2)  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche  (1). 

Wir  wollen  nun  die  allgemeine  Definition  der  Berührung 
Ic^  Ordnung  uns  geometrisch  veranschaulichen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Figur  64  und  legen 
den  Eoordinatenanfang  in  den  Punkt  M, 
dann  ist: 

^0  —  yo  "*  ^0  =  ^(^o)  ^  G{^o)  "  ^-     ^ 
Die    Tangentialebene    der    Fläche    (1) 
machen  wir  zur  a:y- Ebene;  dann  wird: 

Tind  mithin  nach  (11)  aach: 

F-ix,)  =  G'(Xo)  -  0. 
Es  wird  daher  einmal  nach  (5) 

(12)  Fi.)-^^^^  +  ...  +  ?^^^^+^^:^*' 

und  sodann  wird  die  Gleichung  (8): 

(13)  ir  —  jEfj  =  Ci+i  •  a;*+^  -| (-  CnX""  +  q>{x)  •  ar»+^; 

dabei  bedeuten  C;t+i  •  •  •  c«  Konstante^  deren  erste  von  null 
verschieden  ist  und  tp(x)  eine  Funktion  von  x,  welche  in  der 
Umgebung  der  Stelle  ^  «=  0  bestimmte  endliche  Werte  hat. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (12)  ist  jetzt 
evident.  Ist  M'(Xy  y^  e)  in  Fig.  64  ein  Punkt  der  Raumkurve, 
welcher  in  der  Umgebung  des  Punktes  M  liegt^  so  ist  z^  sein 
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Abstand  vou  der  Tangentialebene  in  M.  Ist  m  der  Schnitt- 
punkt des  von  M'  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Lotes 
mit  der  Flache  (1),  so  ist  0  der  Abstand  des  Punktes  m  von 
der  Tangentialebene.  Also  wird  z  —  g^  der  Abstand  der 
Punkte  m  und  M'  von  einander  und  wir  erhalten: 

(14)  jikf'w=a;*+'{c/4.i+c*4.ia^*+"-+c.a^-*-i+9?(«)r''-*^ 

Andrerseits  wird  der  Abstand  M'K  des  Punktes  M'  von 
der  Flächennormale  in  M  gleich  Yx*  +  y*,  wo  y  =»  JF(a:)  zu 
setzen  ist.     Nach  (12)  wird  daher 

M'K^  =  rr«  +  y«  =  ic»  +  F{x)^  —  a;*  +  ^(a:)-a;% 
wo  if{x)   in  der  Umgebung   von   ar  =  0   bestimmte   endliche 
Werte  hat     Mithin  wird 


und  mithin 


X' 


lim  «'^ +i^'  =  lim  ^  -  1. 

Also  ist  auch: 

,.      M'K       . 
lim ™  1. 

a:=-0     ^ 
Da  demnach  mit  x  auch  M'K  verschwindet,   so  können  wir 

auch  schreiben: 

«.         M  K        - 
hm     =»  1. 

jTJs:— 0   * 
Nach  (14)  wird  aber: 

»m     i 

Also  wird  auch 


lim  3:1:7«  c^+i. 
a;-»0  «^ 


endlich  und  von  null  verschieden;  d.  h.  M'm  wird  mit  M'K 
von  der  k  +  1*®^  Ordnung  null. 

Mithin  haben  wir  eine  rein  geometrische  Definition  der 
Berührung  Ä**'  Ordnung  gewonnen: 

Die  Fläche  (1)  und  die  Baumkurve  (2)  mögen  den  PutüU  M 
gemein  haben.  Bas  Lot  von  einem  M  benachbarten  Funkte  M' 
der  Raumhurve  auf  die  Tangentialebene  an  die  Fläche  in  M  schneide 
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die  Fläche  im  Punkte  m;  der  Abstand  des  Punktes  M'  von  der 
Flächennormalen  in  M  sei  M'K.  Alsdann  haben  die  Fläche  (1) 
und  die  Baumkurve  (2)  eine  Berührung  J^^  Ordnung  in  M,  wenn 
die  Länge  M'm  mit  M'K  von  der  i  +  !*•"  Ordnung  nuU  wird. 

267.  Osknlierende  Fl&ohen.  Betrachten  wir  statt  einer 
Fläche  (1)  eine  Schar  von  solchen,  deren  Gleichung  m  -f-  1 
wiUkürliche  Eonstante  enthält: 

(X)  z^F{x,y\  ai^aj,...a™+i) 

und  behalten  unsere  Baumkurre  (2)  bei;  so  können  wir  wieder 
y  e»/'(^)  in  (1^)  einsetzen  und  erhalten  so  wie  in  (3): 

(3')        iETi  —  F{X,  fix)',   ai  .  .  .  Om  +  l)  =  ß(a?;   Äx  .  .  .  Oni  +  i). 

Entwickeln  wir,  indem  wir  die  Voraussetzungen  der  vorigen 
Nummer  beibehalten,  z^  wieder  nach  Potenzen  von  x  —  Xqj 
80  wird 

(40;er,-Co+Ci.(a;-a;o)  +  "-  +  C,-(a:-a;o)«+9>(^)-(«-^o)"-^' 
wo 

ist.    Hingegen  wird  die  Entwickelung  (5)  der  vorigen  Nummer : 

(5)  if— Co+<?i-(a:-a;o)  +  -  +  c,(a;-j:o)-+^W-(^-^o)'^S 
wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Wir  nehmen  an,  dafs  n>  m  '\'\  ist. 

Die  Entwickelung  (5)  giebt  eine  jer- Koordinate  unserer 
festgegebenen  Raumkurve;  ihre  Koeffizienten  c  sind  feste  Zahlen. 
Die  Entwickelung  (4')  giebt  die  ;sr- Koordinaten  der  Punkte,  in 
welcheUf  die  je^- Koordinate  unserer  Baumkurve  eine  jede  Fläche 
der  Schar  schneidet;  ihre  Koeffizienten  G  sind  daher  Funktionen 
von  den  willkürlichen  Gröfsen  a^  . , .  a^^i' 

Ci  =  <7i(ai...am+i) 


Cm'^'gmiax  . .  .  a„,4.i). 
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Wir  wollen  nun  die  a  so  bestimmen,  daCs 

^0(^1  •  •  •  öw+l)  "=  Q  ■=  ^0 
/ß)  5^1(01  ...Om  +  O  —  Ci  =Ci 

^„.(aj  .  .  .  ttm+l)  "=.  Cm  **  C,n 

wird.  Dies  sind  m  +  1  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
I»  -j-  1  Gröfsen  a.  Im  Allgemeinen  reichen  diese  zur  Berech- 
nung der  Unbekannten  a,  ...Om-i-i  aus.  Setzen  wir  die  ge- 
fundenen Losungen  in  den  Ausdruck 

Gn+l  *=  <7m  +  l(öi  .  .  .  flm+l) 

ein,  so  wird  Cm+i  nun  seinerseits  bestimmt,  und  es  wird  im 

Allgemeinen  nicht  mehr 

(7)  Cm+l  «-*  Cm\+1 

werden.     Den  gewählten  Werten  der  a  entspricht  dann  eine 

bestimmte  Fläche  unserer  Schar  (!'),  welche  unsere  gegebene 

Raumkurve   in  m  -j-  1*®'   Ordnung   und   daher   in   so   hohem 

Grade  als  möglich  berührt.     Wir  definieren  nun: 

Definition.  Eine  Fläche  aus  einer  Flächenschar,  tcelche 
eine  gegebene  Baumkiirve  in  so  hoher  Ordnung  als  möglich  be- 
rührt, heisst  eine  oskulierende  Fläche  der  Schar. 

Stimmen  z.  B.  alle  Koeffizienten  der  Entwickelungen  (4') 
und  (5)  überein,  so  liegt  die  Kurve  ganz  in  der  Fläche;  die 
Fläche  berührt  sie  in  unendlich  hoher  Ordnung.  So  ist  die  os- 
kulierende Ebene  einer  ebenen  Kurve  die  Ebene,  in  welcher  die 
Kurve  liegt.     Femer  lehrt  das  Vorige: 

Eine  oskulierende  Fläche  aus  einer  Flächenschar,  deren 
Gleichung  tn  +  1  u^illMrliche  Parameter  enthält,  berührt  eine 
gegebene  Baumhurve  in  einem  gegebenen  Punkte  im  Allgemeinen 
in  der  m*^  Ordnung.  Es  unrd  dies  nämlich  dann  und  nur 
dann  eintreten,  wenn  es  nur  solche  Wertsysteme  (ai...a»+i) 
giebt,  welche  zwar  die  m  -^  \  Gleichungen  (6)  erfüllen,  aber 
nicht  mehr  die  Gleichung  (7). 

Wir  behandeln  im  Folgenden  als  Anwendung  die  oskulierende 
Ebene  und  oskulierende  Kugel  einer  Baumkurve,  welche  auch 
Schmiegungsebene  und  Schmiegungskugel  genannt  werden. 

268.  Sohmiegungsebene.  Die  Gesamtheit  aller  Ebenen 
bildet  eine  Schar  von  Flächen,  welche  von  w  -f-  1  ««  3  will- 
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kürlicben  Parametern  abhängt.  Man  wird  daher  erwarten 
können,  dafis  man  für  eine  gegebene  Raumkurre  in  einem  ge- 
gebenen Punkt  eine  in  zweiter  Ordnung  berührende  Ebene 
als  oskulierende  Ebene  erhält. 

In  der  That  seien 
r2)  y -/•(«),    »--Fix) 

wieder  die  Gleichungen  der  gegebenen  Baumkurve  und 
M(Xq,  y^y  0f^  der  Punkt  der  Raumkurve,  in  welchem  wir  die 
Schmiegnngsebene  konstruieren  wollen.     Dann  ist: 

(3)  yo^rW,  ^0-^(^0). 

Die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  den  Punkt. üf  geht,  ist: 
(1)  z  —  g^^a-ix  —  Xq)  +  6-(y  —  y„). 

Eine  j?- Koordinate  unserer  Raumkurve  schneidet  sie  in  einem 
Punkte,  dessen  ir- Koordinate  g^  sich  berechnet  aus 

oder 

(4)  «,-*o  =  [«  +  6-r(«o)](^-*o) 

Den  Bau  der  fortgelassenen  und  nur  durch  Punkte  bezeich- 
neten Glieder  erkennt  man  aus  der  mit  (4')  bezeichneten 
Gleichung  der  vorigen  Nummer.  Er  geht  uns  hier  nichts 
an.  Andrerseits  wird  die  xr- Koordinate  der  Raumkurve  nach 
Gleichung  (5)  der  vorigen  Nummer: 

(5)  ^-^o--F'(^o)-(^-^o) 

+  Lr\x,Hx^x,y+^F'\x,).{x-^x,y  +  -.. 

Wir  bestimmen  nun  a  und  b  so,  dafs 

(6)  a  +  h.riXo)^F'{x,),    h.f"{x,)~F"{x,) 

wird;  dies  geht  immer,'' wenn  /*"(^o)  iiicht  null  ist.  Da  die 
B-  und  y-Koordinate  gleich  berechtigt  sind,  kann  man  immer 
annehmen,  dals  f"{x^  nicht  null  ist,  wenn  nicht  f"{x^  und 
F"{x^  beide  null  sind.    Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  bestimmen 

^     rM   ^"^^  ^  rix,) 
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die  Schmiegungsebene,  und  diese  berührt  in  der  zweiten  Ord- 
nung, wenn  nicht 

wird.    Nach  (1)  wird  ihre  Gleichung: 
f"{x,Xz  -  ,,)  -  [F  (*o)  fix,)  -  F"{x,)  fix,)]  {X  -  X,) 

+  F"(;r„).(y-y«). 

Schreiben  wir  x^  y,  e  für  x^,  y^^  b^  und  6,  i?,  S  für  x,  y,  0, 
80  sieht  die  Gleichung  so  aus: 

(')g«-)-G^ß-5lS)«-')+.^('-»)- 

Sie   liefert   uns   wirklich   die   Gleichung   einer  Ebene,  wenn 
nicht  im  Punkte  M  gerade  y"  und  e"  verschwinden. 
Sind  die  Gleichungen  der  Raumkurve  in  der  Form 

gegeben,  so  wird;  wenn  die  Accente  Ableitungen  nach  t  be- 
deuten: 


dy 

v' 

dz 

z* 

dx 

x' 

'     dx 

x' 

t 

d^y 

x' 

^'-^"y 

d*z 

x'z''- 

•x"z 

dx' 

x'^ 

} 

dx^ 

X' 

X         y 

dy  d*z 

dz  d^y 

y^' 

y"^' 

dx  dx 

dx  dx^ 

X 

S            7 

und  mithin  wird 

(8)         (y'«"-  y"/)  (6  -  rc)  +  (dx-z'x)  .  (ij  -  y) 

+  (a:y-a:'Y)a-^)  =  0 

die    Gleichung    der    Schmieguugsebene,    sobald    im    Punkte 
M{x^  y,  z)  nicht  gleichzeitig 

yV'-yV-O,    /a?"~/'a:'«0,    xy"—x"y^O 

wird.  Unter  dieser  Annahme  wird  das  Lot  auf  der  Schmiegungs- 
ebene 

y  ^"  —  y"  ä'        ^  a;"  —  z"  X        x'  y"—  x"  y 
nach  Nr.  264^  Gleichung  (7)  die  Binormale.    Also  sehen  wir : 
Die  Schmiegungsebene  ist  die  durch  Tangente  und  Haupt- 
normale  gelegte  JEhene;  d,  h.  die  Ebene  des  Krümmungskreises. 
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Übrigens  lälst  sich  ihre  Gleichung  (8)  auch  in  die  Deter- 
minantenfonn  setzen: 

l-x,  n  —  y,  t-i 

X'    ,        y'    ,       £       =0. 
X'  ,       y     ,       d' 

269.  Andere  Definition  der  Sohmiesnngsebene.  Die 
SdMmeg^ngsäbeM  in  einem  Punkte  M  einer  Kurve  igt  die  Grenze^ 
nach  wddier  eine  Ebene  konvergiert,  die  durch  den  Punkt  M 
und  9wei  andere  Kurvenputücie  M'M"  gelegt  ist,  wenn  diese 
nach  M  hineinrücken. 

Ist  wiederum  t  die  nnabhaiigige  Variabele;  und  sind  die 
Koordinaten  der  Eurvenpunkte  durch  die  Gleichungen 

definiert,  werden  femer  die  Werte  der  Variabelen,  welche  den 
Punkten  Jf,  Jf' ,  JT'  entsprechen,  mit  t,  /  +  Ai,  ^  +  *»  he- 
zeichnet,  so  ist  die  Bedingung,  dafs  die  Ebene 

ag  +  6ij  +  cg  —  I?  =  0 
durch  den  Punkt  M  geht: 

«9(0 +  6^^(0  +  ^(0 --P-0- 
Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  links  mit  F{t\  so  werden 
die  Bedingungen,  dajb  die  Ebene  die  drei  Punkte  M^  JIT,  M' 
enthält: 

Läfst  man  die  beiden  Grofsen  \  und  \  null  werden,  so 
reduziert  sich  dieses  System  nach  Nr.  66  auf 

F{t)~0,    F\t)  —  0,    r\t)~o. 

Zur  Bestimmung  der  Eonstanten  a,  b,  c,  p  erhält  man 
also  die  Relationen: 

ax  -^by  +  C0  — p  =«  0, 
ax+by+ce—0, 
ax'+  6y"+  c/'—  0, 
wodurch  die  Schmiegungsebene  definiert  ist. 

Bemerkung.  Man  definiert  auch  von  vornherein  die  Os- 
kulationsebene  vermittelst  einer  der  beiden  zuletzt  bewiesenen 
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Lehrsätze.    Die  Hauptnormale  kann  dann  definiert  werden  als 
die  Schnittlinie  der  Normalebene  mit  der  oskulierenden. 

§  4.  Torsion  einer  Baumkurre. 

An  die  Spitze  dieses  und  des  folgenden  Paragraphen  stellen 
wir  die  Forderung: 

Forderung  @.  Die  Forderung  S)  sei  erßUU;  aufserdem  sei 
in  der  ümgdmng  der  betrachteten  Stelle  t,  solange  das  Cregenteü 
nicht  ausdrücklich  bemerkt  ist,  der  Ausdruck 

'  X     y     z     ' 

'/        tf       fr 

\^   y   e    \ 

!  x"'  y"  b" 

nidd  nuU. 

270.  Definition  der  Torsion.  Die  Änderung  der  Tangenten* 
richtung  beim  Übergange  Yon  einem  Eurvenpunkt  zu  einem 
andern  hat  uns  zu  dem  Begriffe  der  Krümmung  gef&hrt.  Bei 
den  Baumkurven  aber  hat  man  noch  eine  andere  Eigentüm- 
lichkeit zu  betrachten;  die  Torsion  oder  eu)eite  Krümmung^  von 
welchen  der  Name  Kurven  doppelter  Krümmung  herrührt.  Die 
Torsion  eines  Eurrenbogens  ergiebt  sich  aus  der  Änderung 
in  der  Stellung  der  OskulationsebenC;  oder  der  Erümmungs- 
axC;  beim  Übergange  von  dem  einen  Ende  des  Bogens  zum 
anderiL  Zu  ihrer  präzisen  Definition  müssen  wir  dieselben 
Betrachtungen  wie  bei  der  ersten  Erümmung  anwenden. 

Es  sei  AM  ein  Eurvenbogen,  MT  die  Richtung  der 
Tangente   in  My  MN  die   der  Hauptnormalen  und  ML  die 


«..«.   ^ 

T 

/ 

V^          1       - 
1  ^■ 

V 

'N 

eine  oder  andere  der  beiden  Richtungen  der  Binormale.    Die 
Richtung    der  Tangente    ist    hierbei    in   jedem   Punkte    des 
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Bogens  AM  ebenso  bestimmt,  wie  in  Nr.  259.  Wir  kon- 
struieren eine  Engel  mit  beliebigem  Mittelpunkt  0,  deren 
Radius  gleich  der  Einheit  ist,  und  ziehen  die  Radien,  welche 
parallel  sind  den  Tangenten  in  den  verschiedenen  Punkten 
des  Bogens  AM]  ihre  Endpunkte  bestimmen  auf  der  Kugel 
die  Kurve  afi,  deren  Länge  die  erste  absolute  Krümmung  des 
Bogens  AM  mifst.  Sodann  ziehen  wir  durch  den  Mittel- 
punkt 0  derselben  Kugel  die  Durchmesser,  welche  den  Binor- 
malen in  den  verschiedenen  Punkten  des  Bogens  AM  parallel 
sind.  Die  Endpunkte  dieser  Durchmesser  werden  auf  der 
Kugel  zwei  symmetrische  Kurvenbogen  bestimmen.  Ist  am 
einer  dieser  Bogen,  so  heüjst  seine  Länge  r  die  abaohäe 
Torsion  oder  zweite  Krümmung  des  Bogens  AM. 

Ist  der  Endpunkt  A  des  Bogens  AM  fest  und  M  beweg- 
lich, so  wird  die  Torsion  r  variabel.  Das  Differential  dt 
heüÜst  der  Torsionstcinkel  im  Punkte  M  oder  der  Kontingenz- 
winkd  in  Beeuy  auf  die  zweite  Krümmung. 

Ist  MM''^  As  ein  Zuwachs  des  Bogens  s  und  j  der 
Winkel,  den  die  Oskulationsebene  des  Punktes  M  mit  der 
Oskulationaebene  in  M'  bildet,  so  bestimmen  die  Endpunkte 
der  Radien  Om,  Om\  parallel  zu  den  Loten  dieser  Ebenen, 
auf  der  sphärischen  Kurve  den  Bogen  Ar,  der  nach  unserer 
Definition  die  Torsion  des  Bogens  MM'  ist.  Nach  dem  bei 
der  ersten  Krümmung  in  Nr.  260  angewandten  Verfahren  kann 
man  beweisen,  dafs 

lim  J-  =  1 

wird;  d.  h.  das  Verhältnis  des  Winkels  der  Oskulationsebenen 
in  den  Endpunkten  eines  Bogens  zur  Torsion  dieses  Bogens 
hat,  wenn  der  Bogen  null  wird,  die  Einheit  zur  Grenze. 

Mittlere  Torsion  eines  Kurvenbogens  ist  das  Verhältnis 
der  absoluten  Torsion  zur  Bogenlänge.  Endlich  nennen  wir 
Mafia  der  Torsion  oder  der  zweiten  Krümmung,  oder  auch 
schlechtweg  Torsion  der  Kurve  in  einem  bestimmten  Punkte 
die  Grenze,  nach  welcher  die  mittlere  Torsion  eines  Kurven- 
bogens konvergiert,  der  diesen  Punkt  zum  Anfang  hat,  wenn 
die  Bogenlänge  null  wird.  Demnach  hat  die  Torsion  im 
Punkte  M  der  Kurve  AM  den  Wert: 

Serret,  Diff.-  n   Intogral-Bechnung.    I.    2.  Aufl.  24 
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i.      At      j       dt 
hm  -T—  oder  -j-  • 
As  da 

Auch  diese  zweite  Erümmung  kann  man  der  Erümmong 
eines  Kreises  gleichsetzen.  Demnach  nennt  man  TorsUmsrtidius 
den  Radius  eines  Kreises^  dessen  Erümmung  gleich  der  Torsion 
der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  ist.  Für  den  Wert 
T  derselben  erhält  man 

T=  —  =  -  . 
dz         z 

Hinsichtlich  V  des  Vorzeichens  von  dx  gelten  analoge  Bemer- 
kungen wie  in  Nr.  260  über  das  von  ä6.  Die  Betrachtungen 
setzen  voraus,  dafs  dx  auf  dem  Wege  von  a  bis  m  auf  der 
Einheitskugel  nie  null,  also  T  nicht  unendlich  wird.  Die 
Formel  (1)  der  Nr.  274  lehrt,  dafs  dies  die  Forderung  @ 
ausschlielst. 

27L  Torsionswinkel.  Die  Eurve  AM  sei  auf  drei  recht- 
winklige Axen  bezogen  und  der  Mittelpunkt  0  der  Eugel  in 
den  Anfangspunkt  dieses  Eoordinatensystems  gelegt,  x,  y,  z 
bezeichnen  die  Eoordinaten  des  Punktes  M,  A,  (i,  v  die  Winkel, 
welche  eine  der  Richtungen  ML  oder  Om  der  Binormale  mit 
den  positiven  Eoordinatenaxen  bildet  Die  Eoordinaten  des 
Punktes  m  sind  dann 

cos  k  y     cos  jti  j     cos  Vj 

und  folglich  wird  die  Ableitung    ,     des  Bogens  r: 


r'  =  l/(cos  A)'«  +  (cos  fi)'«  +  (cos  i;)'*. 

Die  Eosinus  der  Winkel  A,  /ü,  v  sind  als  Funktionen  der 
Eoordinaten  bekannt  (Nr.  264);   man   kann  demnach  x'  und 

T«=—  als  Funktion   dieser   Gröfsen   berechnen,   was   spater 

geschehen  soll. 

272.  Die  Frenetschen  Formeln.  Die  Frenefechen  Formeln 
beruhen  auf  der  Thatsache,  dafs  die  Tangenten  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  m  und  fi  der  beiden  sphärischen  Eurven, 
welche  wir  eingeführt  haben,  parallel  sind. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  früheren  Paragraphen 
beibehalten ;  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 
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co8a(co8a)'+  co8/J(co8/3y+  co8y(co8yy«.  0, 
^  ^  cos  A  (cos  «)'  +  cos  (i  (coB  /jy  +  cos  V  (cos  y)'  =  0. 

Denn  da  die  Grofsen  (cosay,  (cos/jy,  (cosyy  proportional 
sind  zn  cos  9;  cos  ^,  cos  2^  so  drücken  die  Gleichungen  (1) 
aus,  dafs  die  Haaptnormale  zur  Tangente  und  zur  Binormale 
senkrecht  steht.  Beachtet  man  die  zweite  dieser  GleichuDgen 
und  differentiiert  man  die  folgenden: 

cos  a  cos  A  -f-  cos  ß  cos  ii  +  cos  y  cos  i/  —  0 , 

cos^A  +  cos^ft  +  cos'v  =*  1, 
so  erhält  man: 

cos  a  (cos  Ay  +  cos  ß  (cos  ft)'  +  cos  y  (cos  vy  «=»  0 , 

^  ^        cos  A  (cos  Ay  +  cos  ft  (cos  fi)'  +  cos  v  (cos  v)'  =  0. 

Die  Koeffizienten  der  Ableitungen 

(3)  (cosay,    (cos/jy,     (cosyy 

in  den  Gleichungen  (1)   sind   aber  genau  dieselben,   wie  die 
Koeffizienten  der  Ableitungen 

(4)  (cosAy,     (cosf^y,     (cos^y 

in   den  Gleichungen  (2);   folglich   sind   die   Ableitungen  (3) 
und  (4)  einander  proportional,  d.  h.  man  hat: 

(5)  (^^®  ^y  =,  (cos  f*)'  ^  (cos  ir)'  ^ 
^  ^                               (co8  a)'        (cos  ßy        (coH  y)' ' 

Diese  Gleichungen  beweisen  die  ausgesprochene  Eigen- 
schaft: denn  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
im  Punkte  m  der  zweiten  sphärischen  Kurve  mit  den  Axen 
bildet,  sind  proportional  den  Ableitungen  der  Koordinaten, 
d.  h.  den  Ableitungen  (4);  und  ebenso  sind  die  Kosinus  der 
Winkel,  welche  die  Tangente  im  Punkte  f»  der  ersten  Kurve 
bildet;  proportional  den  Ableitungen  (3).  Hieraus  folgt,  dalis 
diese  beiden  Tangenten  parallel  sind. 

Aber  indem  man  die  Punkte  a  und  a  zu  Anfangspunkten 
der  sphärischen  Kurven  wählt,  können  die  Tangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  die  nämliche  Richtung  oder  die  ent- 
gegengesetzte haben.  Die  sphärische  Kurve,  welche  sich  auf 
die  Axen  der  Oskulationsebenen  bezieht,  setzt  sich  nach  unserer 
Konstruktion  aus  zwei  symmetrischen  Teilen  zusammen,  welche 
den  beiden  Richtungen  dieser  Axen  entsprechen.    Solange  man 

24* 
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also  nur  den  einen  oder  den  anderen  Teil  der  Karre  am  be- 
rückflichtigt^  können  die  Richtungen  der  Tangenten  in  m  und  ^ 
gleich  oder  entgegengesetzt  sein.  Wir  wollen  nun  annehmen^ 
daJs  man  die  Kurve  am  derart  konstruiert  hat,  daüs  die  Tan- 
genten in  m  und  ii  die  nämliche  Richtung  haben,  dieselbe, 
welche  zugleich  Richtung  der  Hauptnormalen  im  Punkte  M 
ist.  Alsdann  ergiebt,  auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  der 
Nr.  262,  die  obige  Formel: 

d  cosZ 
"dt ^^®^' 


(6) 


dcosa 

(2  cos  V 

dx"  "=  "««  ^ 


278.  ZuBammenatellung  der  bisher  gefundenen  Formeln. 

Wir  wollen  hier  noch  die  verschiedenen  Resultate,  welche  wir 
in  den  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben,  zusammenstellen. 
Wir  bezeichneten  mit 
X,  y,  j?  die  rechtwinkligen  Koordinaten, 
oCf  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Tangente,  ge- 
nommen in  der  Richtung  der  positiv  wachsenden  un- 
abhängigen Yariabelen,  mit  den  positiven  Koordinaten- 
azen  bildet, 
9,  ^,  X  ^^^  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  mit  denselben 

Axen  bildet, 
X,  fi,  V  die  Winkel,  welche  die  entsprechende  Richtung  der 
Binormale  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet^ 
ds,  dffy  dt  das  Differential  des  Bogens,  den  Kontingenzwinkel  und 
den  Torsionswinkel. 
Alsdann  hat  man: 

dz 

ds  -^^^Y. 

d  cosy 
de     -"«osz, 

d  cos  V 

und  die  Richtung  der  Binormale  ist  nun  bestimmt,  wie  im 
vorigen  Paragraphen  angegeben  wurde. 


(1) 

dx                             dy                ^ 

(2) 

deoaa                      d  cos  ß 

de      =«089,,        d/  =  C08*, 

(3) 

<{  cos  1                      d  cos  U 

äi      =C0S9,         j/  =  C08^, 
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Differentiiert  man  die  Gleicliimg 

COs'g)  — =  1  —  cos*«  —  C08*A, 

so  folgt: 

cos  9>  d  cos  9?  BS  —  cos  a  d  cos  a  —  cos  A  d  cos  X, 
und  benutzt  man  die  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  wird: 
d  cos  g)  =■  —  cos  ad6  —  cos  Adr. 

Durch  Yertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  ein  neues 
System  von  Gleichungen: 

Id  cos  9  —  —  cos  ad6  ^  cos  X  dt, 
d  cos  ^  -*  —  cos  /9  d<f  —  cos  (i  dt, 
d  cos  X  —  —  cos  y  d(y  —  cos  v  dt. 
Die  Gleichungen   (2),  (3),  (4)   drücken  die   Differentiale   der 
neun  Kosinus  als  Funktionen  von  ihnen  und  der  Differentiale 
ds,  d6,  dt  aus.     Andererseits  hat  man 

(5)  j*=B^_Z 

^  ^  dt  dz 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt  noch: 


y{d  cos  q>y  +  {d  cos  ^)>  +  {d  cos  xf  —  ydfS^  +  dt\ 
Dieser  Ausdruck  ist  das  Differential   des   Bogens   einer 
dritten  sphärischen  Kurve,  welche  entsteht,  wenn  man  durch 
das  Centrum  der  Kugel  die  Radien  zieht,  welche  den  Haupt- 
normalen  der  gegebenen  Kurve  parallel  sind. 

274,  Eine  Anwendung  dieser  Formeln.  Als  Beispiel 
f&r  die  Anwendung  dieser  Formeln  wollen  wir  die  Berech- 
nung des  Torsionsradius  T  als  Funktion  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  ausführen.  Wir  benutzen  die  Gleichungen  (7)  in 
Nr.  264,  nämlich: 


+ 

« 

■coaX 

= 

y'z'- 

—  y" 

'^, 

+ 

8 

*  cosft 
~B~ 

= 

z'x" 

—  z 

'^', 

+ 

»' 

•COBJ' 

= 

x'y" 

—  x 

'y- 

Differentiiert  man  diese  Gleichungen,  indem  man  die 
Formeln  (3)  und  (5)  des  vorigen  Paragraphen  beachtet,  so 
findet  man: 
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-g-j  cosA  +  ^^  CO89  =  +  (y'/"  —  y  "/), 
cos  ^  +  ^j,  cos  ^  —  +  (/«"'  —  z"x\ 
cos  1;  +  -^-J,  cos X  =  +  (xy -  x%j\ 

und   addiert  man  diese   Gleichungen,  nachdem    man   sie   be- 
züglich multipliziert  hat  mit  den  drei  folgenden  (Nr.  262): 

E 


Q 
Q 


cos  g)  =  a:" ,  X  y 


8  '  s* 

jj-cos^  =  y"— ^,  */', 


E 
so  folgt: 


cosa:  =  ^  — -Äf, 


5rr  =  ±{(»«   -y   «)a;  +(««  —z    x)y  +(xy  —x  y)z  }. 

Ersetzt  man  nun  ^,  durch  seinen  Wert  aus  den  Glei- 
chungen (7)  der  Nr.  264,  so  wird 

K^)    ^'^Ztz  (^^r^i/"z)x"  +  {zx'--z'"x)y-+{x'y"^x'"y')s-' 

Der  Wert  von  T  ist  positiv;  diese  letzte  Formel  be- 
stimmt demnach  das  Vorzeichen,  welches  man  in  den  Glei- 
chungen (5),  (6),  (7)  der  Nr.  264  an  Stelle  des  zweideutigen 
Zeichens  +  zu  setzen  hat,  wenn  man  sich  erinnert,  dafs  die 
Richtung  der  Binormale  durch  die  in  Nr.  272  gemachte  An- 
nahme fixiert  ist.  Auch  ist  zu  bemerken,  dafs  sich  der  Tor- 
sionsradius als  eine  rationale  Funktion  der  Ableitungen  dar- 
stellt. 

275.    Die  ebene  Kurve  als  Spealalfall   der  "Baum  kurve. 

Wenn  man  den  Nenner  des  Ausdruckes  (1)  für  T  null  setzt 
bei  allen  Werten  der  Variabelen,  so  erhält  man  die  Bedin- 
gung dafür,  dafs  die  Kurve  eine  ebene  ist.  Macht  man  x  zur 
unabhängigen  Variabelen,  setzt  also  x'«^  1,  a;"«=  0,  a;"'«-=  0 
so  wird: 

_      (yV'~r'yT  +  y"*+^"* 


y'"/'-y"/"  ' 


und  die  Bedingung  wird: 
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y-V'- y'V"- 0. 
Diese  Gleiehnng  läfst  sich  in  der  Form  schreiben: 


{f)'-o. 


sie  drückt  also  aas,  dafs  das  Verhältnis  -^  gleich  einer  Eon- 
stanten B  ist;  also  hat  man 

z  -By'     oder    ^.-^-?, 

und   folglich  können  ^  und  —~   nur  um   eine   Eonstante 

differieren;  es  ist 

dz       Bdy   ,     - 

dx"^   dx   "T^^ 
und  hieraus  folgt 

g  —  By  +  Äx  +  C, 

wobei  C  eine  neue  Eonstante  ist.  Diese  Gleichung  stellt  eine 
Ebene  dar,  in  welcher  die  Eurve  liegt. 

§  5.  Die  Schmlegungskugel  einer  Baumkurre. 

276.  Definition  der  SohmiegongskogeL  Wir  knüpfen 
an  die  Betrachtungen  der  Nr.  266  und  267.  Wir  betrachten 
die  Gesamtheit  aller  Engeln.  Sie  bilden  eine  Schar  Ton 
Flächen,  deren  Gleichung 

( 1 )         (x  -  ay  +  (if  —  by  +  (0  —  cy  -  r'  ~  0 

m  +  1  <»  4  willkürliche  Parameter  enthält,  die  Eoordinaten 
(a,  by  c)  des  Eugelmittelpunktes  und  den  Radius  r  der  Eugel. 
Wir  suchen  nun  für  eine  gegebene  Raumkurve: 

(2)  y^f(x),z^F(x) 

diejenige  Eugel,  welche  sie  in  einem  gegebenen  Punkte 
Mix^y^ß^)  oskuliert.  Es  wird  im  Allgemeinen  dann  eine  Be- 
rührung m  «>  3^  Ordnung  zu  erwarten  sein.  Wie  finden  wir 
die  Schmiegungskugel?  Hierzu  ist  es  nötig  die  Gröfsen  a,  t,  c,  r 
zu  finden. 

Um  an  die  Betrachtungen  von  Nr.  266  und  267  anknüpfen 
zu  können,  wollen  wir  uns  (1)  nach  0  aufgelöst  denken: 

(3)  0  -  y^FZL-J^^Zr^y  -_'-(^^^iy^ 

Für  a:  =  a?o,  y  =  yo  ^^'^  d^®  Wurzel  gleich  0^]  ist  — ■  wie  wir 
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annehmen  können  —  0^  von  null  verschieden,  so  bestimmt 
sein  Vorzeichen  auch  das  der  Wurzel  an  der  Stelle  x  =  Xq, 
y  =  jfQ  und  auch  in  der  Umgebung  dieser  Stelle;  denn  in 
ihr  muHs  das  Vorzeichen  dasselbe  bleiben  wie  an  der  Stelle 
X  =  Xq,  y  =  yQ  selbst.  Um  die  Ideen  zu  fixieren  denken  wir 
uns  das  Zeichen  positiv. 

Nach  der  Methode  der  Nr.  266  müssen  wir  nun  aus  (2) 
y  =r=  f(^x)  in  (3)  einsetzen  und  nun  Gleichung  4  in  (Nr.  266) 


(4)  z,  =  Vr^  -  (o;  -  ay  -  {fi,x)  -  by 

nach  Potenzen  von  x  —  Xq  entwickeln;  alsdann  müssen  die 
ersten  vier  Koeffizienten  dieser  Entwickelung  übereinstimmen 
mit  den  entsprechenden  der  Gleichung  (5)  in  Nr.  266;  d.  h.  mit 

(5)  Fix,),  i^(xo),  ^p^,  ™. 

Wie  werden  nun  jene  ersten  vier  Koeffizienten  der  Gleichung 
(4)  berechnet?  Da  müssen  wir  in  der  Gleichung  (4)  die 
Werte  von 

^1'   d~x>    2!  dx^'    3!  da;» 

an  der  Stelle  x  ^^^  x^,  y  ^^  y^,  e  =  Zq  ermitteln.  Diese  finden 
wir  aber,  indem  wir  in  (1)  y  —  /(^)>  ^  ■=  ^i  setzen,  die  so 
erhaltene  Gleichung 

{x  -  ay  +  (f{x)-by-\-iz,  _  c)'-r*  -  0 
dreimal  nach  x  differentiieren: 

(x-a)  +  if(x)-b).nx)  +  (g^-e)^^0, 

(6)  \i+nxy+(^y+  (/•(^)-2') r(a^)+(^.-'')S=ö' 

und  schliefslich  x  ^=^  x^  setzen. 

Hierin  ist  nun  die  Substitution 

'.  =  ^(-o),  ßS)  =  F'(x,),  (g)^=  F"(Xo),  (S)^-=  F"'(xo) 
ZU  machen.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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A«o)-yo,  r(«o)-yo',  r(«o)-yo",  r(«o)-yo"', 
F{i,,)  ^z„r  (X,)  =  V,  F"  (x,)  -  v,  J-"  K)  -  <", 

80  werden  die  Gleichungen  (6): 

(«o-«)*  +  (yo-6)*  +  K-c)»-r«-o, 

(xo  -  a)  +  (yo  -  6)  y,'  +  K  -  «)  V  =  0, 

(1  +  yo"  +  <*)  +  (yo-6)yo"  +  K  -OV-o, 
5  (1  +  yo'*  +  <*)  +  (vo  -  6)yo"'  +  (^0  -  c)r  -  0. 

Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  M  wieder  mit 
{Xj  y,  z)  und  die  linke  Seite  der  Eugelgleichung  mit  F,  so 
werden  die  letzten  Gleichungen: 

V=  {x -  ay  +  (y-  6)*  +  {z-  cy  —  r^^  0, 

Dabei  bedeuten  die  Differentialquotienten  3^ y  **  *  die  Werte^ 

welche  sie  unter  Zugrundelegung  der  Gleichungen  der  Raum- 

kurve 

(2)  y^ax),e^F(x) 

haben. 

Ist  dagegen  die  Raxunkurre  durch  die  Gleichungen 

gegeben,  so  verwandelt  sich  wegen 

dy y^      de         / 

d«        x' '    dx        x' 

das  System  (7)  in  bekannter  Weise  in  das  folgende: 

y=  («-a)«  +  (y-6)»  +  («-C)»- r»  =  0, 

i-g -  3s's"  +(a;-a)a/"+  (y - b)y"'+  {0-ey"^O. 


(8) 
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So  viel  Lösungssysteme  (a,  b,  c,  r^)  ab  diese  vier  Glei- 
chungen besitzen,  so  viele  Schmiegungskngeln  giebt  es  im 
Punkte  M  der  Raumkurve. 

Die  drei  letzten  Gleichungen  sind  linear  in  a^b,  c,  Ihre 
Determinante: 

^\    y\    »' 

ff     *i    '  * 

3!  ,    y  ,    e 

X  y  y  ,   z 

ist  nach  Anforderung  @  von  null  verschieden.  Also  giebt  es 
nur  ein  Wertsystem  a,  by  c,  welchem  nach  (1)  auch  nur  ein 
Wert  von  r*  entspricht.  Wir  haben  also  nur  eine  wohl  be- 
stimmte Schmiegungskugel. 

Analog  wie  bei  der  Schmiegungsebene  geben  wir  hier 
noch  eine  andere  Definition  der  Schmiegungskugel. 

277.  Nene  Definition  der  Sohmiegnngskugel.  Es  be- 
steht der 

Satz.  Legt  man  durch  den  Punkt  M  und  drei  benachbarte 
Funkte  M' ^  Wj  M'"  einer  Baumhurve  eine  Kugd^  so  geht  diese 
in  die  Schmiegungskugel  über^  wenn  M',  IT',  M"'  nach  M 
hineinrüdcen. 

Setzen  wir  in  die  Eugelgleichung 

r=  (x  -  ay  +  {y—by  +  {z—cy  -  r*  =  o 

die  Werte 

ein,  so  wird  V  eine  Funktion  von  ii 

7=F(0. 
Den  Punkten  Jtf',  Jf',  Jf"'  mögen  die  Werte  t+\y  t+\,  t+h^ 
des    Parameters   t  entsprechen;    dann   sind    für    eine    durch 
Jf,  M\  M%  M'"  gehende  Kugel  a,  t,  c,  r*  aus  den  vier  Glei- 
chungen 

F(0  =  0,  F(^+Ä0  =  O,  y{t  +  h)^0,  V(t  +  h,)  =  0 
zu  bestimmen.    Mit   Hülfe   des    Satzes   der  Nr.  66   schliefst 
man  hieraus,    wie   in    Nr.  269,    dafs   für   ä^  =  ä^  =  ä,  «»  O 
dieses  Gleichungssystem  übergeht  in 

V{t)  =  0,  F'  (0  —  0,  F"  (0  =  0,  V"  (0  =  0, 
und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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278.  BadiuB  und  Mittelpunkt  der  oekoUerenden  KngeL 
Die  Koordinftten  des  Mittelpunktes  der  oskalierenden  Eagel 
werden  durch  die  letzten  drei  Gleichungen  (8)  der  vorigen 
Nummer  bestimmt.  Wählt  man  $  als  unabhängige  Yariabele^  und 
schreibt  Xq,  y^,  z^  für  a^  h^  c,  so  werden  jene  drei  Gleichungen: 

(*o  -  *)  äf  +  (tfo  -  y)  •  ^  +  (*o  -  •^)  •  ä  j  -  ® ' 
('o  - «)  Jp  +  (»0 — y)  £?  +  (*o  - ')  ä]ft  =  0. 

Nach  Nr.  273  wird  aber: 

dx 

57  =  cos«,... 

d^x        d  cos  a  1 

d^x  1   /coaa    ,    ooaiX        cos 9    dB 

di»  B  VbT  "•"     T  )  "    B^"ds>'" 

Mithin  bestimmen  sich  ^0;  Vo»  ^0  ^Q^^ 

(1)  (Xq  —  x)  cos«  +  (tfo  —  y)  cos/J  +  (^0  — ir)  cosy  =  0, 

(2)  (xq  —  x)  C0S9  +  (jf^  —  y)  cos^  +  (ie?o— ^)  cosx  —  H, 

(3)  (a;o  — rr)  cos A  +  (yo  — !/)  cos^  +  (^0  —  jBf)cosv—  —  J^^  • 

Addiert  man  nun  diese  drei  Gleichungen^  nachdem  man 
sie  vorher  jedesmal  bezüglich  mit  cosir,  cos  9,  cosA,  sodann 
mit  cos/3y  cos^^  cosfi^  endlich  mit  cos^^,  ^os%y  cosi/  multi- 
pliziert hat,  so  folgt: 


(4) 


Xq  —  X  =^  Ecoaq> ^ —  cos  A, 

yo  —  y  =  -R  cos ^ ^—  cos |[i, 

jf^  —  £f  «=  /t  cos  ;i; ^ —  cos  v. 


Quadriert  und  addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält 
man  für  das  Quadrat  des  Kugelradius  den  einfachen  Ausdruck 

(5)  ,«  =  Ji^+^^^f. 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  liegt  auf  der 
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Krümmungsaxe  und  die  Gleichung  (3)  lehrt,   daCs  seine  Ent- 
fernung  von   der  Ebene   des   Erümmungskreises  gleich  dem 

TA.  Ti. 

absoluten  Werte  von  — ^ — ,    oder  nach  Gleichung  (5)  gleich 

\yf^ —  B^\  ist;  hieraus  folgt: 

Ber  Krümmungshreis  in  einem  Funkte  der  Kurve  ist  der 
Schnitt  der  Schmiegungsehene  mit  der  Sckmiegungskugd. 

279.  Eine  Folgerung.  Diese  Eigenschaft  fQhrt  zu  einer 
Folgerung,  die  wir  entwickeln  wollen.  Die  im  Punkt  M  der 
Kurve  oskulierende  Kugel  ist  die  Grenze  der  Kugeln,  die 
durch  M  und  drei  andere  Kurvenpunkte  M%  M'\  M'"  gehen; 
desgleichen  ist  die  oskulierende  Ebene  die  Grenze  der  Ebenen^ 
die  durch  M  und  durch  die  beiden  Punkte  M',  M"  gehen. 
Hieraus  folgt,  dafs  der  Krümmungskreis  die  Grenze  der 
Kreise  ist,  die  durch  M  und  zwei  andere  benachbarte 
Punkte  M\  M"  gehen.  Projizieren  wir  nun  die  Kurve  und 
den  Kreis  auf  irgend  eine  Ebene,  und  sind  m,  m\  m"  die 
Projektionen  von  Jf,  M\  M",  so  wird  der  Kreis  in  eine 
Ellipse  projiziert,  die  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  in  m 
mit  der  Projektion  der  Kurve  besitzt;  projiziert  man  insbe- 
sondere die  Raumkurve  auf  die  Ebene  des  Krümmungskreises 
selbst,  so  wird  derselbe  Kreis  auch  Krümmungskreis  für  die 
Projektion. 

§  6.  Einhüllende  Flächen. 

An  die  Spitze  dieses  Paragraphen  steUen  wir  die  For- 
derung : 

Forderung  %.  Die  Forderung  83  ist  erfüllt,  aufserdem 
sind  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  x,  y,  0  niemals 

df      dl      dl 
ox^    dy^     dz 
gleichzeitig  null. 

280.  Definition  der  Einhüllenden.     Die  Gleichung 
(1)  fix,  y,  ^;  «)  =  0 

stellt,  wenn  man  den  Parameter  a  variiert,  eine  Schar  von 
Flächen  dar.  Wird,  nachdem  a  einen  bestimmten  Wert  er- 
halten hat,  dem  Parameter  der  neue  Wert  a  -|-  Aa  erteilt,  so 
erhält  man  eine  zweite  Fläche: 
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(2)  f{Xyyy^\  a  +  Aa)  =  0. 

Die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  (1)  und  (2)  gleich- 
zeitig genügen^  erfiillen  auch  die  Gleichung 

/gN  fipü,  y,  g;  «  +  A«)  —  f(x,  y,  z;  a)  ^  ^ 

und  fQr  Aa  »=  0  geht  diese  über  in 

^  ^  da  ' 

Wenn   nun   die  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  (1) 

und  (4)  wieder  die  Gleichung  einer  Fläche  liefert: 

(5)  g{x,  y,  0)  -  0, 

so  heÜBt  diese  die  Einhüllende  der  eingehüllten  Schar  (1).  Die 
durch  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  dargestellte  yeränderliche 
Kurve  hat  Monge  die  CJiarakteristtk  der  Einhüllenden  genannt 

281.  LeliTsats  I.  Die  Einhüllende  berührt  die  Flächen  des 
Systemes  in  jedem  Punkte  einer  Charakteristik. 

Ist  M(Xy  y,  e)  ein  gemeinsamer  Punkt,  so  hat  man,  um 
den  Beweis  zu  führen,  dafs  Einhüllende  und  Eingehüllte  die 
nämliche  Tangentenebene  in  M  besitzen,  nur  zu  zeigen,  dafs, 
wenn  man  x  und  y  als  die  unabhängigen  Yariabelen  betrachtet, 
der  Wert  des  totalen  Differentiales  dz  im  Punkte  M  für  beide 
Flächen  der  gleiche  wird. 

Die  Eingehüllte  ist  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt, 
wobei  a  einen  bestimmten  Wert  hat,  der  Wert  von  dz  für 
diese  Fläche  ist  also  gegeben  durch  die  Gleichung 

(6)  rJ^  +  rydy  +  li^^-^- 

Dieselbe  Gleichung  (1)  kann  auch  als  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden angesehen  werden,  wenn  man  a  nicht  mehr  als 
konstant,  sondern  als  eine  Funktion  von  x,  i/,  e  betrachtet, 
die  durch  die  Gleichung  (4)  definiert  ist.  Um  also  den  Wert 
Yon  dz  zu  erhalten,  welcher  der  Einhüllenden  eutspricht,  hat 
man  die  Gleichung  (1),  mit  Berücksichtigung,  dafs  a  variabel 
ist,  zu  differentiieren.     Dann  erhält  man: 

(7)  ^.dx-\-l^dy-\-^dg  +  ^da~^Q. 

^  ^  dx  *    cy     ^    ^     cz  '    ra 
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Da  aber  die  partielle  Ableitung  -J-  null  ist,  so  reduziert 

sich  die  Gleichung  (7)  auf  (6);  der  Wert  von  a  muTs  liier  ans 
der  Gleichung  (4)  genommen  werden.  Da  dieser  Wert  f&r 
die  gemeinsamen  Punkte  der  Einhüllenden  und  der  Eingehüllten 
genau  der  nämliche  ist;  welchen  die  Eingehüllte  besitzt,  so  giebt 
die  Gleichung  (6)  für  beide  Flächen  denselben  Wert  von  dz^ 
womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

282.   Eüokkehrkurve.     Wir  betrachten  drei  Flächen  des 
Systemes,  welche  den  Werten  a^  a  -^-h^^  a  '\-\  entsprechen. 
Sie    schneiden    sich    in   gewissen    Punkten   m^m..,^   deren 
Koordinaten  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen: 
(8)  f{x,  y,  0,  a)  e-  0,  f(x,  y,z,a  +  Äj  -  0,  f(x,  y,  s,  «+Ä,)=a 

Wenn  die  Grofsen  h^  und  h^  nach  null  konvergieren,  so 
reduziert  sich  dieses  System^  die  Existenz  und  Stetigkeit  auch 

von  ^,  vorausgesetzt,  wie  man  aus  der  in  Nr.  269  gegebenen 

Methode  erkennt,  auf 

(9)  /(x,y,.,«)-o,  ^^-(5^wj„o,  '^yy^^o. 

Man  erkennt,  dafs  die  aus  diesen  Gleichungen  bestimmten 
Punkte MjM\..  auch  die  Grenzen  sind,  nach  denen  die  Schnitt- 
punkte der  Charakteristik 

/  0^;  y;  ^;  «)  *"  ^>     J^ ="  ^? 

und  der  Fläche 

/•(x,y,^,«  + Aa)«0 

konvergieren,  wenn  Aa  null  wird. 

Man  hat  also  auf  jeder  Charakteristik  einen  oder  meh- 
rere Punkte  MyM! ,. .,  und  der  Ort  aller  dieser  Punkte  bildet 
eine  Kurve,  deren  Gleichung  sich  vermittelst  der  Elimination 
von  a  aus  den  Gleichungen  (9)  ergiebt.  Monge  hat  diese 
die  Bückkehrkurve  (arete  de  rebroussement)  der  Enveloppe 
genannt. 

288.  Lehrsats  IL  Alle  Charakteristiken  berühren  die  Rück- 
kehrkurve.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  mols  man  zeigen,  daCs 
in  jedem  Punkte,  welcher  einer.  Charakteristik  und  der 
Rückkehrkurve  zugleich  angehört,  die  Werte  dxidy:  dz  für 
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beide  Kurven  die  nämlichen  sind^  wenn  man  x  als  die  unab- 
hängige Variabele   betrachtet     Die  Ableitungen  ^—  und  5-, 

bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  mit  f  und  f\  dann  sind 
die  Gleichungen  einer  Charakteristik 

(10)  /•(x,y,ir,  «)  =  0,    r{x,y,is,a)-0, 

und  differentiiert  man  sie  unter  der  Annahme^  dafs  a  kon- 
stant ist,  so  erhält  man: 

\    ex         *    dy    ^    ^    dz 

Die  Gleichungen  (10)  können  auch  als  die  Gleichungen 
der  Rückkehrkurve  betrachtet  werden,  wenn  man  a  als  eine 
Funktion  von  x^y^e  betrachtet,  die  durch  die  Gleichung 
(12)  r{x,y,z,a)^0 

definiert  ist.  Differentiiert  man  aber  die  Gleichungen  (10) 
unter  dieser  Annahme,  so  erhält  man  die  nämlichen  Glei- 
chungen (11),   denn   die  Terme  ^da  und   Ida  oder  fda 

und  f'da^  welche  durch  die  Variation  von  a  auftreten,  sind 
nach  den  Bedingungen  des  Problemes  null.  Da  nun  a  den 
nämlichen  Wert  hat  für  die  gemeinsamen  Punkte  einer  Cha- 
rakteristik und  der  Rückkehrkurve,  so  ergeben  die  Gleichungen 
(8)  für  beide  Kurven  die  gleichen  Werte  für  dy  und  dz. 

Eine  eigentliche  Rückkehrkurve  kommt  nur  dann  zu  stände, 
wenn  die  Gleichung  — ,  =  0  den  Parameter  a  noch  enthält. 

Ist  also  f{Xy  j/,  Zj  or)  eine  ganze  rationale  Funktion  in  a,  so 
mulB  sie  a  zum  mindesten  in  der  dritten  Potenz  enthalten. 


§  7.  Abwickelbare  Flächen. 

284.  Definition  der  abwickelbaren  Flächen.  Wir  werden 
jede  Fläche  eine  abwickelbare  oder  developpaide  nennen,  welche 
die  Einhüllende  einer  beweglichen  Ebene  ist,  d.  L  eines  ebenen 
Systemes,  welches  von  einem  variabelen  Parameter  abhSngt. 

Sind  a,  &,  c,  p  gegebene  Funktionen  des  variabelen  Para- 
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meters,  a  ,  h\  c ,  p  ihre  Ableitungen ,  so  ist  die  Gleichnng  der 
beweglichen  Ebene 

(1)  ax  +  hy-^cz—p^O, 

UQd  man  erhalt  die  Einhüllende  durch  Elimination  des  Para- 
meters aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden: 

(2)  ax  +  Vy  +  ca—p  =  0. 

Ist  nicht  gleichzeitig       =  y  und  —  ■*  —  >  so  bestimmen 

diese  beiden  Gleichungen  eine  Gerade^  welche  die  Charak- 
teristik der  Einhüllenden  heifst.  Da  sie  die  Rückkehrkurve 
der  Einhüllenden  berührt^  so  erkennt  man:  eine  ahwickeXbare 
Fläche  ist  der  geometrische  Ort  der  Tangenten  einer  Baumkurve. 
Die  Bückkehrkurre  der  abwickelbaren  Fläche  kann  sich 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen.  Dies  tritt  ein^  wemi  die 
Funktionen  a,  hy  c,  p  des  Parameters  mit  einander  durch  eine 
lineare  Gleichung  verknüpft  sind: 

(3)  ax^  +  by^  +  C0^-'p^O, 

in  welcher  ^o;  ^o;  h  konstante  sind.  In  diesem  Falle  werden 
die  Gleichungen  (1)  und  (2): 

...  «(^  —  ^o)  +  *(y  —  Vo)  +  c{0  —  O  —  0; 

^  ^  a{x-x,)  +  V{y-y,)  +  c{,-z,)  «  0, 

und  die  abwickelbare  Fläche  ist  ein  Kegel,  welcher  den  Punkt 
^o>  y^i  ^0  ^^^  Spitze  hat.     Setzt  man  endlich 

wobei  m  und  n  Eonstante  sind,  und  läfst  man  z^  unendlich 
werden,  so  reduziert  sich  die  Gleichung  (3)  auf  die  Form: 
(5)  am  +  6n  +  c  —  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  können  dann  in  der  Form 
rß^  ^^^  -niz)  +  l{y  —  nz)  —p  «  0, 

^^  a{x  ^  mz)  +  V{y  -  nz)  —p  ~  0 

dargestellt  werden,  und  bestimmen  eine  Cjrlinderfläche.  Hier 
hat  sich  die  Rückkehrkunre  auf  einen  Punkt  im  Unendlichen 
zusammengezogen. 

285.  Eine  Eigenschaft  der  abwickelbaren  Fläohen.    Die 
bewegliche  Ebene,   deren  Einhüllende  eine  devdqppabde  Fläche 
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isiy  ist  Buglekih  die  Schmiegungsebene  der  Bäckkehrhurve  dieser 
Fläche.  Denn  bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  Koordinaten 
eines  Punktes  dieser  BQckkehrkurye,  und  sind  a\  V\  e'  die 
zweiten  Ableitungen  der  Funktionen  a^b^c,  so  hat  man 

aa;  +  ty  +  c;?  —  jp  —  0, 

ax  +  Vy  +  c'e—p^O, 

Alle  Grofsen,  welche  hier  auftreten^  sind  Funktionen  eines 
Parameters;  durch  die  Gleichungen  ist  die  Eurye  definiert^ 
wenn  der  Parameter  eliminiert  wird.  Differentiiert  man  zur 
Berechnung  des  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der 
Koordinaten  die  Gleichungen  nach  diesem  Parameter^  so  folgt 
aus  den  ersten  beiden ,  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung: 

ax'  +  by'  +  cz' »«  0, 
aV+yy  +  c/— 0, 

and  differentiiert  man  die  erste  von  ihnen  mit  Berücksichtigung 
der  zweiten,  so  hat  man 

ax"+by'+c/'  =  0. 
Die  Gleichungen 
ax  +  by  +  cs^'^0    und    ax"+ ty"+ c/'  — 0 

zeigen  (Nr.  267)^  daCs  a,  b,  c  proportional  sind  den  Kosinus 
der  Winkel,  welche  die  Binormale  der  Rückkehrkurve  mit 
den  Koordinatenaxen  bildet;  also  ist  die  Oskulationsebene  die 
bewegliche  Ebene  selbst. 

286.  VeranBChanIiohang  der  Abwickelbarkeit.  Betrachten 
wir  eine  beliebige  abwickelbare  Fläche:  es  sei  A  ein  Punkt 
der  Bückkehrkunre,  von  dem  an  wir  den  Bogen  s  der  Kunre 
messen,  und  E  der  Punkt,  welcher  der  Länge  s  =  S  ent- 
spricht. Dem  Bogen  S  schreiben  wir  ein  Polygon  ABCDE 
mit  n  Seiten  ein,  deren  Richtungen  bezüglich  ABjBCy  CD . . . 
sind.  Indem  wir  allgemein  mit  s  die  Länge  des  Kuryen- 
bogens  vom  Punkte  A  bis  zu  irgend  einem  Eckpunkte  des 
Polygones  bezeichnen,  yerlängem  wir  die  Seite,  welche  in 
dieser  Ecke  endigt,  um  eine  Gröfse  ^  «=  fp{s),  wobei  tp  eine 

Serret,  Diff.-  a.  Integral-Bechnung.    I.  t.  Aufl.  25 
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beliebige  Fanktion  bedeutet.  Wir  verbinden  endlich  die  Punkte 
ayb,  c^  . . .  welche  die  Endpnnkte  der  Terlängerten  Seiten 
AB,  BC,  CDf . . .  sind.  Auf  diese  Weise  erhSU  man  eine 
Polyederfläche,  die  ans  n  —  1  Dreiecksflächen  besteht^  und  die 

fig.  66. 


durch  ein  Polygon  ^  welches  dem  Bogen  S  eingeschrieben  ist^ 
durch  die  beiden  äufsersten  Seiten  desselben  und  die  gebro- 
chene Linie  a,  b^  c,  d  begrenzt  ist.  Läist  man  nun  die  Drei- 
ecke DdCy  Ccb, ...  um  die  Seiten  De,  Cb . ..  sich  drehen,  so 
kann  man  alle  diese  Dreiecke  in  die  Ebene  ABC  des  ersten 
bringen;  auf  diese  Weise  erhält  man  den  Prozess,  welchen 
man  die  Abwickelung  der  Fciyederfläche  nennt.  Bei  dieser  Ab- 
wickelung bleiben  die  Längen  t  und  die  Längen  der  gebro- 
chenen Linien  ABCDE^  abcd  ungeändert. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Zahl  n  der  Seiten  unbe- 
grenzt wächst,  und  dais  jede  von  ihnen  nach  null  konvergiert, 
so  hat  die  Linie  ABCDE  zur  Grenze  den  Bogen  £>,  und 
die  Polyederfläche  fällt  mit  einem  Teil  der  developpabelen 
Fläche  zusammen,  der  b^renzt  ist  durch  den  Bogen  AE  der 
Bückkehrkurve,  durch  die  Tangenten  Aa,  Es  in  den  End- 
punkten, und  durch  eine  bestimmte  Kurve  ae^  definiert  durch 
die  Gleichung 

wobei  s  den  Bogen  AM  der  Rückkehrkurve  und  t  die  Länge 
Mft  der  Tangente  in  M  zwischen  dem  Berührungspunkte  und 
der  Kurve  as  bedeutet. 

Andererseits  konvergiert  auch  die  Abwickelung  der  Po- 
lyederfläche nach  einer  bestimmten  Grenze,  und  diese  Grenze 
nennen  wir  die  Abwickdung  des  betrachteten  Teiles  der  de- 
veloppabelen Fläche.  Im  Besonderen  ist  die  ebene  Kurve, 
welche  die  Grenze  des  Polygones  abcd  bei  der  Abwickelung 
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der  Folyederfläche  bildet,  die  Abwickelung  oder  Traiisformierte 
der  auf  der  abwickelbaxen  Fläche  gelegenen  Kurve  ae.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  daCs  die  Ebene  ABC  zur  Grenze  die 
Schmiegungsebene  der  Bückkehrkurve  im  Punkte  A  hat,  welche 
zugleich  die  abwickelbare  Fläche  berührt.  Die  Abwickelung 
ist  also  auf  der  Tangentenebene  des  Punktes  A  vollzogen 
ivorden.  Endlich  bemerken  wir  noch,  daCs  die  Gleichung 
t^^q>(8)^  welche  wir  f&r  die  Kurve  ae  angenommen  haben, 
auch  nach  der  Abwickelung  fortbesteht.  Überhaupt  bleiben 
alle  Längen  von  Geraden  oder  Kurven  auf  der  abwickelbaren 
Fläche  durch  die  Abwickelung  ungeändert. 

§  8.  Polarliache  und  Evolutenkurve. 

Wir  nehmen  in  diesem  Paragraphen  wieder  die  For- 
derung (S  als  erf&llt  an. 

287.  Definition   der  Polarflftohe   einer   Bauinkurve.     In 

Nr.  263  wurde  bewieseu,  daüs  die  Ej-ümmungsaxe  oder  Polar- 
gerade eines  Kurvei^iunktes  x^fffB  die  Gleichungen  hat: 

^       ^>     dt       ^' 

wenn  F=  0  die  Gleichung  der  Normalebene  ist;  femer  wurde 
in  Nr.  276  gezeigt,  daXs  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
der  oskuüerenden  Kugel  durch  die  drei  Gleichungen  be- 
stimmt sind: 

'^       ^'      dt       ^'      dt*       "• 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Normalebenen  einer  Kurve  von  einer 
developpabelen  Fläche  eingehüllt  werden,  deren  Charakteri- 
stiken die  Krümmungsazen  sind  und  deren  Bückkehrkurve 
von  den  Mittelpunkten  der  oskulierenden  Kugeln  gebildet 
wird.  Diese  developpabele  Fläche  heilst  die  Polarfläche.  Auf 
dieser  Polarfläche  liegen  auch  die  Krümmungsmittelpunkte 
der  Kurve. 

288.  Eine  Sigensohaft  der  Polarfl&che.  Die  Werte  der 
Koordinaten  x^^  y^y  0^  der  Mittelpunkte  der  oskulierenden 
Kugeln  sind  nach  Nr.  278: 

25* 
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Xq  >=  X  +  EcoB^ j—  cos  l, 

(1)  I  yo  —  y  +  Ä  cos^ j^  cos  fi, 

i  ^0  =^  +jBco8x 37- cos  V, 

und  femer  ist  ihr  Radius  r  gegeben  durch 

Differentiiert  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2),   indem   man 
die  Formeln  in  Nr.  273  benutzt,  und  setzt  man 

indem  man  ds^  das  Vorzeichen  von  ds  erteilt,  so  folgt 

(4)     ^;-4-C0sA-^;,    ^  =  +  008,»^,    -^^^«  +  C08V^- 

und 

(5)  ^f_  +  r^.|!o. 

^  -'  ds         -^       ds      ds 

Die  Gleichungen  (4)  beweisen:  erstens,  dals  s^  das  Diffe- 
rential des  Bogens  der  Rückkehrkurve  der  Polarfläche  ist, 
mveUenSj  dafs  die  Tangente  dieser  Kurve  die  Erümmungsaxe 
oder  Polargerade  ist,  was  eine  Bestätigung  des  früher  schon 

erhaltenen  Resultates  bildet.     Man  sieht  aber  auch,  dafs  ~~ 

'  ds 

null  sein  kann,  und  dann  reduziert  sich  die  Rückkehrkurve 

auf  einen  Punkt.     Die  Formeln  (4)  und  (5)  zeigen  alsdann, 

daCs  Xq,  ffQ,  0Q,  r  Eonstante  sind.    Die  nämliche  Eugel  oskuliert 

alsdann  die  Eurve  in  jedem  Punkte;  diese  liegt  also  ganz  auf 

der  Eugel. 

Hat  man  femer  eine  Eurve,  für  welche  der  Radius  der 

Schmiegungskugel  konstant  ist,  so  ist: 

(6)  Ji»  +  (T^)'-«* 

und 

dr       ^ 
'     ds 

Dies  findet  statt  nach  Gleichung  (5)  erstens,  wenn    v-  «=»  0 

ist;  d.  h.  für  die  sphärischen  Kurven  und  ihre  Ausartung  für 
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T=oo:   die   ebenen   Kurven;  mveitms,   wenn  -^«.0;   also 

wenn  B  i—  konst.  ist.  In  diesem  Falle  wird  nach  (2)  r  »^  R 
und  die  Gleichungen  (1)  verglichen  mit  den  Oleichongen  (4) 
der  Nr.  263  zeigen^  dab  der  Mittelpunkt  der  oskolierenden 
Kugel  mit  dem  Krümmimgsmittelpankt  zusammenfallt.  Es 
besteht  also  der  Satz: 

Isi  der  Badius  der  Schfntegtmgskugel  einer  Baunihurf?e  kofir 
stanty  so  fallt  der  MiUdputikt  der  Schmiegtmgdcugel  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkte  und  der  Ort  der  Kriimmungsmitklpmkle 
mit  der  EücJckehrJcurve  der  developpabden  Fläche  eusammen,  die 
van  den  Normalebenen  der  Kurve  gebildet  wird. 

288.  Beüehnng  swischen  der  Polasflftohe  und  Uirer  Bfiok- 
kehrknrre.  Bezeichnen  wir  mit  o^,  ß^j  Yo\  9>o>  *o>  Xoj  ^o>  f*o>  ^o5 
Jf2^,  T^  die  Grölsen^  welche  den  OrSfsen  a,  ß,  y  . ..  analog  sind 
und  sich  auf  die  Rückkehrkunre  beziehen,  imd  sehen  wir  dabei 
von  den  ebenen  Kurven,  d.  h.  von  dem  Falle  T—  cx)  ab,  so 
können  wir  die  Gleichungen  (4)  folgendermafsen  schreiben: 

(7)  cos  «0  =  +  cos  A,    cos  ^^  —  ip  cos  fi,    cos yo  ■*  +  ^^^  ^* 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  ergiebt: 

dsn  —  ds  rffi«  ds 

^^  COS  9j,  =  +  -^  cos  (p,     -g^  cos  *o  "=  +  J  <50S  if, 

also: 

(8)  ^  =  T    ^^^^    d6,  =  dt, 
und 

(9)  cos  9o  ■■  +  cos  9,    cos  ^^  =  +  cos  ^,    cos  jr,,  »=  +  cos  %- 
Die   Differentiation   der   Gleichungen  (9)   giebt  folglich, 

wenn  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  beachtet: 

dSf.  .  -—  ds  dSo  -r  ds         ^ 

^  cos  Ao  =  +  jg  cos  «,      y °  cos  /«o  =  +  jj  c<>8  ß7 

dsQ  — -  ds 

^y,^co8l/o  =  +  jg  cosy, 

also 

(10)  ?'  =  ä'     ^^^^     öfro  =  Ä<y, 
und 

(11)  cos  A^  —  +  cos  a,  cos  ^^  t=a  ip  cos  ^,  cos  Vq  »=  +  cos  y . 
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Yergleiekt  man  also  die  gegebene  Kurve  mit  der  Bdck- 
kehrkurve  der  Polarfläche;  so  sieht  man,  daCs  f&r  beide  Karren 
die  Richtung  der  Hauptnormalen  die  nämliche  ist,  und  daTs 
die  Tangente  einer  Kurve  parallel  ist  der  Binormale  der  anderen. 
Zugleich  drücken  die  Gleichungen  (8)  und  (10)  aus,  dafs  die 
erste  absolute  Krümmung  einer  jeden  Kurve  der  zweiten  ab- 
soluten Krümmung  der  anderen  gleich  ist.  Das  zweideutige 
Zeichen  +  kann  in  jeder  der  Formeln  (7),  (9),  (11)  durch 
das  Plus-  oder  Minuszeichen  ersetzt  werden.  Endlich  bemerken 
wir  noch,  dafs  die  Gleichung  (3)  die  Form  erhält: 

(12)  +«^,0-  ^^*'  +d^^f -^rf<.o  +  4?- 

200.  Mob  Anwendung.  Wir  betrachten  in  der  ;t;y- Ebene 
die  bewegliche  Gerade^  deren  Gleichung 

(13)  I  »in  ^^0  —  12  cos  ^^0  «  U 

ist.     Ihre  Enveloppe  wird  durch  diese  Gleichung  zusammen 
mit  der  Gleichung 

(14)  Scos<yo  +  i?8in<yo  — j« 


bestimmt;  aus  diesen  beiden  folgt: 

dB 
dffo 


(15) 


g  =  +  RsinöQ  +  ^^cosa^y 


■n  ^       I     dS     .       _ 

1^  SB  —  iccos ÖQ-f-  ^—sui <y^ 


o^d;i;°"^"o' 


Differentiiert  man  sie,  so  wird 

di  =  (RdöQ  +  d^— )  cos  (Jo, 

dfi  —  i^RdöQ  +  d^j  sin  6^ , 

und  dies  ergiebt,  auf  Grund  der  Gleichung  (12): 
(16)  dg  =  +  ds^  cos  6q^    dl?  ■=■  +  ds^  sin  6^ . 

Diese  Formeln  sagen  aus,  daCs  fiir  die  betrachtete  ebene 
Enveloppe  Bogenlänge  und  Krümmung  dieselben  sind,  wie  för 
die  Rückkehrkurve  der  Polarfläche. 

Führt  man  nun  in  die  Gleichungen  (1),  welche  den  Mittel- 
punkt der  oskulierenden  Kugel  bestimmen,  die  Grolsen  {,  17 
und  die  Winkel  y^,  ^0,  ;co»  Ky  N?  ^0  ®i^>  ^^^  ^^^^  *^^  ^^ 
Rückkehrknrve  beziehen,  so  erhält  man 


(17) 
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'a;^  »=  ic  +  S (coa <y^j cos «0  —  siiKfoCOS^o)  +ri(Biti6f^coaa^ 

+  cos  <fo  cos  9)0)» 
ffo  —  y±  6(cos<yoC08/Jo  — 8in<yoC08V»o)  ±i?(8in<yoC08/Jo 

4*  COttf0CQS^o\ 

i?o  "=  ^  +  S  (cos  (Tq  COS  y©  —  siniy^j  cos  Xo)  i  'fCßin  tf^  cos  y^ 

+  cos<yoC08Xo). 

Das  zweideutige  Zeichen  +  in  den  Gleichungen  (16)  und 
(17)  ist  immer  durch  -{-  oder  durch  —  zu  ersetzen. 

Die  Gleichungen  (17)  liefern  unmittelbar  die  Ldsung  der 
Aufgabe^  eine  Kurve  zu  bestimmen,  för  welche  der  Ort  der 
oskulierenden  Kugeln  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  sind  alle 
Grolsen  mit  dem  Index  null,  die  sich  auf  die  gegebene  Kurve 
beziehen^  bekannte  Funktionen  derselben  unabhängigen  Varia- 
belen.  Die  Gleichungen  (16)  bestimmen  i  und  17  durch  ihre 
Di£Ferei;LtiaIe,  und  alsdann  ergeben  die  Gleichungen  (17)  die 
Koordinaten  x,  y,  0  der  gesuchten  Kurve. 

28L  Definition  der  Bvolutenkurve  und  Bvolventenkurve. 
Wenn  eine  ebene  oder  raumliche  Kurve  AM  beschrieben  wird 
durch  den  einen  Endpunkt  eines 
Fadens,  der  auf  einer  zweiten  Kurve 
Ä^M^  aufgerollt  war,  und  mit  seinem 
zweiten  Ende  auf  dieser  Kurve  be- 
festigt ist,  und  welcher  derart  ab- 
gewickelt wird,  dafs  er  stets  ge- 
spannt bleibt,  so  heifst  die  Kurve 
A^M^  eine  Evolute  der  Kurve  AM. 
Umgekehrt  heifst  AM  eine  Evol- 
vewte  der  Kurve  A^M^. 

282.  Bestimmung  der  Bvolaten  einer  gegebenen  Kurve. 
Wir  bezeichnen  die  Elemente  der  gegebenen  Kurve  wie  in 
Nr.  273,  die  analogen  Gröfsen  für  die  zweite  Kurve  mit  dem 
Index  2;  die  Ableitungen  nach  t  durch  Accente. 

Setzt  man 

(1)  u  -  y{x,  -  xy  +  (y,— y)^-+ö^^i , 

SO  sind  die  Bedingungen  dafür,  dafs  A^M^  eine  Evolute  von 
AM  ist: 
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(2)  rCj,  —  rc  =  f <  COS  «2 ,  y«  —  y  —■  w  cos  /J^ ,  0g  ~  ;?  =  «  cos  y^ 
und 

(3)  s^~u\ 

Differentiiert  man  die  erste  Gleichung  (2)^  und  benutzt 
man  dabei  die  Formebi  der  Nr.  273,  so  folgt 

$2  cos  a^  —  s'  cos  «  =  -g^  cos  g?,  +  ti'  cos  «2 , 

oder  wegen  Gleichung  (3): 


s  cos  a  5=  — 
ebenso 


cos  a  ^=  —  j.   cos  ^2  3 


s  cos  p  «=  —  -p-  cos ^2? 

s  cos  y  «»  —  ^-  cos  x^ . 
Diese  drei  Gleichungen  ergeben 

femer 

(5)  cos  92"™  —  cos  a ,    cos  ^g  =  —  cos  ß ,    cos  %2  *=  —  c<>8  y . 

Dies  besagt:  Die  Hauptnormale  im  Punkte  M2  der  Evo- 
lute ist  parallel  der  Tangente  im  entsprechenden  Punkte  M 
der  Evolvente.  Die  Tangenten  der  beiden  Kurven  stehen  also 
senkrecht,  und  es  ist: 

(6)  cos  a  cos  C2  +  cos  ß  cos  /J,  +  cos  y  cos  y^  =  0. 

Differentiiert  man  diese  Gleichung  mit  Benutzung  der 
bereits  erwähnten  Formeln  in  Nr.  273,  so  findet  man: 

^  (cos  tp  cos  «2  +  COS  ^  cos  ft  +  cos  X  cos  yj) 

g ' 
+  p*-  (cos  92  cos  a  4"  cos  ^2  cos  ^  +  cos  x^  cos  y)  ^  0 , 

also  nach  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5): 

(7)  cos  q)  cos  a2  +  cos  ^  cos  /Jg  +  cos  x  cos  ^2  =*  — 
Es  ist  nun  auch: 


(8)    cos  X  cos  «2  +  cos  /t  cos  ft  +  cos  V  cos  y^'^yl 1  ? 

denn  es  ergiebt  sich  eine  Identität;  wenn  man  die  Gleichungen 
(ß))  0)}  (ß)  quadriert  und  addiert.    Addiert  man  die  nämlichen 


Theorie  der  Baomknrven  und  Flächen. 


393 


GleichnngeB^  nachdem  man  sie  zuvor  mit  cosa^  cos  9,  cosA|, 
sodann  mit  cos^,  cosV',  cos/t,  endlich  mit  cosy^  cos^^  cosv 
multipliziert  hat^  so  folgt: 


(9) 


cos  «o  «=  -    cos 


9+]/ 


R 


1  —    tCOsA, 


COSft  «  ~  cos  ^  +  "j/l  —   ^  cos  fi, 

cos ya  =  -  cos  X  +  ^  1  —  ^  cos  v, 


und  die  Gleichungen  (2)  werden  also: 

a;,  —  x  +  E  cos  9  +  Yu*  —  R^  cos  A, 


(10) 


—  y  +  -R  cos  ^  -f  |/tt*  —  R^  cos  fi, 


jBfj  «*  JE?  +  Bcosx  +  yV—TB*  cosv. 

Alle  auf  die  Kurve  AM  bezüglichen  Gröüsen  sind  als 
Funktionen  einer  gewissen  unabhängigen  Yariabelen  bekannt; 
wenn  man  also  noch  den  Ausdruck  w  als  Funktion  derselben 
Yariabelen  bestimmen  kann^  so  liefern  die  Gleichungen  (10) 
eine  vollständige  explicite  Darstellung  der  Evolute. 

Um  u  zu  finden,  genügt  es  aber  die  Gleichung  (7)  zu 
differentiieren.     Dies  ergiebt: 

^  (cos  (p  cos  92  +  cos  tf;  cos  ^2  +  cos  X  cos  Xi) 

—  ^  (cos  «  cos  «2  +  cos  ß  cos  jSg  +  cos  y  cos  ^2) 

»  /_R\' 

—  -^  (cos  X  cos  aj  +  cos  (i  cos  ^2  +  cos  v  cos  y^)  «=  \—j , 
oder  auf  Grund  der  früheren  Formeln: 

(11) 


(j)-+.yi_-_o. 


Dies  ist  die  Gleichung,  durch  welche  u  bestimmt  wird. 
Ist  die  gegebene  Kurve  eine  doppelt  gekrümmte,  so  ist  r' 
nicht  null,  und  es  wird 


-_(£ 
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Eosinus  gleich  —  ist,  man  hat  also,  wenn  g  eine  wiilküriiche 

aet: 

R  . 

arc  cos  —  =s  r  +  ^f, 


Die  linke  Seite  ist  die  Ableitung  eines  Bogens^  desim 
inus  gleich  —  ist, 
Eonstante  bezeichnet: 

oder 

(12)  f  =C08(t+i,),      U^^^y 

Ist  die  gegebene  Eurve  eben^  so  redoziert  sich  die  Glei- 
chung (11)  auf 

(l)-o. 

und  man  hat 

(18)  -»coso,     u  — -       ? 

wenn  g  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet.  Diese  Formel 
ist  also  in  der  allgemeinen  Gleichung  (12)  enthalten,  wenn 
man  dort  r  «»  0  setzt. 

Führt  man  den  Wert  von  u  in  die  Gleichungen  (10)  ein, 
so  erhält  man: 

a;,  =  a?  +  -B  cos  9  +  J2  tang  (r  -|-  g) cos  A, 

(14)  yj  =  y  +  B  cos ^  +  B  tang(tr  +  g) cos /i, 
g^  =«  £f  +  H  cos  ;f  +  B  tang  (r  +  g)  cos  v. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  bekannte 
Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen;  sie  enthalten  in- 
dessen die  Grofse  r,  den  Bogen  der  sphärischen  Eurve,  welche 
die  zweite  Erümmung  der  gegebenen  mifst,  und  die  Bestim- 
mung von  r  als  Funktion  der  imabhängigen  Yariabelen  erfordert 
in  den  meisten  Fällen  eine  Integration.  Die  Gleichungen  ent- 
halten eine  willkürliche  Eonstante;  daraus  erkennt  man,  daCs 
die  gegebene  Eurve  unendlich  viele  Evoluten  hat. 

298.  Eigenaohaften  der  Bvolute.  Bezeichnet  man  mit 
^i>  Vif  ^1  ^®  Eoordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes  Jfi, 
der  zuni  Punkte  M  gehört,  und  ist  ÄiM^  der  Ort  dieser 
Mittelpunkte,  so  ist  nach  Nr.  263 

(15)  iCi  ■«a?4- JBcosg),  yj  =  y-f- JBcos^,  0^ -=  0  4-Bco8x. 
Welchen  Wert   man   auch   der  Eonstanten  g  beilegen  mag, 
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die  Werte  Xf,  y^y  0^  könneii  niemals  mit  o?,,  yi^f^i  zasammen- 
fiftllen,  wemi  x  nicht  konstant  ist. 

MiO^m  ist  bei  den  doppelt  gekrümmten  Kurven  der  Ort  der 
Bjümmungsmitteipmikte  niemals  sHtgleith  eine  Evolute, 

Die  Gleichungen  (14)  und  (15)  ergeben: 

^       ^  CO8  X  CO8  ft  CO«  ir    ' 

und  dies  beweist,  dafs  die  Punkte  M^  der  Evoluten  auf  den 
Krümmungsaxen  M^M^  der  gegebenen  Kurve  liegen.  Hieraus 
folgt,  dafs  alle  Evoluten  auf  der  Polarfläche  liegen,  welche 
also  der  geometrische  Ort  von  ihnen  ist. 

Sämtliche  Evoluten,  welche  durch  die  Gleichungen  (14) 
dargestellt  sind,  sind  doppelt  gekrümmte  Kurven,  mit  Aus- 
nahme derjenigen,  die,  im  Falle  dafs  r  «^  0  ist,  zu  9  «»  0  ge- 
hört. Denn  die  Differentiation  der  Gleichungen  (5)  ergiebt 
(Nr.  274): 

Ö2  cos  a^  +  Tg'  cos  Aj  «=  ö'  cos  g>, 

ö^  cos  /Jg  +  Tg'  cos  ^j  —  <y '  cos  ^, 

<y,'  cos  Y^  +  T^  cos  1/g  «=  6'  cos  %y 
also 

<•  +  <*-«'»■ 

Soll  die  Kurve  eben  sein,  so  mufs  r/ «»  0,  und  folglich 
6^  =  o'  sein,  und  es  ist 

cos  O)  •-"  cos  9 ,     cos /Ig  •»  cos  ^ ,     cos;/g  "»  cos;i;. 
Nach  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  wird  demnach 

M  =  B. 
Diese  Gleichung  findet  aber  gemäfs  der  Gleichung  (12) 
nur  dann  statt,  wenn  die  Kurve  AM  eben  ist,  und  sie  ent- 
spricht dem  Werte  r  — ■  —  g.  Im  Falle  r  — ■  0,  ^  «=  0  fiUlt  der 
Punkt  M^  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  zusammen;  also 
bestehen  die  Sätze: 

1,  Die  unendlich  vielen  Evoluten  einer  räumlichen  Kurve 
sind  selbst  aüe  doppelt  gekrümmt 

2.  Eine  ebene  Kurve  besitzt  unter  aUen  ihren  unendlich 
vielen  Evoluten  eine  eineige,  die  auch  eben  ist,  nämlich  die  Kurve 
ihrer  Krümmungsmitfelpunkte. 
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204.  Die  Abwickelung  der  Polarfläohe.  Auf  der  Polar- 
fläche haben  wir  aufser  der  Rückkehrkurve  (dem  Orte  der 
Mittelpunkte  oskulierender  Eugehi)  noch  das  System  der  Evo- 
luten und  den  Ort  der  Erümmungsmittelponkte.  Sabtrahiert 
man  von  den  Koordinaten  x^fV^y^t  und  ^i,  y^  i^i,  welche  durch 
die  Gleichungen  (14)  und  (15)  gegeben  sind,  die  Koordinaten 
^0)  Vo)  ^0  ^^^  Gentrums  der  oskulierenden  Kugel  (Nr.  288), 

so  erhält  man: 

[j  ip-i 
R  taxig(T-\-g)  +  ^J  cosA, 

Btang(r-|-5r)  +  ^Jco8t/, 

und 

dB        , 

dB 

dB 

^^  -^0  =  57  cos  r. 

Indem  wir  aber  nur  die  Gröfsen  einführen  wollen,  die 
sich  auf  die  Bückkehrkurve  beziehen,  ersetzen  wir  cos  l,  cosft, 
cosv  durch  cosaq,  cos^q,  cosy^,  und  zwar  was  gestattet  ist, 
mit  dem  nämlichen  Zeichen;  femer  dt  durch  döQ  und  t  selbst 
durch  6q.     Ferner  setze  ich: 

JJ  =  —  X  sin  (^0  4-  Fcos  tf^; 

— -  =  —  X  cos  6q  —  Fsin  cr^, 

und  die  neuen  Yariabelen  X  und  Y  sind  als  Funktionen  der 
zu  der  Rückkehrkurve  gehörigen  Grölsen  durch  die  Gleichungen 
(17)  dX  =  dsQ  cos  ÖQy    d  r=  ds^  sin  6^^ 

definiert  (Nr.  289).     Alsdann  werden  die  obigen  Gleichungen: 

(IQ)       ^»^^0  „  y*  —  Vo  ^  ^i  —  ^q  ^  --XcoB^+  Ysin^^ 
^      ^         cosa^    ""     008  Po    "^   cosyo  C08(tfo+^) 

(19)      ^^"^'^  =  ^-^— /?-  «  ?^^^* (X cos (To  +  Fsin 6.). 

^      '  C08  a^  008  Po  cos  y^  ^  ^    '  "^ 

Nun  nehmen  wir  an,  dafs  zur  Ebene  x^  y  eine  Tangenten- 
ebene der  Polarfläche  gewählt  ist,  und  fCÜiren  die  Abwickelung 
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dieser  Fläche  in  dieser  Ebene  aus.  Wir  behalten  dieselben 
Buchstaben  bei,  um  die  verschiedenen  Gröfsen  auch  nach 
der  Abwickelung  zu  bezeichnen.  Da  die  Punkte  Mq,  M^,  M^ 
immer  auf  einer  Geraden  liegen^  und  ihre  gegenseitigen  Ab- 
stände unveränderlich  sind,  ebenso  wie  die  Bogen  8^  und  tf^, 
so  bestehen  die  Formeln  (18)  und  (19)  ohne  Änderung  fort. 
Aber  nach  der  Abwickelung  werden  ier^,  ^i,  0^  null;  die  Rückkehr- 
kurve ist  eine  ebene  Kurve  geworden  imd  dö^  kann  an  Stelle 
von  da^  gewählt  werden;  man  kann  selbst  a^  »s  <y^  annehmen, 
auf  Grund  der  willkürlichen  Gröfse  gy  welche  mit  ö^  verbunden 
ist.     Demnach  hat  man 

cos  «^  a=  cos  ÖQy    cos  ß^  «=  sin  6q,    cos  ^q  ««  0. 

Weiter  zeigen  die  Gleichungen  (17),  dafs  dX  und  dT 
nichts  anderes  sind  als  dx^  und  dy^,  man  kann  also 

setzen,  da  der  Eoordinatenan&ngspimkt  willkürlich  ist.  Dem- 
nach erhalten  die  Transformierten  der  Evoluten  die  Gleichungen: 

^      '  COB  <To  Bin  <To      "^  C08  (cTq  +  g)  ' 

und  die  Transformierte  der  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
wird: 

(21)  ?J^1^  _  yi^zy^  =  -  (icocos^y.  +  yosin^Jo). 

Man  kann  aus  den  Gleichungen  (20)  x^^  y^^  6q  eliminieren; 
diese  Elimination  ergiebt 

(22)  x^  cosg  —  y,  sin^  =  0, 
und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Lehrsatz  L  Die  Evoluten  einer  hdiAigen  Kurve  trans- 
formieren sich  bei  der  Abtvickelung  der  Polarfläche  in  gerade 
Linieny  tcdche  durch  einen  festen  Punkt  F  gehen. 

Da  die  Längen  der  Kurvenbogen  sich  bei  der  Abwicke- 
lung nicht  ändern^  so  kapn  man  hinzufügen,  dafs  die  Evoluten, 
auf  der  Polarfläche  die  kürzesten  Linien  zwischen  zwei  Punkten 
sind;  sie  sind  also,  wie  man  sagt,  geodätische  Linien.  Die 
Gleichung  (21)  enthält  die  beiden  Gleichungen: 

»1  —  yo  =  (^i  — ^o)tang<yo,    y»  =  -  a^^cotg^o- 
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Die  erste  stellt  die  Tangente  im  Punkte  x^,  y^  der  Ab- 
widcelui^  der  Bückkdurknrre  dar;  die  zweite  Gleiehnng  die 
des  Lotes  y  welches  yom  Punkte  F,  dem  KoordinAteimn&ngs- 
punkte,  auf  diese  Tangente  gefallt  ist.  Man  hat  demnach  den 
andern  Satz: 

Lehrsatz  IL  Der  Ort  der  KrümmimgsnMdpmücte  tmer 
Baumhurve  urird^  nach  der  Ahwiekehimg  dar  Polarfläche,  Ort 
der  Fuf^mnkte  aUer  Lote,  die  von  dem  gemeineatnen  Pimkte 
der  JSvohUen  auf  die  Tangenten  der  transformierten  BtuHkäir^ 
kurve  gefällt  sind. 

286.  Der  Fall  der  ebenen  und  sphüriBOhen  Kurven. 
Die  besonderen  Fälle,  daJjs  die  gegebene  Kurve  sphärisch  oder 
eben  ist,  sind  noch  hervorzuheben.  Im  ersten  Falle  ist  die 
Polarfläche  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  liegt,  auf  welcher  sich  die  Kurve  befindet,  und  alle 
unsere  Formehi  bleiben  gültig.  Ist  die  Kurve  eben,  so  wird 
die  Polarfiäche  ein  Gylinder,  dessen'  senkrechter  Schnitt  die 
ebene  Evolute  bildet.  Man  kann  hier  cos  A  «»  0,  cos  ft  >»  0, 
cos  1/  <=B  1  und  fTj  i—  0  setzen.  Dann  hat  man  nach  den  Glei- 
chungen (14)  in  Nr.  292 

Da  der  Anfangspunkt  des  Bogens  s^  imbestimmt  ist,  so  kann 
man  22 «» 5^  annehmen.  Nach  der  Abwickelung  der  Polar- 
flache  wird  Si  eine  geradlinige  Abscisse,  und  die  Transfor- 
mierten der  Evoluten  sind  gerade  Linien,  welche  die  Gleichung 
haben 

Zi  =  $1  tangg. 

Die  Evoluten,  deren  Tangenten  einen  konstanten  Winkel 
mit  den  Erzeugenden  der  Polarfläche  bilden,  sind  Schrauben- 
linien auf  diesem  Cylinder. 

206.  Bestimmung  der  Evolventen  einer  gegebenen  Kurve« 
Die  Gleichungen  des  Problemes  sind,  wie  in  Nr.  292: . 

X2  —  a;  "=  w  cos«2,    J/j  —  y  =  w  cosjSj;    e^  —  z  ^^u  cos y,, 

aber  die  Lösung  ist  viel  leichter,  als  die  des  umgekehrten 
Problemes,  denn  hier  sind  x^j  ^2)  ^a  ^tf  ßi9  Yti  ^%  gegebene 
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Funktionen  der  nämlichen  Yariabelen^  und  man  erhalt  unmittelbar 
die  Werte  von  Xy  y,  0.    Es  wird  nämlich 

w  —  s«  +  9, 
wobei  g  eine  willkfirliche  Konstante  ist,  und  die  obigen  Glei- 
chungen werden  demnach 

ar  —  a?,  — («, +5)co8«j,    »  — y« -(«,  +  ?)  cos /J^, 
^  — ^Ä  —  (Sj+^)co8yj. 

Man  sieht,  dal«  jede  Kurve,  mag  sie  eine  ebene  oder 
räumliche  sein,  unendlich  viele  Evolveiiten  hat.  Die  einzige 
Schwierigkeit  dieses  Problemes  besteht  in  der  Bestimmung 
des  Bogens  s^y  dessen  Ableitung  im  allgemeinen  zunächst  nur 
gegeben  ist.  Die  Berechnung  von  s^  ist  daher  ein  Problem 
der  Integralrechnung. 

297.  Das  Beispiel  der  Sohranbenlinie.  Die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  gewöhnlichen  Schraubenlinien  können  durch 
die  Gleichungen: 

(1)  X  —  a  cos ^,    y  =^  a  mntj  0  =^  at  cotg  i 
dargestellt  werden,  wobei  i  einen  gegebenen  Winkel  und  a 
den  Radius  des  Kreiscylinders  bedeutet,  auf  welchem  die  Kurve 
liegt.    Wir  behalten  alle  früheren  Bezeichnungen  bei,  die  wir 
hier  nicht  zu  wiederholen  brauchen.    Aus  den  Gleichimgen 

dx'^  —  asin^d^, '  dy  '^  a  costdt,    de  ^^  adt  cotgi 
folgt: 

(2)  ds--^. 
^  ^  am» 

und 

(3)  cos  «  —  —  sin  i  sin  ^,     cos  ^  ■«  sin i  cos  ^,     cos  y  •»  cos  i. 
Die  letzte  besagt: 

Die  Tangente  der  Schraubenlinie  hildä  mit  der  Axe  des 
Cylinders  den  konstanten  Winkel  i. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (3)  ergiebt: 
cosyd^y«»— sinicos^d^,  cos^dö «^  —  Bmi sin t dt,  cos3;d<y=0, 
also: 

(4)  dö^ainidty 
und 

(5)  cos  g?  =  —  cos  ty    cos  ^  =  —  sin  t,    cos  x  =  0; 
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femer  vermittelst  der  Gleichungeii  (2)  und  (4): 

(6)  U— -^i^. 

V  /  Bin'» 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  lehren: 
Die  Hauptnormale  oder  die  Richtung  des  Erümmungsradius 
ist  senkreckt  zur  Axe  des  Oylinders^  und  der  Radius  der  ersten 
Krümmung  der  Schraubenlinie  ist  konstant. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (6)  ergiebt: 
C08  adö  +  cosAdr  =  —  sintdtf 
cos  ßdö  +  cos  (idt^=  cos  t  dt, 
cos  y  d<y  +  cos  v  dr  «=  0, 
oder,  auf  Grund  der  Gleichungen  (3)  und  (4) 

Qoskdt  ^  —  cos*  i  sin  tdiy    oosfidt  —  cos* i  cos  tdty 
cos  V  dt  — ■  —  cosisinti^. 
Hieraus  folgt: 

(7)  dr  =  co8id^ 
und 

(8)  cos  A  =  —  cos  i  sin  t,  cos  fi  =  cos  i  cos  t,  cos  v  —  —  sin  i, 

femer  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (7) 

(9)  r=  .   °     ■> 

\    /  Bin  «  COB  t 

Die  Schmiegungsebene  bildet  einen  konstanten  Winkd  mü 
der  EbenCj  die  mr  Cylinderaxe  senkrecht  ist,  und  der  Radius 
der  zuzeiten  Krümmung  ist  konstant 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  fällt  mit  dem 
Erümmungsmittelpunkt  zusammen  (nach  Nr.  292);  die  Koordi- 
naten sind: 

a;i  "=  ic  +  JR  cos  9  «=  —  a  cotg*  t  cos  t, 

(10)  y^  =  y  +  B  cos ^  =  —  a  coig* t  sin  ^, 

j^i  "=  j?  +  R<^09x  =  a^cotgi. 

Die  Rückkehrkurye  der  Polarfläche  ist  also  eine  Schrauben- 
linie, die  auf  einem  Cylinder  liegt,  welcher  die  nämliche  Axe 
wie  der  Cylinder  der  gegebenen  Schraubenlinie  hat,  und  dessen 
Radius  gleich  acotg^i  ist. 
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Die  Gleichong  der  Normalebene  ist 

—  sin»8in^(x  —  acos^)  +  siaicoBt(ff  —  aaint) 

+  cos  i  {0  —  a^coig  t)  —  0, 
oder 

(11)  —  XBint'\-  y  cost  +  0  cotg t  — ■  at  cotg* t . 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  t  ergiebt: 

(12)  —  xcost  —  y  emt'^  a  cotg*  i. 

Man  erhält  also  die  Gleichung  der  Polarflächei  wenn  man 
i  zwischen  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  eliminiert.  Diese 
Fläche  wird  eine  dbwickdbare  Schraubenfläche.  Ihr  Schnitt  mit 
der  Basis  des  Cylinders  hat  die  beiden  Gleichungen 

—  o;  sin  <  +  y  cos  <  —  a<  eotg*  i, 

—  X  cost —  y  sin  ^  — ■  a  cotg* i, 

und  folglich  ist  nach  Nr.  244  diese  Eorye  die  Evolvente  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  acotg'i. 

Da  endlich  die  Gleichung  (7)  liefert: 
T  — .  i  cos  t  +  konsty 

so  sind  nach  Nr.  292  die  Evoluten  der  Schraubenlinie  durch  die 
Gleichungen  dargestellt: 

x  a=  —  a  cotg*  i  cos  ^  — gi»~^  ^ ^  ^*°8  (^  ^^^  *  +  ?)i 

(14)  <    y  OS  —  a  cotg*i  sin  t  -\ — —^-t-  cos  t  tang  (t  cos  %  +  ff), 

0  =»ateotgi^-£^iAng(tcoBi  +  g), 

wobei  g  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet.    Endlich  hat 
man^  weil  nach  Gleichung  (3) 

8  — ■  -.— .  +  konst 

isty  fOr  die  Evolyenten: 

a?  —  a  cos  <  +  (-?— .  +  g)  sin  t  sin  t, 

y  «=  a  sin  ^  —  (-?— .  +  ff)  ^^^  *  cos  t, 


(16) 


j8f  —  —  ^  cos  t . 
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Die  Evolventen  der  Schraubenlinie  sind  Evolventen  eines 
Kreises^  was  mit  dem  in  Nr.  294  erhaltenen  Resultate  über- 
einstimmt. 

208.  Bine  oharakteiistiBOhe  Eigensohaft  der  Sohzauben- 
linie.  Bei  der  Schraubenlinie  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  beiden  Krümmungen  konstant.  Es  ist  auch  leicht  asu  be- 
weisen, daCs  sie  die  einzige  Kurve  ist,  die  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Denn  betrachten  wir  eine  Kurve,  bei  welcher  die  Radien 
B  und  T  der  beiden  Krümmungen  konstant  sind;  nach  den 
Formehl  (2)  und  (3)  der  Nr.  273  hat  man: 

JB(cosay  —  T(cosAy  -=  0, 

js(co8/jy  —  r(cosfiy  —  o, 

JB(cosyy  —  r(cosvy  =  0, 
folglich  sind  die  Di£Ferenzen: 
Bcosa  —  T  cos  A,    JR  cos  /}  —  T  cos  fi,    JB  cos  y  —  T  cos  v 

konstant;  und  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  2?  -{-  T' 
ist,  so  kann  man  setzen: 


Bcosa  —  T cos l  —  yW+Y*  cosa, 

JB  cos  /J  —  T  cos  fi  —  yW+Y^  cos  6, 

JBcosy  —  Tcos v  =  yjB*  +  T*  cosc, 

wobei  a,  b,  c  die  Winkel  bezeichnen,  die  eine  feste  willkür- 
liche Gerade  mit  den  Koordinatenazen  bildet.  Man  kann  die 
0'Axe  mit  dieser  Geraden  zusammenfallen  lassen  und  also 
setzen: 

fJBcosa—  TcosA  — 0, 
iJcos/J  —  Tcosfi  — 0, 


iJ  cosy  —  Tcosi/  =  j/jR*  +  T*. 

Subtrahieren  wir  die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen, 
nachdem  wir  sie  zuvor  mit  cos  ^  imd  cos  9  multipUziert  haben, 
subtrahieren  wir  femer  die  erste  und  dritte,  nachdem  sie  mit 
cosx  und  cos  9  multipliziert  sind,  imd  endlich  die  zweite  und 
dritte,  nachdem  sie  mit  cosx  tmd  cos 9  multipliziert  sind,  so 
folgt  nach  den  Gleichungen  in  Nr.  264: 
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Tcoea  +  jB  cos  A  —  +  y^  +  T*  cos*, 

(2)  Tcosß  +  R  cos  fi  =  —  1/1?  +  T«  cob^, 
T  cos  y  +  ^  cos  V  —  0; 

diese  Gleichimgen  geben  zusammen  mit  den  früheren: 

j»  y 

(3)  cos a  «=    ,  cos*.     cos/J  «*»    ,-  cos  w, 

cos  y  =    ,  • 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dals  die  bisherige  Rechnung  nur 

Tor aussetzt,  dals  das  Verhältnis  -jr  der  beiden  Krümmungen 

konstant  ist.  Die  letzte  der  Gleichungen  (3)  lehrt  nun,  dafs 
die  Tangente  der  Kurve  mit  der  M-Axe  einen  konstanten 
Winkel  bildet,  und  liefert  also  den  Satz: 

Wenn  die  beiden  Srümmungen  einer  Kurve  unter  einander 
ein  konstantes  Verhältnis  haben,  so  ist  die  Kurve  eine  Schrauben- 
linie auf  einem  Oylinder,  dessen  Basis  eine  bdiebige  Kurve  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt: 

cos  a  cos  9  +  cos  /)  cos  *  <»  0, 
und  hieraus  folgt,  dafs  cos  y  cos  %  <==  0  ist.    Also  ist  cos  %  -»  0. 
Mithin  kann  man  schreiben: 

cos  *  «s  sin  9 
und 

cos  a  «=  +  sin  y  sin  ©, 

^  ^  cos  /}  «=»  —  sin  y  cos  9. 

Differentiiert  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  wird 

-  cos  9  aa  sin  y  cos  9  d^p     oder    ds  *^  B  sin  ydq>y 

und  die  Gleichungen  (4)  geben: 

dx         -         *  dy 

^-  —  smy  smy,     ^^  =  —  smy  cosy, 

und  femer  hat  man: 

dz 
d,-co8y, 

also 

dx  '^  B  sin^y  sin g>  dg),    dy  '^  —  B  sin*y  C0Bg>dq>, 

dsf  '^  Bsiny  cos y  dg>. 

26* 
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Wir  haben  bisher  nur  das  Yerhältnis  tob  T  za  B  kon- 
stant angenommen.  Ist  der  Radius  R  selbst  konstant,  so 
unterscheiden  sich  die  Koordinaten  yon  den  GröUsen 

—  R  sin*y  cos  q>,     —  R  sin^y  sin  q>,     Rq>  sin  y  cos  y 
nur  um  Eonstante;  und  da  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
willkürlich  ist,  so  kann  man  setzen: 
(5)  rc— — iZsin^ycos^),  y— —  üsin'ysiny,  js«^Rg>8inycosy. 

Diese  Gleichungen  definieren  in  der  That  die  gewöhnliche 
Schraubenlinie,  bei  welcher  der  Krümmungsradius  gleich  B 
und  der  Radius  des  Gjlinders  gleich  R  sin^y  ist. 

§  9.  Berflkruiig  und  Oskulation  zweier  Karren  wid 
zweier  FUchen, 

299.  Definition  der  Berührung  A;^' Ordnung  zweier  Kunren. 
Es  seien  zwei  Raumkurren  gegeben: 

(1)  y.-/;(aj),  "i-F.ix) 

'und 

(2)  y,-/2W,  ^,~F,(^) 

und  die  rechten  Seiten  seien  in  der  Umgebung  der  Stelle  X'^Xq 
nach  ganzen  positiren  Potenzen  von  x  —  Xq  entwickelt.  Man 
kann  entweder  die  unendliche  Taylorsche  Entwickelung  als 
möglich  voraussetzen,  oder  —  wie  bisher  —  die  Taylorsdie 
Reihe  in  der  Form  des  ,yyerallgemeinerten  Mittelwertssatzes'' 
der  Nr.  112  sich  als  gegeben  denken,  indem  man  zu  den  n 
ersten  Gliedern  der  TayhrBchen  Reihe  noch  einen  Rest  JR. 
hinzufügt.  In  diesem  Falle  nehmen  wie  n  gröfser  als  die 
sogleich  zu  definierende  Zahl  k  -j-  1  bjcl  In  beiden  Fällen 
sind  die  Gleichungen  der  Kurven  (1)  und  (2)  bezw.: 

yi  —  6o  +  ^(^  —  «o)  H h  h+i(x  —  x^y^^  +  •  •  • 


<-. 


«0  +  «i(«  —  «o)  +  • 

.  +  ct+i(x  -  x^y+^  + 

ßo  +  ßlix  -X^)  +  - 

, .  +  ß,+,(x  -  xoy+' + 

n  +  yi(«  —  »o)  +  • 

..  +  y,+,(^X-X^^+^  + 

und 


Die  Koeffizienten  sind  in  bekannter  Weise  nach  Nr.  112  zu 
berechnen«    Wir  legen  darauf  keinen  Wert,  ebensowenig  wie 
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aof  die  fortgelassenen  Glieder  höherer  Ordnung,  die  nur  durch 
Punkte  angedeutet  sind. 

Wir  bilden  nun  die  Differenzen  y^  —  y,  und  js^  —  $%, 
indem  wir  die  entsprechenden  Reihen  gliedweise  subtrahieren. 
Dabei  kann  es  eintreten,  dais  die  ersten  Potenzen  von  x  —  x^ 
einschliefslich  der  nullten  sich  fortheben.  Es  sei  etwa  X  die 
niedrigste  Potenz  Ton  x  —  x^j  die  in  der  Entwickelung  von 
y^  —  y,  stehen  bleibt  und  fi  die  analoge  Zahl  fbr  »^  —  b^. 
Dann  wird 

(5)  yi-y.-6-(^-^oy  +  ---,  6  +  0, 

(6)  i?i-^2-=c-(^-^o>*  +  '-,    c  +  0, 

und  es  werden  daher  yi  —  y,  und  b^  —  z^  an  der  Stelle  x^^Xq 

null  Yon  der  Ordnung  X  bezw.  fi. 

Bezeichnet  nun  A;  +  1  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  X 
und  fi,  wenn  X  und  fi  verschieden  sind,  dagegen  ihren  ge- 
meinsamen Wert,  wenn  X  und  fi  gleich  sind,  so  sagt  man, 
daCs  die  beiden  Kurven  sich  in  der  V^  Ordnung  berühren. 

Die  kleinsten  Werte,  die  X  und  fi  haben  können,  damit  h 
nicht  negativ  ist,  sind  A  —  1  und  fi  «i  1.  Dann  ist  b^  «"  ß^, 
^  —  yo  oder 

AW-ZiW,    i^i(^o)-^i(^o). 
Also  stimmen  an  der  Stelle  X'^  x^  die  Werte  von  y^  und  y, 
einerseits,  sowie  von  8i  und  e^  andrerseits  übereiu;  d.  h.  die 
Kurven  schneiden  sich  in  dem  Punkte  Mj  dessen  Abscisse  x 
ist.    Gleichzeitig  wird  A;  —  0.    Also: 

Zwei  sich  schneidende  Kurven  berühren  sich  in  der  nüUten 
Ordnung. 

Wird  nur  eine  der  Zahlen  X  und  ft  gröfser  als  1,  während 
die  andere  gleich  1  bleibt,  so  bleibt  auch  £  «»  0;  i  erreicht 
den  Wert  1,  sobald  gleichzeitig 

A=l,     ^  =  1 
wird.    In  diesem  Falle  wird 

oder 

/•.(«o)-^(*.),   /;'(«•)-/•.'(«.), 


406  Neuntes  Kapitel. 

Mithin  werden  die  beiden  Tangenten  in  M 

fl-/;(«o)-/i'(«o)-(l-aJo),  i-F,{x,)^Fa<c,)ii-x^) 
und 

'j-/i(^«)-=/;>o)-(i-^o),  c-i^,(«o)--F;'(«o)-(i-«b) 

identisch.    Also: 

Zw^  sich  in  erster  Ordnung  berührende  Kurven  hohen  im 
Berührungspunkte  die  Tangente  gemein. 

Nach  Nr.  214  berühren  sich  die  Projektionskurren  der 
beiden  Baamkurven  auf  die  d;y-Ebene  in  der  X  —  1^^^  die 
auf  die  ^i9-Ebene  in  der  fi  —  V*'^  Ordnung;  denn  nach  (5) 
und  (6)  wird  mit  x  —  Xq  die  Differenz  y^  —  y,  von  der  A*"° 
und  0^  —  0^  von  der  ft**°  Ordnung  null,  i  ist  aber  —  kurz 
gesagt  —  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  X  —  1  und  fi  —  1- 
Also  sehen  wir: 

Berühren  sich  0wei  Eaumkurven  in  der  X^  Ordnung,  so 
berühren  sich  ihre  Brqjektionskurven  auf  die  xy- Ebene  und  xe- 
Ebene  mindestens  je  in  der  J^,  und  in  der  einen  Ebene  genau 
in  der  V^  Ordnung. 

Endlich  wollen  wir  uns  wieder  die  Definition  der  Berüh- 
rung 1^  Ordnung  geometrisch  veranschaulichen.  Wir  legen 
den  Eoordinatenanfang  in  den  Punkt  M\  dann  wird: 

^0  — o>    yo  — 0;    ^0  —  0- 

Die  x-kiA  legen  wir  —  unter  der  Voraussetzung,  dals  eine 

solche    vorhanden    ist  —  in   die    gemeinsame  Tangente   im 

j.j^  ^  Punkte  M.    Es   sei   nun  M' 

(Fig.  68)  ein  Punkt  {x,  y^,  j»,) 

der  ersten  Kurve,  der  in  der 

Umgebung  von  M  liegt.   Wir 

legen   durch  M'  eine   Ebene 

senkrecht    zur    gemeinsamen 

9       ^  '     Tangente.     Sie   wird   parallel 

der  yjer-Ebene  und  schneidet  die  zweite  Kurve  in  dem  Punkte 
^i(^9y%9^%)}  ^®  Tangente  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ent- 
fernung MP  vom  Berührungspunkte  gleich  x  ist.  Alsdann 
wird  die  Entfernung  von  M'  und  M/ 
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nach  den  Gleidrangen  (5)  und  (6): 

Ist  nun  A4"f»;  ^o  sei  etwa  A<fi.    Dann  wird  A  —  %  +  1  und 


Mithin  wird  in  diesem  Falle  fQr  2; »» 0^  d.  h.  an  der  Stelle  M, 
lün^L„    lim     ?^^^i 

endlich  und  von  null  yerschieden.    Aber  auch  wenn  A  a»  fi 
ist,  tritt  dies  ein;  dann  wird  A  -«  fi  »>  Ä;  -]-  1  und 


und  also 

wieder  endlich  und  von  null  Yerschieden. 

Wir  können  also  sagen: 

Zvm  Kurven  berühren  sich  in  einem  Punkte  M  in  der 
Jc^""  Ordnung,  heifst,  wenn  Jc>0  ist: 

Man  ßlle  van  einem  Punkte  M'  der  einen  Kurve  eine 
Ebene  senkrecht  auf  die  gemeinsame  Tcmgente  in  M;  es  sei  M^' 
ihr  Schnittpuhkt  mit  der  anderen  Kurve  und  P  ihr  Schnittpunkt 
mit  der  Tangente  in  M.  Alsdann  wird  die  Entfernung  von  M ' 
und  Ml  mit  MP  null  von  k  +  !*•'  Ordnung.] 

800.  Oskulation  von  einer  Kurve  einer  Sohar  und  einer 
gegebenen  Kurve.  Die  eine  der  beiden  Kurven  der  vorigen 
Nummer  bleibe  fest  gegeben^  etwa  die  Kurve  (1);  fest  ge- 
geben sei  auch  der  Punkt  M  auf  ihr.  Die  andere  Kurve 
werde  durch  eine  ganze  Schar  von  solchen  ersetzt,  deren 
01eichungen(2)vonm-f-l  willkürlichen  Konstanten  a|  as...am+i 
abhängen.  Es  seien  geradezu  die  m  -|-  1  ersten  Koeffizienten 
der  Gleichungen  (4)  jene  willkürlichen  Konstanten.  Wir  suchen 
unter  den  Kurven  der  Schar  (2)  wieder  eine  oskulierendef 
d.  h.  in  möglichst  hoher  Ordnung  berührende,  und  fragen,  wie 
hoch  im  Allgemeinen  diese  Ordnungszahl  wird. 


408  Neantes  Kapitel. 

Wir  haben  da  zwei  Fälle  zu  unteracheidea: 

1)  m  ißt  ungerade:  m  —  2n  +  1.    Dann  seien  gerade: 

die  m  +  1  willkürliclien  Eonstanten  miserer  Schar;  Wir  können 
über  sie  so  yerfdgen,  dafs  ihre  Werte  mit  den  entsprechenden 
Koeffizienten  in  den  Reihen  (3)  der  gegebenen  Kurve  überein- 
stimmen.    Im  Allgemeinen  wird  dann  noch 

aber  nicht  mehr 

werden.   Wir  erhalten  eme  besHmnUe  oskulierende  Eurr e,  welche 
in  der  n***  Ordnung  berührt. 
Ist  dagegen: 

2)  m  gerade:  m  «»  2n  +  2;  dann  seien  gerade: 

<h^-\-%  —  yo9  ön+«  =  yi,-- •««I.+2  — y«,  a^^+s  =  y«-i-i 

die  m-f-  1  willkürlichen  Konstanten  unserer  Schar.  Yerfägen 
wir  über  a|...a2ii+s  wie  vorher,  so  wird  wieder  eine  Be- 
rührung mindestens  n^'  Ordnung  erreicht.  Nun  bleibt  zwar 
yn-^i  niit  (hH-\-i  noch  willkürlich  und  wir  können  es  noch 
mit  Cn^-i  in  Übereinstimmung  bringen.  Aber  /Jn+i  ist  jetzt 
fest  und  im  Allgemeinen  verschieden  von  &i»+i.  Wir  bekommen 
im  Allgemeinen  also  eine  Schar  von  unendlich  vielen  oskulie- 
renden  Kurven,  deren  jede  in  der  n^  Ordnung  berührt  und 
aus  denen  man  keine  noeh  inniger  berühroide  heraussuchen 
kann. 

801.  Der  oskulierende  Kreis  ist  der  Krfimmnngekreis. 
Die  Gleichungen  eines  Kreises  im  Raum  enthalten  fn-f-l«»6 
willkürliche  Grölsen,  nämlich  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes^ 
den  Radius^  und  zwei  der  Winkel,  welche  die  Ebene  des  Kreisee 
mit  den  Koordinatenaxen  bildet.  Es  ist  also  hier  m««2n-f-l*<^Oy 
n  «>  2.  Also  ist  die  Berührung  einer  Kurve  mit  dem  sie 
oskulierenden  Kreise  von  zweiter  Ordnung.  In  Nr.  279  wurde 
gezeigt,  dafs  die  Projektionen  einer  Kurve  und  ihres  Krüm- 
mungskreises auf  eine  beliebige  Ebene  eine  Berührung  zweiter 


Theorie  der  Baumkarven  und  Flächen.  409 

Ordnung  besitzen;  folglich  haben  auch  die  beiden  Kurven 
dieselbe  Berührung^  der  oskulierende  Ereis  ist  also  der  Erüm- 
mungskreis. 

802.  Die  Berührung  sweier  Flächen.  Wir  betrachten 
zwei  Flächen,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen  und  dort  die 
nämliche  Tangentenebene  besitzen.  Durch  die  gemeinsame 
Normale  OH  legen  wir  eine  Ebene,  ^    ^^ 

welche  die  Flächen  in  den  Eurven  q 

MM',  MM^  schneidet,  die  im 
Punkte  M  die  nämliche  Tangente 
MT  haben.  Die  Ordnung  Je  der 
Bertlhrung  dieser  Eurven  kann  mit  ■~^^^^^^'" 
der  Normalebene  GHT  variieren. 
Wenn  nun  für  alle  Normalebenen 
die  Ordnung  der  Berührung  der 
Schnittkurven  niemals  kleiner  ist  als  %,  und  auch  nicht  in 
allen  Normalebenen  gröfser  ist  als  X;,  so  sagt  man,  dafs  die 
beiden  Flächen  eine  Berührung  fc**'  Ordnung  haben. 

Es  sei  die  jer-Axe  parallel  zur  Normalen  GH,  die  beiden 
anderen  Axen  sind  alsdann  parallel  zur  Tangentenebene;  be-   * 
zeichnet  man  mit  x  und  y  die  Eoordinaten  des  Punktes  Jlf, 
mit  e  und  z    die  Ordinaten  der  Flächen,   die  den  Abacissen 

X  -f  £^x  =  a?  +  pcosa},    y+Ay=»y  +  ^sina> 

entsprechen,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
f&r  die  Berührung  Ic^  Ordnung,  dafs  die  Differenz 

Z^  Z' 

der  Abstände  zweier  Punkte  M'  und  M^  einer  Normalebene 
von  der  Tangente  MT  mit  q  mindestens  von  der  Ordnung 
i  +  1  null  wird,  welches  auch  der  Wert  des  Winkels  m  sein 
mag,  und  nicht  fOr  alle  o  von  höherer  als  n  -f-  1*^  Ordnung 
null  wird.  Sind  aber  a  und  b'  die  Werte  von  Z  und  Z', 
welche  dem  Werte  p  >»  0  entsprechen,  so  hat  man: 

Z~z  +  de  +  y  cPz  +  '^'^a^z  +  Rn+iy 
Z'=  z  +  dz'+  l  dV+  . . .  A  d«/+  r;^, . 
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Die  Bedingungen  der  BerOhrung  k*^^  Ordnung  sind  also: 
/=^,  d0'=d0,  cp0^cp0,...d^0  —  d^j8,  d»+ V4=  d*+*;r, 
und  die  Werte  Yon  dx  und  dy  sind  hier  q  cos  cd  und  q  sin  «d. 

Da  aber  diese  Bedingungen  unabhängig  vom  Werte  a 
stattfinden  sollen,  so  erkennt  man,  dafs  die  für  die  Berührung 
k^'  Ordnung  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  darin 
bestehen^  dafs  für  den  Punkt  M  die  Ordinaten  e  der  beiden 
Flachen,  sowie  sämtliche  partielle  Ableitungen,  bis  einschliefB- 
lich  derer  T^^  Ordnung,  einander  bezüglich  gleich  sind.  Die 
Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  ist 

2 

Dieser  SchluCs  gilt  unabhängig  yon  dem  Koordinaten- 
systeme, auf  welches  die  Flächen  bezogen  sind.  Denn,  wenn 
man  eine  Transformation  des  Eoordinatensystemes  ausfährt, 
so  stellt  sich  bei  jeder  Fläche  jede  partielle  Ableitung  ft*"' 
Ordnung  der  neuen  Ordinate  e  in  Bezug  auf  die  neuen  Ab- 
scissen  durch  eine  Funktion  dar,  welche  die  partiellen  Ab- 
.  leitungen  der  ursprünglichen  Grölse  e  in  Bezug  auf  die  alten 
Abscissen,  bis  zur  fi^°  Ordnung  inklusive,  enthält.  Mithin 
bleiben  die  Gleichungen  zwischen  den  partiellen  Ableitungen 
auch  in  Bezug  auf  das  neue  System  bestehen.  Man  muCs 
nur  beachten,  dafs  wenn  die  0-Axe  des  neuen  Systemes 
parallel  der  Tangentenebene  wird,  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  unendlich  und  daher  die  Formeln  illusorisch 
werden. 

808.  Oskulierende  Släohe  einer  Fläohensohar.  Wenn 
man  eine  bestimmte  Fläche  und  auiserdem  ein  Flächensystem 
betrachtet,  in  dessen  Gleichung  m  +  1  willkürliche  Grofsen 
enthalten  sind,  so  kann  man  o^oulierende  Fläche  in  diesem 
Systeme  diejenige  nennen,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte 
der  gegebenen  Fläche  eine  Berührung  von  möglichst  hoher 
Ordnung  mit  der  letzteren  besitzt.  Doch  führt  diese  Betrach«* 
tung  nicht  zu  einem  wesentlichen  Resultate.  Die  oskulierende 
Fläche,  wie  wir  sie  definiert  haben,  wird  mit  der  gegebenen 
eine  Berührung  besitzen,  deren  Ordnung  k  die  gröfste  ganze 
Zahl  ist,  welche  der  Bedingung 
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(*+M±l)_oder<«+l 

genügt;  und  dabei  werden  meistens  in  der  Gleichung  .der 
osknlierenden  Fläche  noch  willkürliche  Gröfsen  unbestimmt 
bleiben. 

Im  Falle  der  Ebene  hat  man  tu  <»  2  und  h'^1-^  die 
oskulierende  Ebene  hat  eine  Berührung  erster  Ordnung  und 
ist  nichts  anderes  als  die  Tangentenebene.  Im  Falle  der 
Eugel  hat  man  in  «^  3  and  %  «a  1;  hier  bleibt  aber  eine  will- 
kürliche Grölse  unbenutzt^  und  es  ist  ersichtlich,  daJs  fär  eine 
Fläche  eine  bestimmte  oskulierende  Eugel  nicht  Yorhanden  ist. 


Zehntes  Kapitel. 
Die  Knrren  auf  Flächen  und  die  Fl&chen&müien. 


Wir  setzen  die  Gleichung  einer  Fläche  meist  in  der  Form 

(1)  *-n«,y) 

als  gegeben  yoraus.  Eine  auf  ihr  liegende  Raumkurve  denken 
wir  uns  in  der  Form  gegeben: 

(2)  x~g>{t),    y-^(0,    ^  =  Z(0; 

so  dafs  die  Substitution  der  Gleichungen  (2)  in  (1)  die  Glei- 
chung (1)  zu  einer  Identität  macht.  Einem  bestimmten  Para- 
meterwerte t  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  M  der  Kurve» 
welcher  auf  der  Fläche  liegt.  In  der  Umgebung  dieses  Punktes 
sehen  wir  für  die  Funktionen  F,  %  if,  %  die  Forderung  85  als 
er  Fallt  an.  Weitere  Annahmen  werden  in  jedem  einzelnen 
Falle  angegeben. 

§  1.  Die  Krümmung  der  durch  einen  Flftchenpunkt 
gehenden  Kurren. 

804.    Berechnung   des  Krümmungsradius   irgend  einer 
durch  einen  Flächenpunkt  gehenden  Kurve.    Wir  bezeichnen 
mit  X,  y,  0   die   rechtwinkligen   Koordinaten    der   gegebenen 
Fläche  und  setzen: 
(1)  d0~pdx  +  qdy   (l>  =  ä^»S=^); 

^"^^  dq^sdx  +  tdy  v  "ax«^  ^~  dxdy^dydx'  ^""dyV' 

Nimmt  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  so  hat 
man  hiernach 

d^e  =  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy\ 
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Wir  betrachten  nun  eine  Enrye  AM,  die  auf  der  Fläche 
liegt;  M(Xf  y,  0)  sei  ein  Punkt  dieser  Eurre,  MT  die  Tan- 
gente in  My  MN  die  Hauptnormale,  die  zugleich  Richtung 
des  Erümmongsradius  ist,  IK  die  Nor- 
male im  Punkte  M  der  Fläche.  Wir  be- 
zeichnen femer  mit  a,  ß^  y  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  MT  der  Tangente 
mit  den  positiven  Eoordinatenaxen  bildet; 
mit  9),  ^,  X  ^®  Winkel,  welche  die  Rieh-  -.-' 
tung  der  Hauptnormalen  MN  mit  den- 
selben Axen  bildet;  mit  B  den  Erüm- 
mungsradius  der  Eurve  im  Punkte  M,  mit  6  die  totale 
Erümmung  des  Bogens  AM,  gemessen  von  einem  beliebigen 
Anfangspunkte  A.  Dann  ist  dö  der  Eontingenzwinkel  und 
Bdö  bezeichnet  das  Differential  des  Bogens  AM.  Man  hat 
also  unter  den  Voraussetzungen  der  Nr.  259 — 262: 

(3)  ^— -Rcosa,    Jj— Bcos^,    J^— Ucosy 

und 

/^N  d  008  a  d  CO8  ß  d  cos  y 

W  -ä7--C0B<Jp,     ^-^-COS*,       -^^-Z_C08X. 

Nun  haben  gemäfs  der  Gleichung  (1)  die  Winkel,  welche  mit 
den  positiven  Eoordinatenaxen  eine  der  beiden  Richtungen 
der  Normalen  IK  bildet,  die  Eosinus 

-P  ~g  ^ 

Vi +!>•  +  «*'     Vi +!>•+«"'     Vl+P*+«'' 


wobei  die  Wurzel  yi  +p*  +  2*  ^^^  irgend  einem  Vorzeichen 
zu  nehmen  ist 

Ist  dieses  Vorzeichen  willkürlich  fixiert^  so  ist  die  Rich- 
tung der  Normalen  dem  Sinne  nach  bestimmt;  es  sei  MK 
diese  Richtung.  Bezeichnen  wir  endlich  mit  0  den  zwischen 
0  und  n  enthaltenen  Winkel,  den  die  Richtungen  MN  und 
MK  mit  einander  bilden,  so  ist 

^  008  X  —  P  COß  W  —  9  008  tfr 

cosO  —  — - — ,  y__g ^ 

Vl+p'+q' 

also  auf  Grund  der  Gleichungen  (4) 

d  008  y  d  008  a         d  cos  ß 

(5)  cos  e  = 


de  '      ^     da  ^     da 


VHFFT7 
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Substituiert  man  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Werte 
Yon  dXf  dy,  dgy  welche  aus  den  Gleichungen  (3)  folgen,  so 
erhalt  man 

(6)  cos  y  «=  p  cos  a  +  g  coß/J, 

und 

-^  «a  jB  (r  cos  a  +  5  cos  ß) , 


(7) 


da 

-i  B»  i2  (5  COS  CK  -f  ^  cos  ß). 

Die  Differentiation  der  Gleichung  (6)  giebt  femer 

d  cos  y        /     d  cos  a   ,       d  cos  ()\    ,    (dp  ,    da  A 

oder  nach  den  Gleichungen  (7): 

/o\  d  cos  y  d  cos  a  d  cos  /) 

=»  ü(r  cos*«  +  25cosa  cos/l  +  t  cos*/J). 
Die  Gleichung  (5)  verwandelt  sich  also  in  die  folgende: 

^Q^  _3 V^+P'+q' 

^  -^  cos  e        r  cos"«  +  2«  cos  acoBß-\-t  cos"(J 

Sie  drückt  den  Krümmungsradius  der  Kurve  ^Jtf  als 
Fimktion  der  Grolsen  aus^  die  sich  auf  die  Fläche  beziehen, 
und  der  Winkel,  durch  welche  die  Richtung  der  Tangente 
und  der  Hauptnormale  der  Kurve  bestimmt  sind.  Der  Badius 
B  ist  eine  positive  Groüse;  das  Zeichen  cos  9  wird  also  immer 
das  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (9). 

Anmerkung,  Ist  f(x,  y,  jgr)  -=  0  die  Gleichung  einer  Fläche, 
und  konstruiert  man  in  einem  Punkte  Zy  y,  0  die  Flächen- 
normale, so  kann  man  die  beiden  Richtungen  dieser  Normale 
im  Allgemeinen  dadurch  unterscheiden,  dafs  für  die  Punkte 
auf  der  einen  Richtung  die  Funktion  /'(rr,  y,  e)  einen  positiven^ 
für  die  Punkte  der  anderen  einen  negativen  Wert  erhält. 
Denn  es  ist  die  Gleichung  der  Normalen 

i  —  x tj  —  y       t—z 

dl    ~    df_    "^    df^   ' 
dx  dy  dz 

bezeichnet  man  also  die  Koordinaten  eines  auf  der  Normalen 
gelegenen  Punktes  mit  a?  +  Ä,  y  +  Ä;,  je?  +  ?,  so  bestehen  die 
Relationen: 
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und  es  irird: 


Der  Index  6  bedeutet^  dalb  2;  +  6%,  y  +  ^^;  ^  +  ^^  ^  ^;  Vy  ^ 
zu  setzen  ist.  Der  Wert  der  Funktion  ändert  demnach  sein 
Zeichen,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  K  Ist  die  Gleichnng 
in  der  expliciten  Form  gegeben: 

so  ist 

Denmach  kann  man  die  eine  Richtung  der  Normalen  und 
dementsprechend  die  eine  Flächenseite  als  die  positive ,  die 
andere  als  die  negative  bezeichnen,  je  nach  dem  Vorzeichen 
des  Wertes  /"(ä  +  ä,  y  +  *,  jbt  +  V). 

Betrachtet  man  diejenige  Richtung  der  Normalen,  die 
nach  der  positiven  Seite  verläufl;,  so  erhalten  die  Kosinus  der 
Winkel,  die  diese  Richtung  mit  den  positiven  Koordinaten- 
axen  bildet,  einen  bestimmten  unzweideutigen  Wert,  und  dem- 
gemäCs  mu&  auch  das  Vorzeichen  von  j/l+p'+ä^  unzwei- 
deutig bestimmt  sein. 

Setzt  man 

cos a  «= 7-—^-  ---->     cos  Ä  = ,— T"  ^ , 


cosy ' 


wobei  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  noch  fraglich  ist, 
ff,  /},  y  aber  die  fixierte  Richtung  bezeichnen,  so  wird  die 
Gleichung  der  Normalen: 

008  a  COB^  cosy  * 

und  bestimmt  man  auf  der  angenommenen  Richtung  der  Nor- 
malen den  Punkt  si^  +  h^y-^-Jc^g+l,  so  haben  in  der  Gleichung 
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h  k  l 


cos  a         cos  ß         cos  y 
die  Verhältnisse  einen  positiven  Wert.    Es  wird  nun 
g  +  l  -fix  +  Ä,  y  +  t)  -  (l-hp-kq)^ 

Soll  also  der  Ausdruck  positiv  werden^  so  hat  man  der 
Quadratwurzel  das  positive  Zeichen  zu  geben;  mithin  ist  be- 
wiesen: Giebt  man  in  den  Gleichungen 

cos  a  ««  —=^~== ,     cos  /3 ""^ 


1 
cos  y  =*  — — , 

der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen^  so  fixiert  man  damit 
diejenige  Richtung  der  Normalen,  welche  in  jedem  Punkte 
nach  der  positiven  Flächenseite  gerichtet  ist,  das  heiJGst  nach 
deijenigen,  für  welche  die  Punktion  is  —  fiß^jy)  positiv  wird. 
Dasselbe  findet  statt  bei  der  allgemeineren  Flächen- 
gleichung f(Xf  y,  0)  a-  0,  wenn  man  setzt: 

K 

ex 


cosa 


cos/)  < 


cosy 


+V(Kr+©*+(M)" 

dl 
dl 

CZ 


+y(K)"+(r,)'+©' 


Einer  besonderen  Untersuchung  bedürfen  jedesmal  die 
Punkte,  in  denen  diese  partiellen  Ableitungen  sämtlich  gleidi  0 
sind,  oder  p  und  q  unbestimmt  werden. 

805.  Ein  Sats  von  Meunier.  Betrachten  wir  jetzt  den 
Normalschnitt  der  Fläche,  welcher  erhalten  wird,  wenn 
man  sie  durch   die  Ebene   der  Linien  MT^  MK  schneidet 
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lat  R^  der  Erümmungsradius  im  Punkte  M  dieses  Schnittes^ 
so  wird  der  Winkel  6  hier  0  oder  n.  Die  Gleichung  (9) 
ergiebt 

B.  _  Vl+P'  +  q'    


±1        r  cos'a -f  2s  co8a  008^ -f  tcos'ß' 
und  folglich  ist: 
(10)  U  — +  UoCOBe. 

Das  zweideutige  Zeichen  +  kann  durch  Plus  oder  Minus 
ersetzt  werden^  je  nachdem  9  kleiner  oder  gröfser  ist  als  y 

Die  Gleichung  (10)  enthalt  das  wichtige  Theorem  Yon 
Meunier,  welches  aussagt: 

Der  Krümmungsradius  einer  beliebigen  auf  einer  FUkhe 
gelegenen  Kurve  ist  in  jedem  Punkte  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Krümmungsradius  desjenigen  Narmälsdmittes,  der  die  Tangente 
der  Kurve  enthalt,  und  dem  Kosinus  des  Winkds,  den  diese 
Sdmittebene  mit  der  SehmiegungsAene  der  Kurve  badet. 

Dieser  Satz  führt  umnittelbar  zu  der  bemerkenswerten 
Folgerang: 

Konstruiert  man  eine  Kugd,  deren  Mittelpunkt  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt  eines  Normdlsdinittes  und  deren  Badius  der 
Krümmungsradius  desselben  ist,  so  schneiden  sämtliche  Ebenen, 
u?dche  man  durch  die  Tangente  dieses  Normaischnittes  hindurch- 
legt,  die  Kugel  in  Kreisen,  welche  die  Krümmungshreise  für 
sämtliche  durch  diese  Ebenen  gei>ildeten  schiefen  Schnitte  sind. 

Nach  dem  Theorem  von  Meunier  erfordert  also  die  Unter- 
suchung der  Krümmung  der  verschiedenen  Kurven^  welche 
man  auf  einer  Fläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  ziehen 
kann;  und  die  eine  bestimmte  Richtung  und  eine  bestimmte 
Oskulationsebene  besitzen,  nur  die  Untersuchung  der  Krüm- 
mung der  Normalschnitte. 

806.  Das  Vorzeichen  des  griiminnngsradius.  Wir  sahen, 
daJB  der  Krümmungsradius  B  eines  Normaischnittes  im  Punkte 
M  einer  Fläche  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

(l)  _B_ Vl+i>'  +  g' 

^^  ±1        rcoB^a  +  28  co%a  coüß  +  tooB^ß^ 

wobei    das   Zeichen    der   Quadratwurzel   willkürlich    gewählt 
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werden  kann;  das  zweideutige  Zeichen  des  Nenners  auf  der 
linken  Seite  mnlis  dann  so  bestimmt  werden,  dafs  JB  einen 
positiven  Wert  erhält.  Dieser  Nenner  +  1  ist  aber  der 
Kosinus  des  Winkels,  den  die  Richtung  MN  des  Radius  mit 
der  Richtung  MK  der  Flächennormalen  bildet,  welche  letztere 
durch  das  Vorzeichen  von  y  1  +  p*  +  8*  fixiert  ist.  Dieser 
Winkel  ist  gleich  0  oder  sr,  folglich  muCs  das  zweideutige 
Zeichen  +  durch  Plus  ersetzt  werden,  wenn  der  Radius  B  nach 
MK  gelichtet  ist,  und  durch  Minus,  wenn  die  Richtung  von  R 
der  Richtung  von  MK  entgegengesetzt  ist.  Setzt  man  also 
fest,  dafs  der  Krümmungsradius  R  positiv  sein  soll  in  dem 
ersten  Falle  und  negativ  in  dem  zweiten,  so  hat  man  die  ein- 
heitliche Formel 

(2)  R l^l+Z+?_ 

^   ^  r  cos'  tt  4-  2ji  nna  «  oj\a  ß  - 


r  008*  a  -}-  28  COB  tt  COS  ß  -}-  t  cos'ß ' 

welche  die  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  im  Punkte 
M  nach  Grolse  und  Richtung  bestimmt. 

Die  Krümmungsradien  der  verschiedenen  Normalschnitte 
in  einem  Flächenpunkte  sind  alle  auf  der  nämlichen  Geraden 
gelegen  und  werden  sämtlich  von  einem  gemeinsamen  An- 
fangspunkte an  gemessen.  Wir  befolget  also  eine  allgemeine 
geometrische  Regel,  wenn  wir  diese  Radien  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten ,  je  nachdem  sie  in  dem  einen  oder 
anderen  Sinne  gerichtet  sind. 

807.   NormalBChnitte  und  Hauptsohnitte.     Nabelpnnkte. 

Der  Vergleich  aller  möglichen  Radien  in  einem  Punkte  wird 

sehr  erleichtert,  wenn  wir  den  Koordi- 
naten-Anfangspunkt in  den  Punkt  M 
der  Fläche  legen,  und  eine  der  Axen, 
z.  B.  die  ^-Axe,  mit  der  Richtung  MK 
der  Normalen  zusammenfallen  lassen. 
X  Die  Axen  der  Koordinaten  x  xmd  y 
liegen  alsdann  in  der  Tangentenebene, 
und  man  hat 

ferner 

cos  y  =  0 ,     cos  /J  «=a  sin  a. 
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Die  Wnrzel  }/l  +1>*  +  äf*  reduziert  sich  auf  +  1 ,  aber 
da  es  uns  freisteht^  das  Zeichen  zu  fixieren^  so  wählen  wir 
das  positive.  Die  Normale  ist  alsdann  nach  der  positiven 
Seite  der  Fläche  gerichtet. 

Demnach  wird  die  Gleichung  (2): 

Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  gleich 

— ' 1 ^  cos  2a  +  ssm  2a, 

mt  man  also  eine 
derart  y  daJs 


Bestimmt  man  also  einen  Winkel  2aQ  zwischen  0  und  x 


s—  ?^-tang'2«o, 


so  wird  die  Gleichung  (3): 
(4)  iJ  = 


Die    Wurzel    T/s*  +  \—^—)     tat    das    Vorzeichen    des 

Quotienten    "7    :  cos  2aQ, 

Man  erkennt  hieraus,  daTs  der  Wert  von  R  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird  ffir  die  Werte 

cos  2  (a  —  a^)  —  +  1 , 
welche  ergiebt: 

wenn  h  eine  ganze  Zahl  ist.  Da  aber  zwei  Werte  von  a,  die 
sich  um  ein  Vielfaches  von  x  unterscheiden,  zu  dem  näm- 
lichen Normalschnitt  gehören,  so  reicht  es  aus,  die  beiden 
Werte 

zu  betrachten,  welche  zwei  zu  einander  senkrechte  Normal- 
schnitte bestimmen.  Für  den  einen  von  ihnen  ist  der  Krüm- 
mungsradius R  ein  Minimum,  für  den  andern  ein  Maximum. 
Diese    beiden  Normalschnitte    heifsen    die  Hauptschnük   der 

27* 
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Fläche  im  Punkte  M  and  ihre  Erünunungsradien  die  Haup^ 
hrümmungsradien  der  Fläche  in  diesem  Fonkte. 

Dies  erfordert  indessen,  daCs  8  und  r  —  t  nicht  zugleich 
null  sind;  denn  wenn  s  -»  0  und  r  -»  ^  ist,  so  ist  der  Winkel 
a^  nicht  mehr  bestimmt.  In  diesem  Falle  reduziert  sich  die 
Oleichui^  (3)  auf 

r 

und  hieraus  folgt,  dafs  alle  Normalschnitte  der  Fläche  im 
Funkte  M  den  nämlichen  Krümmungsradius  haben.  Irgend 
zwei  zu  einander  rechtwinklige  Schnitte  können  als  ein  System 
Ton  Hauptschnitten  betrachtet  werden.  Die  Punkte  der  Fläche, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  heilsen  Nabdpunkte  oder  J^mkte 
sphärischer  Krümmung. 

808.  Die  Eulersohe  Gleichung.  Wir  können  noch  die 
Diskussion  der  Gleichung  (3)  yerein&chen,  wenn  wir  als 
Koordinatenebenen  ex  und  ßy  die  Hauptschnitte  wählen,  deren 
Existenz  wir  bewiesen  haben.  Der  mit  a^  bezeichnete  Winkel 
wird  dann  null,  und  die  Gleichung,  welche  zur  Definition  dieses 
Winkels  diente,  giebt  dann 

s  =  0. 
Alsdann  wird  die  Gleichung  (3) 


rco8*a  +  *flin*a* 
oder 

(6)  R  "^  *"  ^^®*  a  +  ^  sin*  a. 

Sind  Ri  und  22,  die  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte, 
welche  durch  die  ex-  und  j?y-Ebene  gebildet  werden,  so  giebt 

die  Gleichung  (5)  für  a  »»  0  und  a  <»  y 

Folglich  wird  der  allgemeine  Ausdruck  fdr  -^,  die  JE^ersche 
Gleichung: 

(7)  5"^  57  ®^^*  ^'^  E.  ^^^^' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  statt  a  den  Wert  jt  —  a  einsetzt;  man  hat  also  den  Sats: 
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jSwei  NormaUchmttej  wekke  gegen  einen  JBauptschnüt  in 
dem  einen  oder  andern  Sinne  gleiA  geneigt  sind,  haben  gleiche 
und  gleith  gericiUete  Erümmungsradien. 

Bezeichnet  man  mit  R'  den  Wert,  der  aas  jR  herrorgeht, 
wenn  man  a  um  y  yermehrt^  so  hat  man 

(8)  i  "  ^  ^*''  +  ^  ^^**'^' 

und  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  ergeben: 

Die  halbe  Summe  der  Krümmungen  -g-  und  ^  wird  die 

mitüere  Krümmung  der  Fläche  im  Punkte  M  genannt.    Die 
Gleichung  (9)  liefert  also  den  Satz: 

Die  mitüere  Krümmung  sweier  bu  einander  senkrechten 
Narmalscknitte  ist  in  einem  Flächenpuhkte  konstant  und  gleich 
der  mittleren  Krümmung  der  Fläche  in  diesem  Funkte, 

809«  KrümmxingB&ndenmg  von  Kormalsohnitt  bu  Kor- 
malsohnitt  Wir  untersuchen  nun  die  Änderung  von  jR^  wenn 
man  dem  Winkel  a  successive  alle  Werte  beilegt^  welche  den 
Terschiedenen  Normalschnitten  entsprechen,  und  die  zwischen 
0  und  X  enthalten  sind. 

Zuerst  nehmen  wir  an,  daüs  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien i2|  und  22,  von  gleichem  Zeichen  sind;  dabei  kann 
man  yoraussetzen,  dals  sie  positiv  sind,  denn  um  ihr  Zeichen 
za  ändern,  genügt  es,  die  Richtung  der  positiven  ier-Axe  zu 
ändern.    Femer  sei 

Die  Gleichung  (7)  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 


1         1        / 1         i\    .  , 


Man  erkennt,  dafs  R  wächst  von  R^  bis  22|,  während  a 


n 


Yon  0  bis  -^  wächst,  und  dafs  es  dann  abnimmt  von  R^  bis 


n 


jBi,  während  a  von  —  bis  tc  wächst.    Die  Fläche  ist  in  der 
Umgebung  des  BerOhrungspunktes   ganz  auf  der  nämlichen 
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Seite  der  Tangentenebene  gelegen ,  denn  sämtliche  Normal- 
schnitte sind  nach  derselben  Seite  gekrümmt. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  dafs  Ri  und  R^  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sind;  es  sei  Ri  positiv  und  es  werde 

Bi  =  —  Uitang^Äo 
gesetzt,   wobei   a^    ein  Winkel   zwischen  0  und   ^  ^^i  ^® 
Gleichung  (7)  wird  nun 

--  s=  = — :-, —  (sin*  «ft  —  sin*  a), 

Läfst  man  a  von  0  bis  Oq  wachsen,  so  wächst  R  von  22| 
bis  oo  und  ändert,   indem  es  durch   den   unendlichen   Wert 

geht,  sein  Zeichen;  wächst  a  weiter  von  a^  bis  y?   ^^  wächst 

R  ebenfalls  von  —  oo  bis  —  JB^  tang*  a^  =  R^.   Wenn  a  von 

*  bis  «  -—  «0  wächst,  so  nimmt  jR  ab  von  IJj  bis  —  oo  und 

ändert  wiederum  sein  Zeichen  beim  Durchgang  durch  den 
unendlichen  Wert.  Endlich  wenn  a  von  x  —  a^  bis  je  wächst, 
so  nimmt  R  ab  von  -|-  oo  bis  R^,  In  diesem  Falle  liegen 
die  zum  betrachteten  Punkte  benachbarten  Punkte  teils  auf 
der  einen,  teils  auf  der  andern  Seite  der  Tangentenebene. 

§  2.   Ableitung  der  vorigen  Resultate  mit  Hälfe  der 
Dupinsehen  Indikatrix, 

810.  Definition  der  Indikatrix.  Die  vorstehenden,  von 
Euler  zuerst  aufgestellten  Sätze  gevrinnen  eine  sehr  anschau- 
liche Form  durch  die  Betrachtungsweisen,  welche  Charles 
Dupin  gegeben  hat.  Diese  elegante  Methode  wollen  wir  nun 
auseinander  setzen. 

Wir  betrachten  (Fig.  72)  eine  Fläche  und  beziehen  sie  wie 
vorhin  auf  drei  rechtwinklige,  durch  den  Punkt  M  gelegte 
Azen,  von  denen  die  eine,  Jf^,  mit  der  Normalen  zusammen- 
fallt, die  beiden  anderen,  Mx  und  My  in  der  Tangentenebene 
liegen.  Es  sei  MM'  ein  Schnitt  der  ^[Fläche  mit  der  Ebene 
eMT,  dessen  Spur  auf  der  a;y-Ebene  mit  der  x-Axe  den 
Winkel  a  bildet.   Wir  verbinden  den  Punkt  M  mit  einem  be- 
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Flg.  72. 


nachbarien  Punkte  M'  der  Kurve  MM  und  legen  durch  den 
Punkt  M'  in  der  Ebene  ßMT  die  Geraden  M'O  und  M' K 
senkrecht  zu  Mg  und  MM'  be- 
züglich. 0  und  K  seien  die 
Punkte ;  in  denen  die  beiden 
Geraden  die  Normale  Mz  schnei- 
den. Der  Kreis,  welcher  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  MM'K 
umschrieben  ist,  hat  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Normalen 
Mb,  und  folglich  ist  (Nr.  217) 
der  Krümmungskreis  der  Kurve 
MM  im,  Punkte  M  seine  Grenze, 
wenn  ÜT  in  den  Punkt  M  hinein- 
rückt. Der  Durchmesser  dieses 
Kreises  ist  aber 

MK^MO+OK—MO  +  ~$\ 

-^^      &/ -— '  t 

bezeichnet  man  also  den  Ejrüm-  ^ 

mungsradius  des  Normalschnittes  MM'  im  Punkte  M  mit  B, 

so  ist 


1  ,.     M'O^ 


(1)  R 

Die  letzte  Formel  giebt  uns  nun  vor  allem  einen  geome- 
trischen Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (3)  in 
Nr.  307. 

Bezeichnen  wir  nämlich  mit  a  den  Winkel  L  <^Mp  (Fig.  72) 
und  mit  u^^MO  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der 
Normalen,  so  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M: 


(2) 


X  =  w  cosa, 


y  es  u  •  sma, 


Die  letzte  Formel  ergiebt  sich  aus  der  Entwickelung  von  0 
nach  dem  Mac-Laurinschen  Satze,  wenn  man  beachtet,  dals 
die  Tangentenebene  im  Koordinatenanfange  berührt,  dafs  also 
für  2;  =  0,  y  s»  0  auch  0  -»  0  wird,  und  dafs  die  Tangenten- 
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ebene  mit  der  xy-Waene  zusammenfällty  dafs  also  im  Punkte 
M  auch  p  und  q  verschwinden.  Setzt  man  die  Werte  yon 
X  und  y  aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  in  die  dritte 
Gleichung  (2)  ein^  so  wird 

=jef — Y***  •  (»"cos'«  +  2s  cos«  sina  + 1  sin'a)  +  2i,, 


Dabei  wird  JR,  mit  u  mindestens  von  der  dritten  Ordnung 
null.     Mithin  wird  die  Gleichung  (1); 

U  =  Y  lim  — j-^^ ^-r- 

I*— Ott«  |--.(rcoa*a  +  2«coßa  flina  +  *8in"a)+ ^  }. 

^  ^  ™*  r  cos'a  -^  28  cosa  sma  -\- 1  sin'a 

unsere  alte  Gleichung  (3)  aus  Nr.  307. 

Um  nun  zur  Definition  der  Indikatrix  zu  gelangen^  schnei- 
den wir  unsere  Fläche  durch  die  Ebene  0  ^^h  und  vemach- 
lässigen  den  Best  JR,;  dann  liefert  uns  die  dritte  Gleichung 
(2)  den  Kegelschnitt 

(5)  l  {ra^  +  2sxy  +  ty^  -  h, 

welcher  die  Indikatrix  unserer  Fläche  im  Funkte  M  heiTsi 
In  Figur  72  ist  sie  durch  den  punktierten  Bogen  ah  be- 
zeichnet. 

Errichten  wir  in  den  Funkten  p  {Xj  y)  ihrer  Peripherie 
LotC;  so  bilden  diese  einen  Cylinder,  welcher  unsere  Fläche 
nach  (2)  in  der  Höhe 

0-h  +  R^ 
schneidet,  die  bis  auf  Grölsen  mindestens  3*^  Ordnung  gleich 
h  ist. 

Wir   führen  nun  auch  in   unserer  Indikatrix  (5)  Folar- 

koordinaten  ein  und  setzen: 

X'=  Q  cos  a,  y  '^  Q  sin  a; 

Q  bedeutet  dann  den  RadiusTektor  Mp  der  Indikatrix  und  a 

den  Winkel   aMp,   den  Mp   mit   der  x-Axe  bildet.     Dann 

wird  (5) 

2h 

(6)  r  cos*  a  +  2s  cos  a  sin  a  +  ^  sin*a  =  -y, 
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und  daher  giebt  (4): 

(7)  iJ-g,     d.h.: 

Die  Eriimmungsradien  der  verschiedenen  NormaisdmitU  sind 
proportional  den  Quadraten  der  Badienvektoren  der  Indikatrix, 
welche  mit  den  Spuren  jener  Schnitte  in  der  Tangentend)ene  zu- 
sammenfaUen. 

Liegt  die  Fläche  ganz  anf  der  einen  Seite  der  Tangenten- 
ebene in  der  Umgebung  des  Punktes  M,  so  giebt  die  Indi- 
katrix, welche  in  der  angegebenen  Weise  konstruiert  ist^  die 
Krümmungsradien  aller  Normalschnitte.  Wenn  aber  der  andere 
Fall  vorliegt,  so  kann  die  Gleichung  (1)  nicht  alle  Radien 
liefern,  aulser  wenn  man  der  Grölse  0  sowohl  positive  wie 
negative  Werte  beilegt  Man  mufs  alsdann  der  Gröfse  h  das 
doppelte  Zeichen  +  geben.  Die  auf  diese  Weise  gebildete 
Indikatrix  ist  aus  zwei  verschiedenen  Kurven  zusammengesetzt, 
und  giebt  dann,  wie  im  vorigen  Falle,  die  Krümmungsradien 
aller  Normalschnitte. 

SIL  EUipÜBOhe«  Parabolisohe  und  hyperbolische  Krüm- 
mung. Wir  knüpfen  an  die  Gleichung  (5)  der  vorigen  Num- 
mer an;  h  ist,  wir  wiederholen,  eine  willkürliche  Länge,  der 
man  das  doppelte  Zeichen  +  geben  mufs. 

Ist  nun  rt  —  «*  >  0,  so  mufc  man,  um  eine  reelle  Kurve 
zu  erhalten,  h  dasselbe  Zeichen  geben,  welches  die  Ableitungen 
r  und  t  besitzen;  die  Indikatrix  ist  also  eine  Ellipse;  man 
nennt  die  Fläche  in  solch  einem  Punkte  elliptisch  oder  positiv 


Ist  rt  —  ^  ca  0,  so  mufs  man  ebenfalls  h  das  Zeichen  der 
Ableitungen  r  und  t  beilegen;  die  Indikatrix  besteht  in  diesem 
Falle  aus  zwei  parallelen  Geraden,  die  in  gleichen  Abständen 
vom  Punkte  M  verlaufen.  Die  Fläche  heifst  in  diesem  Punkte 
pardbolisch  gehrümmt. 

Ist  endlich  rt  —  ^<0,  so  muGs  man  der  Gröfse  h  so- 
wohl das  positive,  wie  das  negative  Zeichen  beilegen.  Die 
Indikatrix  besteht  aus  zwei  konjugierten  Hyberbeln,  welche  die 
nämlichen  Asymptoten  besitzen,  und  bei  denen  die  transver- 
sale Axe  der  einen  die  nicht  transversale  für  die  andere  ist. 
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Die  Fläche  heifst  in  dem  Punkte  hffperbolisch  oder  negativ  ge- 
krümmt 

Die  Gleichung"  (7),   welche  den  Wert  des  Erümmungs- 
radiuA  angiebt,  wird  gemäfis  der  Gleichung  (6) 

22  = 


r  cos'  a  -\-  28  OOB  tt  Bina  -\- 1  sin*!«^ 

und  das  ist  dieselbe  Gleichung,  die  wir  in  Nr.  310  auf  ganz 
anderem  Wege  erhalten  haben. 

812.  NormalBChnitte  und  Indikatrix.  Da  die  Krüm- 
mungsradien der  Normalschnitte  in  einem  Flächenpunkte  pro- 
portional sind  den  Quadraten  der  Badienvektoren  der  Indika- 
trix, so  entspricht  einer  jeden  Eigenschaft  dieser  Badien  auch 
eine  analoge  der  Krümmungsradien. 

So  hat  in  einer  Ellipse  der  aus  dem  Mittelpunkt  ge- 
zogene Radius  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  und  die 
Bichtungen  dieser  beiden  sind  zu  einander  senkrecht.  Also 
existieren  im  Falle,  dafs  rt  —  s*  >  0,  zwei  Normalschnitte  der 
Fläche  senkrecht  zu  einander,  derart,  daCs  der  Krümmungs- 
radius der  einen  am  grofsten,  der  anderen  am  kleinsten  ist 
Dies  sind  die  Schnitte,  welche  wir  die  Hauptschnitte  genamit 
haben.  Einer  der  Krümmungsradien  wird  unendlich,  wenn 
rt  —  s*  «»=  0  ist,  wobei  die  elliptische  Indikatrix  in  zwei  parallele 
Gerade  ausartet.  Endlich  besteht  auch  die  nämliche  Eigen- 
schaft, wenn  die  Indikatrix  aus  zwei  Hyperbeln  gebildet  wird. 
In  diesem  Systeme  hat  das  Quadrat  des  Radiusvektor  zwei 
Minima,  welche  den  beiden  zu  einander  senkrechten  trans- 
versalen Axen  der  Hyperbeln  zugehören.  Da  aber  von  diesen 
beiden  Badien  der  eine  einem  positiven,  der  andere  einem 
negativen  Krümmungsradius  entspricht,  so  sieht  man,  dafis 
auch  hier,  wie  im  Falle  der  Ellipse,  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  stattfindet,  und  dals  die  entsprechenden  Schnitte 
senkrecht  zu  einander  sind. 

Bei  der  elliptischen  Indikatrix  ist  wie  bei  jeder  Ellipse 
die  Summe  der  inversen  Quadrate  zweier  senkrechter  Badien 
konstant;  dasselbe  findet  statt  bei  der  hyperbolischen  Indika- 
trix, wenn  man  die  Differenz  statt  der  Summe  einführt.  Hieraus 
folgt,  indem  man  die  Vorzeichen  der  Krümmungsradien  be- 
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achtet,  da&  die  Summe  der  ErQmmungen  zweier  zu  einander 
senkrechter  Normalschnitte  konstant  und  gleich  der  Summe 
der  Hauptkrümmungen  ist.  Dies  wurde  auch  schon  in  Nr.  308 
bewiesen. 

Zwei  Radienvektoren  der  Indikatrix,  die^gegen  eine  Haupt- 
axe  gleich  geneigt  sind  in  yerschiedenem  Sinne^  sind  unter 
einander  gleicL  Hieraus  schlieüst  man,  daJGs  zwei  Normal* 
schnitte  y  die  gegen  einen  Hauptschnitt  gleich  geneigt  sind, 
auch  gleiche  Krümmung  haben. 

Endlich  erkennt  man,  dafs  die  Punkte  der  Fläche,  welche 
wir  Nabdpunkte  genannt  haben,  diejenigen  sind,  für  welche 
die  Indikatrix  ein  Kreis  ist.  Denn  alsdann  haben  alle  Normal- 
schnitte die  gleiche  Krümmung.  Bei  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  alle  Schnitte,  die  durch  parallele  Ebenen  be- 
stimmt werden y  ähnliche  Kurven;  demnach  ist  die  Indikatrix 
in  jedem  Punkte  irgend  eine  der  Kurven,  welche  durch  eine 
zur  Tangentenebene  parallele  Ebene  ausgeschnitten  wird.  Die 
Nabelpunkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  also  die  Punkte, 
in  denen  die  Tangentenebene  parallel  zu  einer  der  Ebenen 
ist,  welche  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneiden. 

81B.  Ein  Beispiel  für  einen  singnlären  Funkt.  Das  be- 
merkenswerte Gesetz,  nach  welchem  die  Krümmung  der  Nor- 
malschnitte in  einem  Flächenpunkte  sich  ändert,  setzt  das 
Vorhandensein  einer  Tangentenebene  in  diesem  Punkte  voraus, 
und  erfordert  auljserdeai,  daCs  die  partiellen  Ableitungen  r,  $,  t 
in  diesem  Punkte  bestimmte  Werte  haben,  für  welche  der 
Satz  vom  totalen  Differentiale 

dp^r  dx  '\'  s  dy,    dfj  =  «  da?  +  <  Jy 

gültig  ist  Letzteres  ist  insbesondere  dann  der  Fall,  wenn 
die  Grofsen  r,  $,  t  in  der  Umgebung  des  betrachteten  Punktes 
stetige  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  sind.  Wenn 
diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  gilt  unsere  Unter- 
suchung nicht  mehr,  und  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die 
Krümmungen  der  Normalschnitte  ändern,  kann  von  dem  für 
den  regulären  Fall  gefundenen  durchaus  verschieden  sein. 
Dies  soll  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden. 
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Wir    betrachten   die  Fläche^    welche   in   rechtwinkligen 
Koordinaten  dnrch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  wobei  f  eine  gegebene  Funktion  ist.   Setzt  man 

X  =*'  f  COB Uy    y  "*  p  sin«; 
so  wird 

(2)  ^=-^L 


lind  dies  ist  die  Gleichung  eines  Schnittes,  der  auf  der  Fläche 
durch  die  Ebene  y  —  o;  tanga  gebildet  ¥mrd;  a  und  q  sind 
also  die  KoordinateiL  Dieser  Schnitt  ist  eine  Parabel,  der^i 
Tangente  im  Eoordinatenanfangspunkt  in  der  a;y -Ebene  Hegt 
Für  diesen  Anfangspunkt  wollen  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 
der  Krümmungsradien  bestimmen.  Gemäis  der  Gleichung  (1) 
ist  jg  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  x  und  y;  also 
ist  nach  dem  Theorem  für  homogene  Funktionen  (Nr.  139): 

rx'+2sxy  +  ty'='^f- 

Ersetzt  man  x  und  y  durch  q  cos  a  und  q  sin  er,  diTidieit 
man  durch  p*  und  läfst  q  nach  null  konvergieren,  so  wird 

r  cos*«  +  2s  cos«  sin«  +  t  sin*«  ^^^n ^; 

r,  s,  t  haben  in  dieser  Gleichung  die  Werte,  welche  dem  Ko- 
ordinateuanfangspunkt  entsprechen,  und  a  ist  der  Winkel,  den 
die  Tangente  des  Normalschnittes  mit  der  o^-Axe  bildet.  Der 
Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  (Nr  307)  wird  also 

B-»/'(tanga), 

und  das  Gesetz  seiner  Änderung  ist  also  ebenso  willkürlich 
wie  die  Funktion  f.  Also  hat  er  auch  nicht  mehr,  wie  im 
regulären  Falle  ein  einziges  Maximum  und  ein  einziges  Mini- 
mum, die  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  allgemeine  Theorie  ist  in  dem  vorliegenden  Falle 
deshalb  nicht  anwendbar,  weil  für  x  =»  0,  y  ■»  0  die  partiellen 
Ableitungen  r,  s,  t  unbestimmt  werden.    Ihre  Werte  hangen 
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viehnehr  von  der  Grenze  ab,  nach  welcher  das  YerhältniB 
"  konvergiert,  während  x  and  y  null  werden. 

814.  Hanpttangenten  und  Haupttangentenknrren.  Es 
werde  eine  Earve  betrachtet,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche 
yerläuft.  Die  Tangentenebene  der  Fläche  in  einem  Earyen- 
punkte  hat  die  Gleichung  {x,  y,  g) 

(1)  g_^__p(|_a:)  +  g(,-y). 

Ihre  Einhüllende  ist  eine  abwickelbare  Fläche;  sie  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichnng  (1)  zusammen  mit  der  Gleichung, 
welche  aus  der  Differentiation  nach  der  unabhängigen  Varia- 
belen,  von  der  auf  der  gegebenen  Eurre  die  Grolsen  x,  y,  e^  p,  q 
abhängen,  hervorgeht.  Bezeichnet  man  die  Ableitungen  nach 
dieser  unabhängigen  Veränderlichen  wieder  durch  Accente,  so 
ergiebt  sich  aus  (1): 

(2)  ^'.(|_a;)  +  3'.(i,-y)-0. 

Um  die  Bückkehrkurve  der  abwickelbaren  Fläche  zu  er- 
halten, mufs  man  die  Gleichung  (2)  nochmals  differentiieren; 
dies  ergiebt 

(3)  j,"(4_»)-fg"(,_y)_(pV+5^y')-0. 

Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  sind  enthalten  in  der  Formel: 
u\  {—^ _  _  izi?  _     ^-^    «,  px'+q'y 

Die  Werte  von  $,  i},  (,  welche  aus  diesen  Gleichungen 
folgen,  sind  die  Eoordinaten  des  Punktes  der  Rückkehrkurve, 
welcher  dem  Punkt  rr,  y,  z  entspricht  Die  Gleichungen, 
welche  zwischen  den  ersten  drei  Verhältnissen  in  der  Formel 

(4)  bestehen,  sind  äquivalent  den  Gleichungen  (1)  und  (2); 
sie  bestimmen  die  Erzeugende  oder  Charakteristik  der  ab- 
wickelbaren Fläche.  Diese  Charakteristik  und  die  Tangente 
an  die  Eurve  im  Punkte  (x,  y,  z)  heifsen  nach  Dupin  konju- 
gierte Tangenten  der  Fläche. 

Bezeichnet  man  mit  cc,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente der  Eurve  mit  den  Eoordinaten  bildet^  und  mit  «1,  /3x,  yi 
die  Winkel,  welche  die  konjugierte  Tangente  bildet,  so  sind 
die  Eosinus  der  ersten  proportional  zu  x,  y\  z,  die  Eosinus 
der   anderen  proportional  zu  j',  —  p\  pq  —  qp\   gemäfs  der 
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Formel  (4),  oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  pro- 
portional zu 

«a;'+  ty\  -  {rx  +  sy'),    (ps  -  qr)  x'+  {pt  -  qs)  jf. 
Man  hat  also 

.p.v  cofl«!       co8|3i  cosyj    

^  ^  «cosaH-tcoB^  —  (rooBa+«cö*P)  (p«— 3r)co8a+(p^--2«)coap' 
Dies  sind  die  Relationen,  welche  zwischen  den  Kosinus  zweier 
konjugierter  Tangenten  einer  Fläche  bestehen. 

Verlegt  man  den  Eoordinatenanfangspunkt  in  einen  Punkt 
der  Fläche  und  macht  man  die  Tangentenebene  zur  Ebene  x  y^ 
die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  zur  ex-  und 
jery-Ebene,  so  wird 

l>  =  0,    2  =  0,    s  =  0, 
cos  y  «=  0;     cos  /S  =  sin  a, 
cos  yi  —  0 ,    cos  ßi  =  sin  a, , 
und  die  Gleichung  (5)  ergiebt 
(6)  tang  a  tang  a^= r-  • 

Diese  Gleichung  drückt  folgende  Eigenschaft  aus: 

Irgend  etoei  konjugierte  Tangenten  sind  paraJid  gweien 
konjugierten  Burchmessem  der  Indikatrix. 
Und  hieraus  folgt: 

Die  algehraisdie  Summe  der  Krümmungsradien  eweier 
Normalschnitte,  welche  eweien  konjugierten  Tangenten  ent- 
sprechen, ist  konstant. 

Denn  die  Krümmungsradien  sind  proportional  den  Quar 
draten  der  Durchmesser  der  Indikatrix,  und  diese  Quadrate 
haben  eine  konstante  Summe  oder  Differenz. 

Den  Zusammenhang  zwischen  zwei  konjugierten  Tan- 
genten kann  man  auch  in  dem  Satze  aussprechen:  GdU  man 
von  einem  Flächenpunkte  in  einer  bestimmten  TangentenridUung 
weiter,  so  beginnt  die  Tangentenebene  sich  um  die  konjugierte 
Tangente  zu  drehen.  Denn  es  ist  die  konjugierte  Tangenten- 
richtung die  Schnittlinie  zweier  benachbarter  Tangentenebenen. 
Aus  der  Gleichung  (5),  die  man  in  der  Form  schreiben 
kann: 
r  cos«  cosai4*  «(cosa  cos/Si+  cosa^  cos/J)  +  l  cos/J  cos/Jj  =«0, 
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sowie  aus  den  geometrischen  Eigenscliaften  der  konjugierten 
Durchmesser  eines  Kegelschnittes  folgt:  In  jedem  Punkte  einer 
Flache  giebt  es  zwei  Richtungen ,  von  denen  jede  mit  sich 
selbst  konjugiert  ist;  sie  bestimmen  sich  aus  der  Gleichung 

(7)  r  cos'  a  +  2s  cos  «  cos  /J  +  ^  cos*/J  =  0 

und  entsprechen  den  Richtungen  der  Asymptoten  der  Indi- 
katrix.  Diese  beiden  Richtungen  heüsen  die  HaupUangenten 
in  dem  Flächenpunkte;  sie  sind  imaginär  im  Punkte  ellipti- 
scher Krünunung,  (rt  —  s*  >  0),  und  reell  im  Punkte  hyper- 
bolischer Krümmung  (rt  —  6*  <  0).  In  einem  Punkte  mit 
parabolischer  Krümmung  (rf  —  s*  ■»  0)  bildet  die  eine  aus- 
gezeichnete Richtung  mit  der  Krümmung  null  die  konjugierte 
zu  jeder  andern  Richtung ,  denn  es  wird  hier 
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ttj  8  coBa  +  t  coBß  yt 


cos  ß^  r  cosa  +  8  cos  ß 

also  unabhängig  von  a,  und  diese  Richtung  ist  zugleich  die 
Richtung  der  Haupttangente. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (7)  die  Kosinus  durch  die 
ihnen  proportionalen  Werte  x'  uod  y',  so  folgt 

(8)  rx'*  +  2sxy  +  ty'^  =  0, 

und  diese  Gleichung  giebt  die  beiden  Fortschreitungsrich- 
tungen  an  ^  die  in  einem  Flächenpunkte  mit  den  Richtungen 
der  Haupttangenten  zusammenfallen.  Zu  den  beiden  Werten 
ixf:y,  die  aus  dieser  Gleichung  folgen ,  erhält  man  den  zuge- 
hörigen Wert  ß  vermittelst  der  Gleichung  «'— j>x'+  qf/. 

Die  Fortschreitungsrichtungen  der  Haupttangenten  bilden 
zusammen  ein  System  von  Haupttangentenkurven  auf  der  Fläche; 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  Kurven  dieses 
Systems^  sie  sind  aber  nur  dann  reell  ^  wenn  die  Fläche 
in  diesem  Punkte  hyperbolisch  oder  parabolisch  gekrümmt 
ist.  Wird  in  der  Gleichung  (8)  der  Wert  von  0  als  Funk- 
tion der  unabhängigen  Yariabelen  x  und  y  vermittelst  der 
Flächengleichung  eingeführt ,  so  stellt  sie  die  Differential- 
gleichung der  Projektionen  der  Haupttangentenkurven  in  der 
ory-Ebene  dar. 
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§  3.  Die  Hauptkrflmmuiigsradieii  und  das  Krümmangsmafs 
in  einem  Flichenpankte, 

815.  Noch  einmal  der  Krümmungsradius  eines  Kozmal- 
sohnittes.  Die  allgemeine  Formel,  welche  Gröfse  und  Richtmig 
des  Erümmimgsradias  eines  Normalschnittes  mit  den  Winkeln 
a^  ßy  y  bestimmt,  war  (Nr.  306) 


r  cos'  a  -f-  ^«  <^0B  a  cos  /)  +  ^  ^>'  ß 


(5) 


Die  Wahl  des  Vorzeichens  von  yi  +i>*  +  8*  bestimmt 
dabei  die  Richtung  der  Normalen,  nach  welcher  die  Krüm- 
mungsradien positi?  sind.  Die  Kosinus  der  Winkel  a,  ß,  y 
genügen  den  Relationen: 

(2)  cos  y  =  jp  cos  a  +  g  cos  ß 
und 

(3)  cos*a  +  cos*j8  +  cos*y  =  1, 
und  die  Elimination  yon  cosy  giebt: 

(4)  (1  +p*)  cos««  +  2pq  cosa  cos/5  +  (1  +  g*)  cos*/J  »=  1. 

Wir  multiplizieren  den  Ausdruck  B  mit  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung,  um  ihn  in  Bezug  auf  cos  a  und  cos  ß 
homogen  zu  machen;  die  Gleichung  (1)  kann  dann  geschrieben 
werden: 

(1  +  p* \  — - 1  cos*a-f-2|pg ; —   ^        icosgcosfl 

81B.  Bestimmung  der  Nabelpunkte.  Diese  Gleichung 
liefert   uns    unmittelbar    die    Bestimmung    der   Nabelpunkte. 

Denn  sie  läfst  den  Wert  des  Verhältnisses   — ^   ermittefai, 

008  p  ' 

welcher  in  einem  bestimmten  Flächenpunkte  einem  gegebenen 
Werte  B  entspricht.    Ist  nun  der  Punkt  ein  Nabelpunkt,  so 

ist  das  Verhältnis  — j  unbestimmt,  und  umgekehrt.  Dem- 
nach erhält  man  die  Bedingungen  f&r  einen  Nabelpunkt,  wenn 
man  die  Koeffizienten  von  cos'a,  cosacosj9,  cos'/)  einzeln 
gleich  null  setzt;  man  findet  so: 
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(6) 


l+p.  pg  1+g.' 


und  jeder  dieser  Quotienten  hat  den  Wert  ^       -^   '  ^  ,  wobei 

It  den  Krümmungsradius  im  Nabelpunkt  bezeichnet. 

Im  Allgemeinen  bestimmen  die  zwei  Gleichungen,  welche 
in  der  Formel  (6)  enthalten  sind,  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten,  oder  wenigstens  ein  Punktsystem ,  das  keine  kon- 
tinuierliche Kurve  bildet.  Indessen  kann  es  auch  eintreten, 
dals  sich  die  beiden  Gleichungen  infolge  der  Flachengleichung 
auf  eine  reduzieren,  und  alsdann  besitzt  die  Fläche  eine  Kurve 
Ton  Nabelpunkten. 

817.  Bestimmung  der  Hauptkrümmnngsradien.  Die  Glei- 
chung (5)  läfst  auch  die  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächen- 
punktes bestimmen.    Es  müssen  nämlich  die  beiden  Werte  des 

Verhältnisses  — g,  welche  aus  dieser  Gleichung  folgen,  einander 

gleich  werden,  sowohl  für  das  Maximum  als  auch  für  das  Mini- 
mum.    Die  Bedingmig  dieser  Gleichheit  liefert: 

(^«-p!^.)-(i+^*-v!^)(i+«*-y!^)-o, 

oder 

^M  +(!  +  !>*+ 3*)  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  für  12  sind  die 

beiden  Hauptkrümmungsradien. 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  des  Quotienten  — ^ 

für  jeden  der  beiden  Hauptschnitte.  Ist  nun  R  eine  Wurzel 
der  Gleichung  (7),  so  hat  die  Gleichung  (5)  eine  doppelt  zäh- 
lende Wurzel,  mag  man  cosa  oder  cos/3  als  die  unbekannte 
Grofse  betrachten.  Diese  doppelte  Wurzel  mufs  also  auch 
der  Gleichung  genügen,  welche  man  durch  Differentiation  der 
Gleichung  (5)  entweder  nach  cosa  oder  nach  co&ß  erhält. 
Demnach  ist 

(l  +p'  -  -.^ )  cos a  +  (pq——^l-  Acosfl  «  0, 

(pq ; —   ^        \  cos  a  -f  ( 1  -f  g* *  __  A  cos  jS  =»  0, 
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und  dies  ergiebt  die  Gleichungen 

tfCi         r  C08  g  -{-  g  C08  p <  coa  «  +  f  cog  p  Vi+pM"? 

(l+p*)eo9a  +  pqco9ß^'  pqco9a  +  {l  +  ^coBß''^  B 

Die   Gleichung   zwischen   den  ersten  beiden  Quotienten 

ist  Yom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  das  YerhSItnis  — ^]  sie 

bestimmt  diejenigen  Werte  yon  ihm,  die  den  Hauptschnitten 
zugehören.  Zusammen  mit  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhalt 
man  die  Werte  der  drei  Kosinus:  cosa,  cos^,  cosy. 

Die  Gleichung  (7)  fallt  mit  der  Gleichung  (6)  der  Nr.  162 

J2 
zusammen,  wenn  man  ==  an  Stelle  iron  Z — £  setzt 

n+p'  +  l' 
Man  sieht  also,  dafs  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Normal- 
schnitte genau  die  beiden  Punkte  sind,   welche  wir   bei   der 
Aufgabe  in  der  citierten  Nr.  162  betrachtet  haben. 

Bezeichnet  man  mit  B^  und  R^  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (7),  so  hat  man 

^1^« r«-s«       ' 

und  hieraus  folgt: 

rn      7?^«     (i+i>«+g«)(i+i>^(i  +  g')i>'9'rgg         r  t  f 

(i+i)*+gy(i+jp')(i  +  g«)r   r t_j 

Diese  Gleichung  lehrt,  dafs  die  Gleichungen  (6)  notwendig 
sind,  wenn  die  Gleichung  (7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat;  so 
findet  man  also  auft  Neue  die  f&r  die  Nabelpunkte  abgeleiteten 
Bedingungen. 

818.  Das  OaufMOhe  KrOmmmtgamarB.  Die  Werte  der 
beiden  Hauptkrümmungsradien  eines  Flachenpunktes  stehen 
auch  in  engster  Beziehung  zu  der  Gröfse,  welche  Otmfs  als 
Krümmungsmafs  der  Fläche  in  einem  Punkte  definiert  hat; 
sie  ist  Yon  der  in  Nr.  308  genannten  mittleren  Krümmung 
zu  unterscheiden.  Wie  bei  der  Krümmung  der  Kurven  die 
Länge  des  Bogens  und  des  Bogenelementes  eingeführt  werden 
mufste,  um  die  Krümmung  zu  messen,  so  ist  hier  der  Begriff 


(9) 
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der  Grofse  einer  krummen  Flache  nnd  ihres  Differentiales 
d.  h.  des  Flächenelementes  erforderlich.  Ihre  genaue  Bestim- 
mnng  kann  erst  in  der  Integralrechnung  (Nr.  689  und  590) 
gegeben  werden,  doch  wollen  wir  hier  schon  unter  Voraus- 
setzung jener  Begriffe  die  Definition  und  Berechnung  der 
Krümmung  kurz  entwickeln. 

Wir  betrachten  ein  beliebiges  Stuck  auf  einer  Fläche, 
das  durch  eine  bestimmte  Kurre  C  begrenzt  ist,  und  es  sei  S 
die  Grolse  dieses  Stückes.  Auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius  1, 
deren  Mittelpunkt  im  Koordinatenanfangspunkt  gedacht  sei, 
konstruiert  wir  die  Radien,  welche  den  Normalen  der  Fläche 
in  den  Punkten  der  Kurre  C  parallel  sind,  wobei  wir  an- 
nehmen, dafs  in  den  Punkten  dieser  Kurve  die  Richtung  der 
Normalen  sich  stetig  ändert,  und  dafs  nicht  zwei  Ycrschiedene 
Normalen  einander  parallel  sind.  Aladann  bestimmen  die  Ra- 
dien eine  Kurve  C  auf  der  Kugel,  welche  eine  Fläche  von 
der   GroGse   6  begrenzt.     Die   Grofse   6   heifst  die    absolute 

Krümmung  der  Fläche  S,  und  der  Quotient   ^  ihre   relative 

Sjrümmung.  Zieht  man  nun  die  Kurve  C  immer  enger  zu- 
sammen,  so   dafs  sie  nach   einem  bestimmten  Flächenpunkt 

konvergiert,  so  heifst  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  ^^  das 

Erümmungsmafs  oder  einfach  die  Krümmung  der  Fläche  in 
dem  betrachteten  Punkte.  Hierbei  werden  Zahler  und  Nenner 
des  Quotienten  null;  der  Zahler  reduziert  sich  auf  das  Element 
der  Kugelfläche,  der  Nenner  auf  das  der  gegebenen  Fläche. 
An  Stelle  dieser  Elemente  können  wir  nun  auch  ihre  ortho- 
gonalen Projektionen  auf  eine  Ebene,  z.  B.  die  ^y- Ebene  ein- 
führen, weil  beide  Elemente  einander  parallel  sind;  die  Pro- 
jektionsebene darf  nur  nicht  senkrecht  zur  Tangentenebene 
des  betrachteten  Flächenpunktes  gewählt  werden.  Demnach 
vrird  die  Krümmung 

wenn  da'  und  dS'  die  Projektionen  der  F^,cheiielettente  be» 
zeichnen.  Als  Element  dS'  wählen  wir  das  Dreieck,  gebildet 
von  den  Punkten  mit  den  Koordinaten  a;,  y;  a:  -f-  djfl?,  y  +  öt,y; 
X  -j-  d^x,  y  -f  d^y,  so  dafs 

28* 
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dS'  =  l-(dixd^y  —  d^xd^y) 

ist.  Femer  seien  die  Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte  fiir 
die  Projektion  des  Eugelelementes  X,  F;  X  +  ^i^;  ^+  d^T] 
X  +  d^Xj  Y  +  d,r,  so  dafs 

d6'  =  l-(d,Xd^T—  d^Xd,Y). 
Folglich  ist 

EsistnmirfiX«-^rfia;+^rfiy,(7,Z— gj(^a:+ A,yu.s.w., 
und  f Qhrt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  für  K  ein,  so  wird 

"^  aa?  dy         cy  dx" 
Es  ist  aber  X=a  — ,  F««  5.^  wenn  man  oi  —  V^l  +i)*+3*  setzt; 
aus  den  Gleichungen: 


dm 

9 


^05  09*  ^y  Q>* 

dm  dm 

d«  (D*  dl/  a' 

folgt: 

oder,  indem  man  ©ö— ■"  p^  +  js,  ©^  -«=1)5  +  2^  einführt: 

2r=    •''-^' 


(1  +  P*+3V        -BiÄ. 

Die  Krümmung  der  Fläche  in  einem  Punkte  ist  also  gleich 
dem  reeiproken  Werte  des  Produktes  der  beiden  Hauplkrümmungsr 
radien. 

819.  Bestünmnng  der  Nabelpunkte  des  Sllipsoides.  Als 
Anwendung  der  Theorie  in  Nr.  317  geben  wir  die  Bestimmung 
der  Nabelpunkte  des  EUipsoides.  Bezeichnen  wir  die  Halbazen 
der  Fläche  mit  p,  )/p^ —  6*,  V^p*  —  c*  und  nehmen  dabei  6<c 
an^  so  ist  die  Gleichung  des  EUipsoides: 
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Durch  DifFerentiation  folgt: 

tmd  durch  weitere  DifFerentiation: 

t^  +  ii  +  ^~^, 

S0  -{-  pq  =«0. 
Daraus  bildet  man: 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichnngen  null  sind  für 
einen  Nabelpnnkt,  so  erhalt  man  f&r  diesen  entweder  p  «»  0 
oder  $  B-  0.  Die  Annahme  p  »^0  würde  f&r  q  einen  imagi- 
nären Wert  ergeben.    Für  j  =-  0  folgt  aber 


P—  -TPP=,;     ^— ; ;     «  — ±— ;     y  =  0. 

9  Kc  —  6  c  c 

Die  Quadratwurzeln  sind  mit  beiderlei  Zeichen ^  sowohl 
Plus  wie  Minus,  zu  nehmen.  Das  EUipsoid  hat  also  vier  reelle 
Nabelpunkte,  welche  in  der  Ebene  der  grölsten  und  der  klein- 
sten Axe  gelegen  sind,  was  mit  dem  in  Nr.  312  (resagten 
übereinstimmt. 

§  4.  Die  KrflmmungskniTen  einer  Fläche. 

820.  Definition  und  Differentiälgleichung  der  Erüm- 
mimgaknrven.  Krümmungskurven  einer  Fläche  nennt  man 
alle  die  Kurven,  bei  denen  die  in  den  Terschiedenen  Kurven- 
punkten  konstruierten  Flächennormalen  eine  abwickelbare 
Fläche  bilden. 

Es   seien  x,  y,  g  die   rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
bestimmten  Flächenpunktes,  und  es  werde  wie  gewohnlich 
de^»pdX'\-  qdy,    dp  »^  rdx  +  sdy,    dq  ^>  sdx -{' tdy 
gesetzt.    Die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  (x,  y,  z)  hat  die 
Gleichungen: 
(1)     (|-.a:)  +  pa-^)-0,    (ri-y)  +  q{X-d)^0. 
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Wenn  nun  die  Koordinaten  Xj  y,  b  einer  Exümmungskurre 
angehören,  so  müssen  sie,  ebenso  wie  p  und  g,  Funktionen 
einer  Yariabelen  sein;  da  nnn  die  Gerade  (1)  Tangente  der 
Bückkehrkarre  einer  developpabelen  Fläche,  oder  was  das 
Nämliche  besagt,  die  Charakteristik  dieser  Fläche  sein  soll, 
so  ist  sie  in  der  beweglichen  Ebene  enthalten,  welche  Ton 
dieser  Fläche  eingehüllt  wird.  Die  Gleichung  dieser  Ebene 
wird  also 

(2)    [(|-a;)+i,a-^)]  +  A[(,-y)  +  j(§-«)]«0, 

wobei  A  eine  Funktion  des  Parameters  oder  der  Yariabelen 
ist,  Ton  welcher  die  Koordinaten  Xy  y,  b  abhängen.  Nach  der 
in  Nr.  280  gegebenen  Theorie  ist  die  Einhüllende  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (2),  zusammen  mit  derjenigen,  die  aus 
der  Differentiation  derselben  nach  dem  Parameter  herrorgeht. 
Diese  letztere  Gleichung  muls  aber  durch  die  Gleichungen  (1) 
identisch  erfällt  werden.  Differentiiert  man  die  Gleichung  (2), 
bezeichnet  wieder  die  Ableitungen  nach  dem  Parameter  durch 
Accente  und  läfst  dabei  das  mit  k'  multiplizierte  Glied  fort, 
welches  auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  null  ist,  so  kommt: 

[-(^'+i>o+a-^)i>']+M-(y'+«^o+(e-^)«T  =  o. 

Diese  Gleichung  mufs  bei  jedem  Wert  Yon  (  bestehen; 
sie  zerlegt  sich  demnach  in  die  beiden: 

l  P    —  —  ^«; 

oder  wenn  man  X  eliminiert: 

(A\  P'       „  _  JL 

^^  x'+pg'      y'  +  ««' 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche,  der  Definition  nach,  filr 
jeden  Punkt  einer  Krümmungskurve  bestehen  mulis.    Ersetzt 
man  0\  jp',  q'  durch  ihre  Werte,  so  erhält  sie  die  Form 
...  rx'  +  sy'         _         8x'+ty' 

oder 

(6)     [(i+j.)s_p3^](||)V  [(1+20  *•-(!+ *•)*]§! 

+  I>?*--(1 +!>'>] -0. 
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Die  Ableitungen  p,  Qf  r,  s,  t  sind  gegebene  Funktionen 
der  Koordinaten  x,  y,  und  diese  Gleichung  ist  die  Differen- 
tialgleichung der  Projektionen  der  Erümmungskurre  auf  die 
xy-'Ehene. 

Hat  die  quadratische  Gleichung  (6)  zwei  reelle  Wurzeln, 
so  gdien  durch  den  fixierten  Punkt  der  Fläche  swei  Erüm- 
mungskurren.  Für  einen  Nabelpunkt  yerschwindet  jede  eckige 
Elammer  in  der  Differentialgleichung  (6). 

d2L  Die  lErfimmufigskurven  berühren  die  Hauptnormal- 
Bclmitte.  Die  Gleichung  der  beweglichen  Ebene,  welche  wir 
betrachtet  haben,  wird  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (3): 

und  um  die  Rückkehrkurve  ihrer  Enyeloppe  zu  bestimmen, 
mufis  man  diese  Gleichung  mit  den  beiden  Gleichungen  Ter» 
binden,  die  aus  ihr  durch  zweimalige  Differentiation  folgen« 
Die  erste  Differentiation  giebt  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichung  (4): 

[«-*) +!>(£- *)]«"- [(ij-y)  +  «a-*)]j»"-o. 

Differentiieren  wir  diese  und  bezeichnen  wir  mit  -^  den 

Wert  eines  jeden  Gliedes  in  der  Gleichung  (4),  den  wir  be- 
stimmt, endlich  und  von  null  Yerschieden  annehmen,  so  folgt^ 
indem  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  beachtet,  welche, 
wenn  p' j'' —  l?"?'  nicht  null  ist,  den  Gleichungen  der  Nor- 
malen äquivalent  sind: 

(t-'-M)(j>'q"-q'p'-)^0, 
oder 

i  —  0~M. 

Dieser  Wert  von  t  gehört  dem  Berührungspunkte  der 
Normalen  mit  der  Bückkehrkurve  an.  Bezeichnet  man  mit  R 
den  Teil  der  Normalen,  welcher  zwischen  diesem  BerOhrungs- 
punkte  und  dem  Flächenpunkte  enthalten  ist,  so  ist 

oder  wegen  der  Gleichungen  (1) 

R-~yi+p'  +  ^it-g)-^yi+p*  +  q'M. 
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Es  ist  aber  -j^  der  gemeinflame  Wert  der  Glieder  in  der 

Formel  (5),  also  ist: 

m  rx'  +  sy' 8x'+ty' Vl+jp'+g' 

^^      0'+P')x'  +  pqy^  pqx+(l  +  q')y'^  B 

Sind  <£;  ßj  y  die  Winkel^  welche  die  Tangente  der  Erüm- 
mungsknrye  mit  den  Eoordinatenaxen  bildet,  so  ist 

x'    ^    y'   ^ 
cos  a        cos  ^  ' 

und  die  vorige  Formel  wird: 

(ü\        r  cos  g  +  8  cos  ß  8  cos  a  -|-  ^cosp  yi  -f-p«-}.g* 

(i+p^coB  a+pqcoa  ß"^  pqcoB  a  +  {i  +  q*)  coB  ß'^^  B 

Die  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Gleichungen 
sind  aber  genau  die  nämlichen^  welche  (Nr.  317)  zur  Bestim- 
mung  der  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptschnitte  in 
einem  Flachenpunkte  dienten,  und  die  Werte  des  Verhält- 
nisses Ton  — äy  welche  dieser  Relation  genügen,  bestimmen 

die  Tangenten   der   beiden   Hauptschnitte.    Mithin   ist  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  bewiesen: 

Die  Krümmungslinien,  welche  durch  jeden  Punkt  einer 
gegebenen  Fläche  gehen,  berühren  in  diesem  die  beiden  Haupt- 
normalschnUte  und  schneiden  sich  folglich  unter  rechtem  Winkel 

Die  RückJcehrhurve  der  develqppabelen  Fläche,  welche  durch 
die  Normalen  der  Fläche  längs  den  Punkten  einer  Krümmungs- 
kurve  gebildet  wird,  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungs- 
mitielpunkte  aller  Hauptnormcdschnitte,  welche  die  Krümmungs- 
kurve berühren. 

322.  Bemerkungen.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dab 
die  Krümmungsradien  einer  Krümmungskurre  im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sind  den  Krümmungsradien  der  berührenden  Haupt- 
schnitte. Bezeichnet  q  den  Krümmungsradius  einer  Krüm-* 
mungskurve,  6  den  Winkel,  den  die  Richtung  dieses  Radius 
mit  der  Richtung  des  Krümmungsradius  R  des  Hauptschnittes 
bildet,  so  ist 

p  s=  jß  cos  8, 

wie   in  Nr.  305  gezeigt  wurde.    Die  Gleichheit   zwischeir  q 
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und  R  findet  also  nnr  dann  statt,  wenn  die  Osknlationsebene 
der  Erümmungskorve  durch  die  Normale  der  Fläche  geht. 

Wir  haben  die  Differentialgleichung  für  die  Projektionen 
der  Krümmnngsknryen  einer  Fläche  auf  die  ^y -Ebene  erhalten; 
die  Bestimmang  der  Gleichung  dieser  Eurren  zwischen  den 
Eoordinaten  allein  erfordert  im  Allgemeinen  Methoden^  welche 
den  Gegenstand  der  Integralrechnung  bilden.  Indessen  können 
wir  auch  hier  schon  einsehen^  dafs  die  ErümmungskurTcn 
zwei  Systeme  Yon  Eurren  bilden,  welche  man  orthogonale 
nennt  Diese  Linien  zerlegen  in  der  That  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Vierecke,  bei  welchen  alle  vier  Winkel  rechte 
sind  Die  Eurren,  denen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines 
Vierecks  entsprechen,  gehören  dem  einen  Systeme  Yon  Erüm- 
mungskurven  an,  und  die  orthogonalen  Trajektorien  dieser 
Eurren  bilden  das  andere  System.  Aber  im  Allgemeinen  sind 
die  beiden  Erümmungskurren,  welche  durch  den  nämlichen 
Flächenpunkt  gehen,  nicht  analytisch  verschieden:  sie  sind  viel- 
mehr nur  zwei  Zweige  derselben  Eurve,  und  nur  in  beson- 
deren Fällen  können  die  beiden  Systeme  von  Erümmungs- 
kurven  durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Jede  Eurve,  welche  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer  Eugel 
gezogen  wird,  ist  als  Erümmungskurve  dieser  Flächen  anzu- 
sehen. Im  ersten  Falle  bilden  die  Normalen,  welche  durch 
die  Punkte  der  beliebigen  Eurve  gelegt  werden,  eine  Cylinder- 
fläche,  die  abwickelbar  ist.  Mithin  genügt  die  Eurve  der 
Definition  einer  Erümmungskurve.  Bei  der  Eugel  schneiden 
sich  die  Normalen  im  Mittelpunkte  und  bilden  eine  Eegel- 
fläche,  welche  ebenfalls  abwickelbar  ist.  Übrigens  sieht  man 
auch,  dafs  die  Gleichung  (4)  der  Erümmungskurven  immer 
bei  einer  ebenen  oder  sphärischen  Eurve  erfüllt  ist.  Für  eine 
ebene  Eurve  ist 

und  fOr  eine  Engel 

ist: 

x+pz'+(e  —  z^)p'=0     und    y' +  qz' +  (z  —  0o)2' —  0. 

828.  Vorbereitende  Formeln.    Bezeichnet  man  mit  a,  /),  y 

die  Winkel,   welche  die  Tangente   einer   auf  der  Fläche  ge- 
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legenen  Kurve  C  mit  den  Koordinatenaxen  bildet,  mit  ff|;  A;  Xi 
die  Winkel  der  Normalen,  so  ist 

COi«!  008  ft 

■^  "™        008  yj '     ^  *"        008  yi ' 
femer 

008  a  008  p  008  y 

Die  Gleichung  der  Erümmungskurven 
wird  demnach,  wenn  C7  eine  Erümmungskurve  ist: 

008  y,  (008  «^y  —  008  ft|  (cos  y,/  008  y,  (008  p  J'  -—  C08  ft  (008  yi)' 

008  a  008  yj  —  C08  «j  C08  y       008  ^  008  y^  —  cos  y  COB  fi 

oder: 

(1)        (cos  /J  cos  yj  —  cos  y  cos  ^j)  (cos  aj)' 

+  (cos  y  cos  Cj  —  cos  a  cos  yi)(co8  ^J' 

+  (cos  Ä  cos  /Jj  —  cos  /J  cos  ai)(cos  y^  =  0. 

Andererseits  ist 

cos  a  (cos  aj)'  +  cos  /J  (cos  /Jj)'  +  cos  y  (cos  y^)'  =  0, 
cos-Oi  +  C08*/Ji  +  cos*yi  =-  1, 
und  hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

cos  «1  (cos  «i)'  +  cos  ^1  (cos  /J,y  +  cos  yi  (cos  y^  =  0. 
Verbindet  man  diese  letste  Identität  mit  der  Gleichung  (1), 

so  erhalt  man 

m  (008  «J^  ^  (ooafty  ^  (coiyiX  , 

^  ^  C08  a  008  ^  008  y 

Damit  also  eine  auf  einer  Flache  gegebene  Eurve  Erüm- 
mungskurve  dieser  Fläche  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  die  Tangente  der  Eurye  in  jedem  Punkte  parallel  der 
Geraden  ist,  welche  mit  den  Eoordinatenazen  Winkel  bildet^ 
deren  Eosinus  proportional  sind  den  Ableitungen 

(cos  «i)' ,    (cos  ft  y ,    (cos  y^ . 
Wir  setzen: 

(3)  d6i  —  y(dcosai)*  4-  (dcosft)«  +  (dcosyj^ , 

indem  wir  die  Voraussetzungen  (Eap.  IX  §  3,  Forderung  S) 
als  erfüllt  ansehen,  welche  bei  der  Definition  dieser  Grobe 
gemacht  wurden,  und  bestimmen  drei  Winkel  9^,  ^^,  f|  durch 
die  Gleichungen: 
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(4)     -^_co8g>„    — -l^_co8^i,    ~35r^  — ßo«Zi- 

Ist  die  gegebene  Kurve  C  eine  Erümmnngsknryey  so  werden 
die  Normalen  in  ihren  yerschiedenen  Punktm  Tangenten  einer 
Kurve  Q.  Dann  ist  (^tf^  der  Kontingenzwinkel  dieser  Kurve 
nnd  9>i,  ^i^  Xi  ^^^  ^^®  Winkel,  welche  ihre  Hauptnormale 
mit  den  Axen  bildet.  Jn  allen  Fällen  ist  die  Richtung,  welche 
durch  die  Winkel  tpi,  ^i,  Xi  bestimmt  wird,  senkrecht  zur 
Flaehennormale,  also  in  der  Tangentenebene  gelegen.  Denn 
die  Ol^chung 

cos'ffx  +  cos*/Ji  +  cos'yi  —  1, 
giebt  durch  Differentiation 

cos  «1  cos  g>i  +  cos  ft  cos  ^^  +  <5os  y^  cos  jj^  — »  0. 

Sind  noch  l^y  ft,,  i/|  die  Winkel,  welche  eine  zur  Flächen- 
normale und  zu  der  Richtung  (tpi,  V^j,  Xi)  senkrechte  Gerade 
mit  den  Axen  bildet,  so  sind  die  Kosinus  der  Winkel  9>i,  ^i,  a^i, 
welche  proportional  zu  d  cos  04,  dGOsßij  dcosy^^  sind,  auch 
proportional  nach  Nr.  273  zu  dcosAj,  d cos  ii^,  dcoBp^.  Setzt 
man  also,  indem  man  die  Forderung  d  des  §  4  Kap.  IX  als 
erf&llt  ansieht,  die  bei  der  Definition  von  dz^  zu  stellen  ist, 


(5)  dt,  -  Yij^B  XJ'  +  (cos  ^y»  +  (cos  vj^ , 

so  ist 

(^^       ■"diT"^^''^''      ~äV^""^^^*i'      -"d^""^^*^'- 

Wir  bezeichnen  nun  allgemein  mit  &  den  Winkel  zwischen 
der  Tangente  der  gegebenen  Kurve  Cund  der  Richtung  (tpi,  ^j,  %,) ; 
mit  0  den  Winkel,  welchen  die  Flächennormale  mit  der  Osku- 
lationsebene  der  Kurve  C  bildet  Femer  seien  f&r  diese  Kurve, 
nach  unserer  früheren  Bezeichnung,  9),  ^,  %  und  A,  ft,  v  die 
Winkel,  welche  von  der  Hauptnormale  und  der  Binormale  mit 
den  Koordinatenaxen  gebildet  werden,  dö  und  dt  die  Kon- 
tingenzwinkel  der  ersten  und  der  zweiten  Krümmung.  Die 
Geraden,  welche  mit  den  Koordinatenaxen  die  Winkel 

«u    Ai    Vu 
9>u    *i»     Xu 
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bilden,  bestimmen  ein  rechtwinkliges  System,  und  die  Eosinos 
der  Winkel,  welche  mit  diesen  Geraden  von  der  Tangente, 
der  Hanptnormale  und  der  Binormale  der  gegebenen  Eurve 
gebildet  werden,  sind  bezüglich 

0,     cos  Ol;     sincD, 
cos  e,     +  sin  8  sin  m,     +  sin  0  cos  oj, 
sin  0,     +  cos8  sin  ai,     +  ^^^^  ^^  ®* 
Da  man  Yon  den  unteren  Zeichen  zu  den  oberen  über- 
gehen kann,  indem  man  m  in  ai  -f-  ^  yerwandelt,  d.  h.  an  Stelle 
der  anfänglich  für  die  Tangente  der  Eurve  gewählten  Rich- 
tung die  entgegengesetzte  einführt,  so  behalten  wir  nur  die 
oberen  Zeichen  bei;  man  erhält  alsdann  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

cos  a  cos  «1  +  cos  ß  cos  ß^  +  cos  y  cos  y^  =  0, 

(7)  cos  a  cos9>x  +  cos  ß  cos  t^  +  cos  y  cos  Xi  =  cos  ©, 
cos  a  cos  A,  +  cos  ß  cos (i^  +  cos  y  cos  v^  =  sin  ©5 
cos 9?  cos«!  4"  cos^  cos/Jj  -j-  cosx  cosy,  «=  cos0, 

(8)  cos  g>  cosg)|  +  cos^  cos  ^^  +  cos  %  cos  jj^  -=  sin  8  sin  o, 
COSy  cos  Xi  +  COS^  COSfi^  +  cos  jr  COS  t/j  ■=  — sin8co8G}; 
cos  A  cosa,  +  cos;*  cos/J^  +  cosr  cosy^  =  sin 8, 

(9)  cos  A  cosqpj  -j-  cosfi  cos^^  +  cost/  cos^^  = — cosdsino, 

cos  A  cos  Aj  +  cos;*  COSftj  +  cosv  cobv^  =  +  COS8c08ID. 

Differentiiert  man  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  (7), 
femer  die  erste  der  Gleichungen  (8),  und  benutzt  man  dabei 
die  Formeln  der  Nr.  274,  so  folgt,  indem  man  alle  vorher- 
gehenden Gleichungen  berücksichtigt: 

(10)  cos  (o  d6i  +  cos  8  rf<y  =  0, 

(11)  dt^  =  d©  -f  sin  8  d<T, 

(12)  dr  —  rf8  -f  sin  10  dö^, 

und  wegen  Gleichung  (10)  ergiebt  die  Gleichung  (12) 

(13)  dr  =  e?8  —  cos  8  tang  (o  da. 

324.  Kriterium  dafür,  dafs  eine  Eurve  ErümmungB* 
kurve  ist.  Die  letzten  vier  Gleichungen  beziehen  sich  auf 
eine  beliebige  auf  der  Fläche  gelegene  Eurve.    Die  Bedingung 
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für  eine  Erümmungskurve  ist  sin  cd  ==»  0;  diese  Bedingung  wird 
also  nach  Gleichung  (13) 

dir  =  de, 
tind  dies  ergiebt  den  bemerkenswerten  Satz  von  Lancret: 

Satg  L  Die  notwendige  tmd  hinreichende  Bedingung  dafür ^ 
dafs  eine  auf  einer  Fläche  gelegene  Kurve  J^ümmungskurve  der 
Fläche  istf  besteht  darinj  dafs  das  Differential  des  Tarsions- 
winkds  der  Kurve  gleich  dem  Differentiale  des  Winkds  ist,  den 
die  OshdationsAene  mit  der  Flächennormalen  bUdeL 

Ist  insbesondere  dt «» 0,  so  folgt,  dafs  dö "» 0,  also 
e  SS  Konst.  ist,  und  umgekehrt.     Man  hat  demnach  den 

Folgesatg.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dafs  eine  ebene  auf  der  Fläche  verlaufende  Kurve  Krim" 
mungskurve  ist,  besteht  darin^  dafs  die  Ebene  der  Kurve  die 
Fläche  uberaU  unter  gleichem  Winkel  schneidet. 

Ist  die  gegebene  Eurre  eine  ebene  Erümmungskurve  der 
Fläche,  so  hat  man  sinoi  —  0,  doi  «=  0  und  de  <=>  0.  Folglich 
ergeben  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  durch  Division: 

~  —  —  tang  e  ««•  Eonst. 

und  man  erhält  den 

Satg  IL  Wenn  die  Krümmungskurve  einer  Fläche  eben  ist, 
so  bilden  die  Flächennormalen  in  den  Punkten  dieser  Kurve  eine 
developpabele  Fläche,  deren  Bückkehrkurve  die  Eigenschaft  hat, 
dafs  ihre  beiden  Krümmungen  ein  konstantes  Verhältnis  haben. 
Diese  Bückkehrkurve  ist  folglich  eine  Schraubenlinie  auf  einer 
allgemeinen  Cylinderfläche  (Nr.  298). 

825.    Xriterinm   dafür,    dafs    die    Sohnittknrve    sweier 
Flttohen  Kriinmmngskurve  für  beide  iläohen  ist.     Wir  be- 
trachten jetzt  eine  Eurve,  welche  den  Schnitt  zweier  Flächen 
bildet.    Nach  der  Gleichung  (13)  in  Nr.  323  ist: 
dr  =  de  —  cos  e  tang  ©  da, 
dt  =  de^  —  cos  e^tang  a^idö, 

wenn  man  mit  e^  und  «d^  die  Grofsen  auf  der  zweiten  Fläche 
bezeichnet;  hieraus  folgt: 

d(e  —  ei)  =  (cos  e^  tang  ©1  —  cos  e  tang  cd)  dö. 


446  Zehntes  Kapitel. 

Die  Winkel  6  imd  B^  liegen  in  der  nämlichen  Ebene  und 
w^erden  in  demselben  Sinne  gerechnet,  nanüich  von  der  Haupt- 
normale  der  gegebenen  Eurre  an.  Mithin  drückt  die  Differenz 
0^  —  6  den  Winkel  ans,  den  die  beiden  Flächen  mit  einander 
bildeiL    Andererseits  ist 

sin  (D  "»  0     oder     sin  o^  «»  0 

die  Bedingung  dafür,  dafs  die  betrachtete  Kurve  eine  Erüm- 
mungskurve  der  ersten  oder  der  zweiten  Fläche  ist  Man  hat 
demnach  den 

Säte  III .  Wenn  die  SehniUkwrve  gweier  Flädhen  Erüm- 
mungskurve  för  jede  der  beiden  Flächen  ist,  80  müssen  sidi  die 
Flächen  OberäU  unter  gleichem  Winkd  sdmeiden.  Und  um- 
gekehrt: Wenn  med  Flächen  sieh  OberaU  tuUer  gleichem  Winkd 
schneiden^  und  die  Schnittlinie  ist  eine  Erümmungshurve  der  einen 
Fläche,  so  ist  sie  audh  Krümmungskurve  der  andern  Fläche. 

Da  eine  ebene  oder  sphärische  Eurve  stets  Erümmungs- 
kurye  der  Ebene  oder  der  Engel  ist^  auf  welcher  sie  liegt^ 
so  erhält  man  den  Folgesatz,  welcher  desjenigen  des  Sataes  I 
(Nr.  324)  umfafst. 

FolgesatB.  Damit  eine  auf  einer  Fläche  gdegene  Acne 
oder  sphärische  Kurve  Krümmungskurve  der  Fläche  ist,  isi 
notu^endig  und  hinreichend,  dafs  die  Ebene  oder  die  Kugd, 
wdche  die  Kurve  enihätt,  die  Fläche  uberaü  unier  gleichem 
Winkel  schneidet. 

Die  Tangentenebenen  einst  developpabelen  Fläche  bilden 
überall  mit  der  Fläche  den  Winkel  null,  und  enthalten  die 
geradlinige  Erzeugende.    Mithin  besteht  der 

Folgesatz.  Die  ErBeugenden  einer  devdoppabden  Fläche 
sind  Krümmungshurven  von  ihr. 

326.  Andere  Herleitung  des  letzten  Eriterimms.  Man 
kann  den  Satz  III  auch  leicht  beweisen,  ohne  auf  die  Glei- 
chungen in  Nr.  323  zurückzugehen.  Betrachtet  man  zwei 
Flächen,  für  welche  bezüglich 

d0  =pdx  +  q dy,    de  ^^p^dx  -\'  q^ dy 

ist,  so  gelten  diese  beiden  Gleichungen  zugleich  für  die  Schnitt- 
kurve  der  Flächen;  es  ist  also 
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^    y' 


Setzen  wir 


x'  +  pz' 


P  '  « 

80  ist: 

P|,'  —  x'+pg'  —  [(j  —  81)  +p{qp,  —  2J))]A 

-  [8(1  +  PPi  +  agi)  -  ?i  (1  +  p^  +  «')]i, 
Ös'  —  y'  +  9^'  —  [(jPi  -p)  +  i  (9Pi  —  ?iP)]^ 

-  [PiCi  +i>"  +  9')  -p(i  +  pPi  +  äft)]^. 

Setzt  man  also 

so  ist 

dV QX ^ 

aiF --pp' 

also 

TUid  ebenso 

"■Pi  +  ^^i -"(Vi--fj)  


also  dTirch  Addition: 

Ans  dieser  Formel   erkennt   man,   daCs   wenn  zwei   der 
Gröüsen 

y,  Q-p,  Qi-Pi 

nnU  sind;   die  dritte  ebenfiftUs  null  wird,   womit  der  zu  be- 
.weisende  Satz  ansgesprocben  ist. 
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327.  Die  Ebene  und  die  Kugel  sind  die  einsigen  Flächen« 
deren  sämtUohe  Punkte  Nabelpunkte  sind.  Bezeichnet  man 
mit  X,  F,  Z  die  Eosinas  der  Winkel,  welche  die  Normale 
einer  Fläche  mit  den  Eoordinatenaxen  bildet,  so  ist 

X=     ■-^^-^-,     Y=~.     "^  — ,     Z^  ^ 


also: 


Vi+p'  +  q'  Vi+i>'  +  2»  yrTF+? 


dX  _  pq8  —  (i  +  q^r^        dX  _  pqt  —  (1  +  g«)« 


^"^  (1+P*  +  «')*  ^^  (1  +  JP*  +  «')* 

ar^  j>gr-(l  +  i>')g       ?Z=  ?«ilJ^J±^. 

^''~  (i+i>'  +  2')*  '    ^^"^  (i  +  jp'+g*)* 

Die  Gleichungen 

r ^  j    ^       t 

l+JP*        P«        !  +  «•' 

welche   die  Nabelpunkte  einer  Fläche   bestimmen,  sind  also 

äquivalent  mit  den  folgenden: 

^^J  ay  ~  ^      aa:~^'      dx^dy' 

Mit  Hilfe  dieser  Oleichimgen  ist  es  leicht,  zu  beweisen, 
dafs  die  Eugel  die  einzige  Fläche  ist,  bei  welcher  jeder  Punkt 
ein  Nabelpunkt  ist.  Denn  fQr  solch  eine  Fläche  müssen  diese 
Gleichungen  in  jedem  Punkte  gelten.  Die  ersten  beiden 
drücken  aus,  dafs  X  unabhängig  von  y,  und  Y  unabhängig 
von  X  ist;  also  dafs  X  nur  von  x  allein,  Y  nur  Ton  y  allein 

abhängt.     Da  aber  die  beiden  Ableitungen  -^   und  -k—  ein- 
ander gleich  sind,  so  mufs  ihr  Wert  notwendig  eine  Eonstante 

sein:  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  — ,  so  ist 
'  a ' 

ax^j_     ^^£ 

dx         a  '     dy         a 
folglich  haben  X  und  Y  die  Werte 

j^  _,  ^  —  ^0       Y  ,^  y  —  yo 

a     '  a 

wobei  Xq  und  y^  Eonstante  sind.    Der  Eosinus  Z  wird  alsdann 

^^V«'-(a?-^o)'-(y^=yö)"' 

a 
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X.  Y 

Da  nun  die  Werte  von  p  und  q  gleich ^  und   —  ^ 

sind,  80  ergiebt  die  Gleichung  djs  =^  pdx  +  idy 

(x--X^)  dx  +  (y  —  y^)dy 


(2)  d^  =  - 


ya«  — (a;-jJo)"-(y  — yo)" 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  totale  Differen- 
tial von  Ya*  —  (ä  —  x^*  —  (y  —  yo)*j  bezeichnet  man  also  mit 
fo  eine  neue  Eonstante,  so  hat  man 


oder 

(3)  (a;-a:.)»  +  (y-yo)»  +  (^-«o)»-a«, 

was  die  allgemeine  Gleichung  einer  Eugel  ist.    Der  besondere 

Wert  —  »B>  0  liefert  bei  der  Integration  die  Gleichung  einer 

Ebene. 

§  6.  Dreifach  unendliche  Scharen  von  orthogonalen 

FUchen. 

828.  Bedingung  fOr  die  Orthogonalitftt  einer  dreifach 
unendlichen  nftohensohar.  Es  seien  x^y^  z  rechtwinklige 
Koordinaten,  H,  [i,  v  drei  variabele  Parameter^  fiyftf  fz  S^~ 
gebene  Funktionen.    Jede  der  Gleichungen 

(1)  *  — /i(«;y7^),     f*-"A(«,y,^)>     V— /i(^;»;^) 

stellt  dann  ein  System  von  Flächen  dar^  und  diese  drei  bilden 
ein  dreifaches  Flächensystem.  Sind  die  drei  Gleichungen  nach 
x^yyM  aufgelöst  gegeben,  derart,  dab 

(2)  x-F,{k,^,v),    y  =  F,(X,(i,v),    z^F,{k,^,v), 

so  sind  die  verschiedenen  Punkte  des  Baumes  durch  die  drei 
Yariabelen  A,  fi^  v  dargestellt,  die  man  dann  allgemein  als  die 
Tcrummlinigen  Koordinaten  eines  Punktes  bezeichnet. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall^  daJjs  jede  Fläche 
eines  jeden  Systemes  von  allen  Flächen  der  anderen  beiden 
Systeme  überall  rechtwinklig  geschnitten  wird.  Das  dreifache 
System  heilst  dann  ein  orthogonales. 

8 er r et,  Diff.-  n.  Integral-Bechnong.    I.    S.  Aufl.  29 
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Wir  setzen: 


(») 


Die  Normalen  der  drei  Flächen  in  einem  Punkte  {x^  y^  d) 
bilden  mit  den  Eoordinatenaxen  Winkel ,  deren  Kosinus  be- 
züglich sind: 


1  dl 

1  dx 

1  dl 

L  dx' 

L  dy> 

L  'dz  ' 

1  d^ 

Mdx' 

1   du 
Mdy' 

1    »^ 
M  dz' 

1   Zv 

1    dv 

1    dv 

dl  dik   ,dl  dfi   .    dl  dik 
dx  dx"^  dy  dy^  dz  dz 

-0, 

dii  dv    i^f^^^i    3f*  dw 
dx  dx  "*"  dy  dy  "*"  dz  dz 

=  0, 

dv  dl    ,    dv  dl    ,dv  dl 
dx  dx"^  dy  dy  ^  dz  dz  ' 

=  0. 

N  dx'     N  dy'     N  dz' 

Folglich  sind  die  notwendigen  und  hinreichende^  Bedingungen 
daftbry  dafs  das  System  orthogonal  ist:* 


(4) 


829.   Die  Ossian-Bonnetsohe  Differentialgleiohtiiig.     Man 

kann  zwei  der  Funktionen  X,  [ly  v  zwischen  den  Gleichungen  (4) 
und  den  aus  diesen  durch  Differentiation  abgeleiteten  elimi- 
nieren; das  Resultat  dieser  Elimination  ist  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  fQr  eine  dieser  Funktionen. 
Dieses  wichtige  Theorem,  welches  von  Ossian-Bonnd  angestellt 
isty  ist  folgendermafsen  zu  beweisen. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (4)  ergeben: 

dv        dl^  d(i>       dl  dfjk 
dy  dz        dz  dy^ 

dz  dx       dx  dz  ' 
dl  d(i>       dl  dfi 
dx  dy       dy  dx* 


(5) 


dx 
Trdv 

dz 
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—         T  W 

wobei  K  den  Wert  —^  hat.    Ferner  ist  ersichtlich,  dafs  die 
Stunme  null  erhalten  wird^  wenn  man  die  drei  Qrolsen 

dz  dy       ' 

dx  de       ' 

dy  dx 

addiert,   nachdem  man  sie  zuvor  bezüglich   mit  gTi  g~j  g~ 
multipliziert  hat.     Gemäfs  den  Gleichungen  (5)  ist  also: 

dxldz\dedx       dx  dz)       dyKdxdy       dy  dx/J 
'^'dyldxXdxdy      dy  dx)       ~dz\dy  dz       dz  dy)j 

'^dzldyKdydz       dz  dy)        dx\dz  dx       dx~d~z)j 

Führt  man  die  DifiFerentiationen  aus  und  addiert  man  zu 
der  erhaltenen  Gleichung  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (4), 
nachdem  man  diese  bezüglich  mit 

(dn  ,  dn  ,  dn\      ,    ,  /av  ,  av  ,  av\ 

multipliziert  hat,  so  folgt: 

L^r?^.iV„4.^_?V_4.^_l!!L_-^  a*x     d(i  dn     a^  au  i 

dxldx  dx*    *  dyoxdy'*' dz  dxdz      dx   dx*      dydxdy     dz  dxdzJ 

rß^^j-^f— -^^4-— -^^4-— -^—^  au     d(i  au     a^  au  i 

^^|^yLaa;aa;ay"'"ay  ay*  "^aisaya^:      dxdxdy     dy  dy*       dzdydzJ 

dvFdi  ay  ,  ax  ay  .  ai  ay     a^  au     a^i  au     a^  aui^^ 

'^dzldxdxdz'^dydydz'^dz    dz*        dxdxdz     dydyWz     dz    de*  J 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  die  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  der  Funktion  ft  entfernen.  Zu  dem  Zwecke  dififeren- 
tiiert  man  die  erste  der  Gleichungen  (4)  nach  jeder  Yariabelen 
X,  y,  0^  80  wird: 

29* 
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dx    dx*   ~^  dy  dxdy 

H  ay   .  dl  _ay 

dxdxdy'^cy    dy^ 


'dz  dxSe 


dx    dx* 


d(t  a'x      dii  au 


dy  dxdy 


dl   d^ii dfi  an      d(i  au 


dz  dxcz^ 

d(i  d^i 


I  ^'^  ^y_rL.  s-s- lii  .  _*_ zJi 

*   dz  dycz  dxdxdy       dy    dy*        dz  dyds* 


dl  ay 


dx  dxde 


di^  ay   ,  ai   ay 


=  —  ?f^  ^'^  _  ^i^  au 


a^  ju^ 

äiT  az« 


ayayaxf^^a^?     a«*  dxdxdz       dydydz 

Vermittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichungen  (ö)i 
welche  die  Ableitungen  von  v  eliminieren  lassen,  wird  die 
Gleichung  (6): 

\dy  dz       dz  dy)  \dx    dx^  ^  dy  dxdy  ^  dz  dxdz/'^ 

n\ ,  /£i^_^l^'i  (^JIL^,^  au      afi  au  \ 

vV      Vaif  aa;      dx  dzJ  \dx  dxdy^dy    dy*   ^  dz  dydz)^ 

(d±d£_d±  djiX  (d^  au      af*  au   ,  aj*  au  \  _  ^ 

IVax  ay  ay  a^/  \dx  dxdz'^dy  dydz'^dz  dz*  I  ~^' 
oder 

(8)^ßS'+*(l5)'+''(lf)'+^'l|lf+^l?R+«'l5l?-<'. 


wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

ai   d^i_ 

dy  dxdz^ 
dl    dn 


(9) 


aj;  a^pay 

a«  aya^f 
^     ax   au 


dz  dyöx^ 

dl  au 


dy  dzdx      dx  dzdy^ 

/dl    dn 


'^'^dxKdz*      dyV^\d 


dl   au 


;). 


dy  dxdy      dz  dxdzi 

^"''ayVaa;«       a;5V"^\a5  ayt^--       a«  dydxh 

dl     d*l        dl     au 
..    -I  -+-  I 
Ox 


c 


dl  /?!1_?Ü\   1   /8 


)• 


Va«  dzdx  dy  dzdyf 
Denmach  haben  wir  zwei  Gleichungen,  welche  die  Funk- 
tion V  nicht  mehr  enthalten,  sondern  nur  die  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  yon  A,  und  die  ersten  Ableitungen  von  ft, 
nämlich  die  erste  der  Gleichungen  (4)  und  die  Gleichung  (8). 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  homogen  in  Bezug  auf  die  Ab- 
leitungen ä^i  a^*  g^;  ™*^  kann  daher  die  Yerhältnisse  von 
zweien  derselben  zur  dritten  bestimmen,  derart,  dafs 


Knryen  auf  Fl&chen.    Fl&chenfamilien.  455 

dfi         dfi         d^ 

dx         dy        _dz_ 

wird,  und  hierbei  sind  %,  99^  S  bekannte  Funktionen  der  ersten 
und  zweiten  Ableitungen  der  Funktion  iL    Man  hat  demnach 

(10)  sl-l-%    ^l-J-iB.    ^If-«. 

Die  Elimination  von  [i  läfst  sich  nun  auf  demselben 
Wege,  wie  vorhin  die  Elimination  von  v  vollziehen.  Addiert 
man  die  drei  Oröfsen 


(«!:)  *(«!:) 


dz  dy       ' 

i(4f)_!K9 

dx    "  dz 

dy  dx       ' 

nachdem    man    sie    bezüglich  mit    ö-">  ä^?  ä**   multipliziert 

hat,   so   erhält   man   eine   identisch   verschwindende   Summe, 
und  folglich  hat  man,  vermittelst  der  Gleichungen  (10): 

(")   »(^-|f)  +  «'C-^)  +  <!(^-^)-o. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnung  der  Funktion  A,  und  folglich 
gilt  der  Satz: 

Soll  die  Gleichung  l  »>  f{Xj  y,  0)  ein  Flächensystem  dar- 
stellen,  welches  einem  dreifach  orthogonalen  Systeme  angehört,  so 
mufs  die  Funktion  X  einer  bestimmten  partiellen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  genügen. 

880.  Andere  Form  der  Orthogonalitätabedingung.  Wählt 
man  zu  unabhängigen  Yariabelen  die  Parameter  X,  [i,  v  eines 
dreifach  orthogonalen  Systems,  so  lassen  sich  die  partiellen 
Ableitungen  von  x,  y,  0  in  Bezug  auf  X,  fi,  v  sehr  leicht 
durch  die  partiellen  Ableitungen  von  A,  fi,  1/  in  Bezug  auf 
X,  y,  0  ausdrücken.    Ersetzt  man  nämlich  in  der  Gleichung 
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dx-^^dl+^^dn+~dv 


dx 


d^' 


dX,  diiy  dv  durch  ihre  Werte 

ä—  aa;  +  ö—  »y  +  ^-  dz, 

dx         *    dy    ^   *    dz       ' 


so  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Koeffizienten  von  dx^  dy^  de 
einander  gleich  setzt: 


1  — 


dx  dl    I    ^^  ^ft    I    ^^  ^^ 

dl  dx^d^dx'^  di  dx* 
0       ^g  dl    ,    ga?  ^ft    ,    dx  dv 
^~  ax  ay  "^  äfi  ^  "^  äV  dy' 
O       dcodl^.dxd^.dxdir^ 

^^  dl  dz  ■*"af*  ajf  "'"a^  a^  * 

Addiert  man   diese  Gleichungen ,  nachdem   man   sie  be- 


zägUch  mit  g^,  g^, 

..  ai'    a«'    dv 

mit  ö— t  o- 


dXp  '.  dii    du     d» 

ö-,  femer  mit  ^,  ^,  ö^, 
öjp '  aa:'  dy^  dz* 


und  endlich 


^'  d~'  ä~  ^^tipl^zi^rt  ^^;   B<>  folgt   mit  Benutzung 
der  Gleichungen  (3)  und  (4): 


02)      r.-^m  %-^%- 

-^'t.- 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

(lä)       ll-i'l?.  %-^%. 

-^% 

(")      ll-^'if.  If-J^l;. 

a* 

-»'r,- 

Aus   diesen   Gleichungen  folgt  in  Verbindung   mit  den 
Gleichungen  (3)  und  (4): 


(15) 


(16) 


W  ~  \d^  ^  \d^  +  \d^  ' 

?J?.^  M^^  M  —  —        0 
dl  dii'^  dl  dik^  dl  a^™^ 

a«a«,ayay,a£^a£__^Q 
^f*  dv  '  aft  a«' """  a^*  ai^        ' 


dx  dx 
di  dl 


^  dv  dl  "^  dv  dl 


0. 
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8dL   Bereohniiiig  der  sweiten  DifferentialquotienteiL  bei 

einer  orthogonalen  Sohar.     Die  Gleichungen  (15)  nnd   (16) 

enthalten  ein£Eu^h  die  Relationen,  welche  zwischen  den  Eosinns 

der  Winkel  bestehen,  die  drei  rechtwinklige  Richtungen  mit 

den  Eoordinatenaxen  bilden;  durch  Differentiation  kann  man 

aus  ihnen  eine  grofse  Zahl  anderer  Relationen  ableiten,   die 

ebenfalls    Eigenschaften    orthogonaler    Systeme    ausdrücken. 

Diese  Untersuchung  bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  und  führt 

zu  wichtigen  Resultaten«    um  aber  die  Grenzen,  welche  ich 

mir   gesteckt  habe,  nicht  zu  überschreiten,   beschranke   ich 

mich  darauf,  hier  nur   die  Formeln  anzugeben,   welche   die 

Ableitungen 

d^x         d^x  d*x 

in  Funktion  der  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Yariabelen 
Xy  y,  g  und  der  Grölsen  L,  üf,  N  liefern. 

Zu  dem  Zwecke  differentiieren  wir  die  erste  der  Glei- 
chungen (15)  nach  fi  und  die  zweite  nach  A,  so  wird 

dx    d*x     ,    dy    d*y     ,    dz    d^z         _   1    glogX 
dl  dldf^'^H  dldfi.'^  dl  dldfi"^       i"      dfi     ' 

dx    d^x     ,    dy    d^y     ,    dj^    d^z 1^  dlogM 

dfi  dldfi"^  d(i  dldik"^  dfi  dldti^       M*      dl 

Differentiiert  man  femer  die  Gleichungen  (16)  nach  v,  A,  ft 
bezüglich,  addiert  die  beiden  letzten  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen und  subtrahiert  dayon  die  erste,  so  folgt : 

dx    d*x    _,    ay  Jly_    ,    a£    d^z         ^ 
dv  dldv^  "^  dv  dldiL  "T"  dv  dldfi  ~ 

Wenn    man    nun    die    drei    zuletzt    aufgeschriebenen 
Gleichungen  addiert,  nachdem  man  sie  zuvor  bezüglich  mit 

dl     da    dw     jy  ..   dl     dfi    dv  ,,.  ,        .,   dl     d^    dv 

Q— >  ö^»  ö— I  femer  mit  5—,  0^,  5—,   endlich  mit  -^-y  ^.  •^- 
dx^  dx^  dx*  dy^  dy^  dy^  dz  ^  dz  ^  dz 

multipliziert    hat,    so    wird,    mit    Rücksicht    auf    die    Glei- 
chungen (12)  bis  (14): 

d^x  dlogL  dx       dlogM  dx 


(17) 


dldfi.  d(i     dl  dl      dfi^ 

d^y         _  dlogL  dy  _  dlogM  dy 

dldfi^  dii      dl  dl       dii' 

d*z    ^ _  dlogL  dz  _  dlogM  dz_ ^ 

dldfi^^  dit      dl  dl       dyi>' 
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Diese  Gleichungen  ergeben  darch  Änderong  der  Buch- 
staben auch  die  Werte  der  sechs  übrigen  Ableitungen: 

g'g  ^y  d^z 

dyi'Cv^  dfkdv^  dfi'dv* 

d^x  €^y_  dU_ 

dvdV  dvdV  dvdl' 

882.  Der  Duinnsohe  Sata  über  die  orthogonalen  FUlchen- 
acliaren.     Man  verdankt  Ch.  Dupm  den  schonen  Satz: 

In  jedem  dreifach  orthogonalen  Systeme  wird  jede  Fläche 
des  einen  Systems  von  den  Flächen  der  beiden  anderen  Systeme 
in  ihren  Krümmungskurven  geschnitten. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  letzten  Gleichungen 
des  vorigen  Paragraphen  enthalten.  Denn  diese  Gleichungen 
können  durch  die  eine  Formel  ausgedrückt  werden: 


'(-H)     ^i-U)     >{4r) 


3ft        ^^        ^fi  diL  L  dM 

dx  gy      "*  '     d£~~  **  ~  "2  "aT ' 

dft  dfh  di^ 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  C  zweier  Flächen,  welche 
den  Systemen 

k  ==  konst,    V  «=  konst 

bezüglich  angehören,  so  sind  die  Ableitungen  ^f  ^y  ^  ^^^ 

(16)  proportional  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
der  Kurve  C  mit  den  Axen  bildet.    Andererseits  sind  die  Gröfsen 

-^3-,^ö-,^ö-   oder   £«^, ,  iäf»  -^öT    die    Kosmus    der 
Ldx^Lcy'Lcz  dl'      dX^      dl 

Winkel,  welche  die  Normale  der  Fläche  X  mit  den  Eoordinaten- 

axen  bildet,  und  ihre  Ableitungen 


'(4?)  »(^ir)  '(4t) 


af*     '       a^     '       dti     ' 

in  Bezug  auf  eine  Verschiebung  längs  der  Kurve  C  sind  nach 
der  obigen  Formel  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  zur  Tan- 
gente dieser  Kurve  gehören,  proportional.  Dies  ist  aber  (nach 
Nr.  323)  die  Bedingung  dafür,  daTs  C  eine  Krümmungskurve 
der  Fläche  k  ist-,  und  der  DupinBche  Satz  ist  also  bewiesen. 
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888.  Iiam^ohe  Koordinaten«  unter  den  dreifach  ortho- 
gonalen Flächensystemen  ist  Tor  allem  dasjenige  bemerkens- 
wert, welches  von  konfokalen  Flachen  zweiter  Ordnnng  ge- 
bildet wird.    Die  Gleichungen  dieser  Flachen  sind: 


(1) 


x^  .      y' ?* 1 

f4«  "^  ^«  —  6»         c»  —  ^*  "~      ' 

^*  _  _jl ^! 1 


b  nnd  c  sind  gegebene  Gröfsen;  wir  nehmen  &  <  c  an.  Die 
Zahlen  X,  [ly  v  heifsen  die  Lamdschen  Koordinaten  der  Punkte 
des  Baumes. 

Giebt  man  dem  Parameter  X^  Werte  gröfser  als  c^,  dem 
Parameter  ii^  Werte  zwischen  b^  und  c^,  endlich  dem  Para- 
meter v^  Werte  kleiner  als  b*,  so  stellt  die  erste  Gleichung 
EUipsoide,  die  zweite  einschalige  Hyperboloide ,  die  dritte 
zweischalige  Hyperboloide  dar.  Alle  diese  Flächen  sind  kon- 
zentrisch und  ihre  Hauptschnitte  haben  dieselben  Brennpunkte; 
man  nennt  sie  daher  konfokal. 

Da  die  Gleichungen  (1)  Yom  ersten  Grade  in  Bezug  auf 
^fV^f^  sind,  so  ist  es  leicht,  sie  aufzulösen.  Man  gelangt 
dazu  am  raschesten  auf  folgendem  Wege.  Ordnet  man  die 
erste  Gleichung  nach  Potenzen  von  X^,  so  wird 

(2)  X^-^X\V  +  e*  +  a^ +  1/^  +  0^) 

+  A»[6V  +  (6«  +  c")  x"  +  c^y^  +  6*^*]  —  V(?2?  —  0. 

Da  die  beiden  folgenden  Gleichungen  sich  aus  der  ersten 
ableiten  lassen,  indem  man  A'  mit  fi'  oder  mit  v^  vertauscht, 
so  besitzt  die  Gleichung  (2),  welche  vom  dritten  Grade  in 
Bezug  auf  A*  ist,  die  drei  Wurzeln  A*,  f**,  i/*;  folglich  ist 

U*  +  f**  +  V*  -  a:»  +  y«  +  ;^  +  6«  +  c*, 

(3)  I  AV  +  f*'v*  +  vn^ «  Vc^  +  (6«  +  c*)  ic*  +  c^y"  +  Ve\ 

Die  letzte  Gleichung  giebt  den  Wert  von  a?.  Die  Glei- 
chungen (1)  ändern  sich  aber  nicht^  wenn  man  die  Buchstaben 
X  und  y  vertauscht,  und  gleichzeitig  A*,  f**,  v^  durch  A*  —  t* 
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fi*  —  Wy  v*  —  6',  femer  6*  und  e^  durch  —  6*  und  c*  —  6*  er- 
setzt; die  nämlichen  Gleichungen  ändern  sich  auch  nichts 
wenn  man  x^  und  ss^  vertauscht  und  dabei  i?j  f»*,  v'  durch 
il*  —  c*,  f4*  —  c^j  f^  —  c^  und  6*  und  c*  durch  —  (c*  —  6*)  und 
—  c*  ersetzt.  Man  kann  also  auch  die  nämlichen  Ver- 
tauschungen  in  den  Gleichungen  (3)  vollziehen,  und  die  letzte 
von  ihnen  ergiebt  dann: 

m      I  (^*  ~  ^*^  ^^*~  ^*^  ^**  ~  "'^ "  **("*  ~  ^"^  ^' 

W  1    (;i»  _  c«)  (c«  _  ^«)  (c«  _  V»)  _  <^(^  -  6»)  «». 

Man  erhält  demnach: 


(5) 


Die  Gröfsen  v,  )/6*—  v«,  }/ft*—  6"  und  l/c*—  f**  gehen 
auch  durch  den  Wert  null  hindurch;  man  kann  daher  an- 
nehmen, dafs  sie  ihr  Zeichen  wechseln,  und  dies  ist  notwendig, 
damit  die  Gleichungen  alle  Punkte  des  Baumes  enthalten. 
Die  Schwierigkeit,  welche  aus  der  Zweideutigkeit  der  Vor- 
zeichen hervorgehen  kann,  läfst  sich  vermeiden,  wenn  man 
zwei  Winkel  ^  und  9  einführt,  derart,  dals 

1/  «a  6  cos  ^ ,     yi^  —  V*  =  6  sin  V' , 

|/^^^  =  }/c*-  6«  COS9,    )/c«  -  f**  =-  y^'^^^ sin 9. 

Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt: 

^_^  =  '^     ^  =  X  V^i^^b^  yW^V^      dz_  ^  l  Vc^^^^p  V^^^^V* 
dl       6c'   di       bVc^^'^b^yJJ^b*^    dl  '^  e  ^ö*  —  6" yv  —  c* ' 


^  « ?LÜ     ^  =  ftVit"—  6'K6'-"  »*      ^^  _  _  ftVx'— e'Vc'— y' 


?£  =  ?ü  ^y_     »>/x«~6V^«— 6*    ^g  „      »1/x«  — cVc»~fi« 
«?f       6c'  dv'^     6l/c*— 6»l/6*^^«  '  ^«^  "      cT/c«^^^^v^crir;i« 


fr' 


6>/c«— 6»[/6«— IT«  '   ^«^  cVc«  — 6Yc 

und  man  bestätigt  unmittelbar  durch  diese  Gleichungen,  dab 
das  konfokale  System  in  der  That  ein  dreifach  orthogonales  ist 
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884«  Bine  dreifach  unendliohe  Sohar  von  Kugeln.  Die 
Gleichungen  (1)  stellen  aach  dann  noch  ein  dreifach  ortho- 
gonales   System    dar^    wenn    man   x,  y,  m,  X    ersetzt    durch 

— ,  — ,  — ,  — ,  wobei  s  eine  Eonstante  ist.    Wenn  man  nach 

dieser  Substitution  €»»0  macht^  so  werden  die  Gleichungen  (1): 

x«  +  y«  +  Ä«-A% 


(6) 


■    y' r 0 

.--yl ^--0 

5« «.  V«    ^1  _  ^«    ^• 


Dieses  neue  System  wird  gebildet  von  einem  Systeme 
konzentrischer  Kugeln  und  zwei  Systemen  von  Kegeln  zweiter 
Ordnung,  deren  Scheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugeln  liegen. 
Macht  man  in  den  Gleichungen  (6)  die  nämliche  Substitution» 
so  folgt: 

IflV 


(7) 


X  — 


b€ 


885.  Bine  dreifach  unendliohe  Sohar  von  Faraboloiden. 
Ersetzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (1)  x  durch  x  —  b, 
wodurch  der  Koordinatenanfangspunkt  in  einen  der  gemein- 
samen Brennpunkte  aller  Hauptschnitte  in  der  ^y-Ebene  ver- 
legt wird,  und  schreibt  zugleich  c-}-b  bh  Stelle  von  e,  X'^-b 
an  Stelle  von  A,  so  wird  diese  Gleichung: 


(X  +  ly 

■('+4)" 


1  + 


+ 


y' 


21  +  - 


+ 


2(X-c)  + 


V—e 


l-O. 


6  "  '  b         •'"      "'^       b 

Labt  man  iran  b  nnendlich  werden,   so   reduziert  sich   die 
Gleichung  anf  die  folgende: 

Verfahrt  man  ebenso  mit  den  anderen  beiden  Gleichungen  (1), 
so  erhalt   man  Grenzgleichungen,    die   sich    ans   der  letzten 
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dnrch  Vertauscliimg  Yon 
gewinnt  man  ein  nenes  < 
System ;  nämlich: 

X  mit 

ireifach 

fi  und  V  ableiten  lassen.    So 
orthogonales  und  konfokales 

41  ^ 

J5" 

0)--=*  +  ^' 

z* 

,)  -^+.«, 

4(c- 

-4v 

z'' 

, 

~4(v- 

_.'^X  +  V. 

Ist  die  Eonstante  e  positiv^  so  stellt  die  erste  Gleichung, 
wenn  man  X  die  Werte  von  ^  bis  +  ^^  beilegt,  elliptische 
Paraboloide  dar;  giebt  man  (i  die  Werte  von  0  bis  c,  so  liefert 
die  zweite  Gleichung  hyperbolische  Paraboloide,  und  endlich 
giebt  die  dritte  Gleichung  ein  neues  System  von  elliptischen 
Paraboloiden,  wenn  man  der  Gröfse  v  irgend  welche  negative 
Werte  erteilt.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  gehen  aus  der 
ersten  durch  Vertauschung  von  X  mit  fi  und  v  hervor;  ordnet 
man  diese  nach  X,  so  kommt 

;L«  _  (c  -  x)  A«  -  (^-+  ''-  +  cx)x  +  ""l'  =  0. 
Man  hat  denmach 

Xii  +  fiv  +  vX (y'-+-^  +  ex), 


und  hieraus: 


(9) 


X^v l-, 

c  —  X  —  II  —  V, 

2|/=:l*r, 


=  2]/^ 


—  c)  (C  -  j^)  (c  -  v) 


c 

Auch  kann  man  leicht  mittels  dieser  Formeln  bestätigen,  dab 
das  System  in  der  That  orthogonal  ist. 

§  6.  Die  Krflmmungsknryen  des  Ellipsoides. 
886.    Darstellung  der  Krünunungskurven  mit  Hülfe  d«r 
dreifach  unendliohen  Sohar  von  konfokalen  Flftdhen  swaiisr 
Ordnung.     Das  Ellipsoid  sei  dai^estellt  durch  die  Gleichung 
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(1) 


und  seine  Halbaxen  haben  die  bestimmten  Werte  A^  ]/A^  —  b% 
yx*  —  (^>  Nach  dem  Dujpmschen  Satze  kennen  wir  seine 
Krümmnngskarren.  Denn  ist  fi'  ein  variabeler  Parameter 
zwischen  l^  und  e*,  so  bestimmen  die  einschaligen  Hyper- 
boloide^ deren  Wert 

(^)  ^  "f"  ^»  -Tö«  ■"  ^'ZTjit  =  1 

ist,  aof  dem  Ellipsoide  ein  erstes  System  von  Krümmnngs- 
korren;  desgleichen  sind  die  Erümmnngsknryen  des  anderen 
Systemes  die  Darchschnitte  des  Eliipsoides  mit  den  zwei- 
schaligen  Hyperboloiden: 

(S\  ^\ y--  -      ''      ^  1 

\P)  ,«         5»  —  »*        c*  —  y«  ' 

wenn  i/*  ein  variabeler  Parameter  kleiner  als  b*  ist. 

Man   erhält    die   Gleichungen   ftir    die   Projektionen   der 

ErOmmungskurven   auf  die   Hauptebenen   der   Fläche,    wenn 

man  nach  einander  is\  y^,  x^  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und 

jeder  der  Gleichungen  (2)  oder  (3)  eliminiert.    Auf  diese  Weise 

findet  man  für  das  erste  System: 


(4) 


iV*   *  Q'^  —  &*)  (^*  ~  &*) 

&'g*    ,  (c*  —  6^)  g« 

X>«  "^  (i«  —  c»)  (c"  —  /*•) 


l^ =  1 

1, 


(a.«  -  ö«)  0*«  -  6«) 
und  f&r  das  zweite: 


+ 


C'Ä» 


(i«  _  c«)  (c«  -  ^•) 


«1, 


(5) 


i^v*  "*■  (i*  — C*)  (C*  —  V*)  ' 


>«#< 


6"y 


+ 


(X*  —  6")  C2>"  —  V»)  ^  (1*  —  c«)  (c*  —  V*) 


-1; 


A^  bedeutet  hierbei  stets   einen   festen  Wert;   ^  und  v  sind 
veränderlieh. 

Die  Erümmungskurven   beider  Systeme   projizieren  sich 
also  auf  die  o?^- Ebene,   welche   die  Ebene  der  grolsten  und 
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der  kleiDsten  Axe  ist,  als  Ellipsen.  In  der  Ebene  xy  sowohl, 
wie  in  der  Ebene  yg,  welche  beide  die  mittlere  Axe  des  ElUp- 
soides  enthalten,  projizieren  sich  dagegen  die  Karren  des 
einen  Systems  als  Ellipsen,  die  des  anderen  als  Hyperbeln. 
887.  Monges  Eonstraktion  der  ErüminiiiigskiiTveiL.  Monge 
hat  eine  äolserst  einfache  Eonstraktion  angegeben,  am  die 
Projektionen  der  Ertlmmangskarven  des  EUipsoides  in  den 
Haaptebenen  darzastellen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Projek- 
tionen aaf  die  xy-'Ehene,  welche  die  Ebene  der  groDsten  and 
der  mittleren  Aze  ist.  Werden  die  Längen  der  Halbaxen 
einer  Ellipse,  welche  die  Projektion  einer  ErOmmangskurre 
des  ersten  Systems  bildet,  mit  x^  and  y^  bezeichnet,  so  ist 
nach  den  Gleichungen  (4) 

also  folgt  darch  Elimination  Yon  (i: 

Bezeichnen  x^  and  y^  die  Halbaxen  der  Hyperbel,  nach 
welcher  sich  eine  Erümmangskarve  des  zweiten  Systems  pro- 
jiziert, so  hat  man  ebenso  nach  den  Gleichangen  (5): 

X«  ^y        i«  — 6«  ^        ^f 

also 
m  c'a;,«    ,    (c«-6')y.'_ 

Betrachten  wir  x^  und  y,  als  Eoordinaten,  so  stellen  die 
letzten  beiden  Gleichangen  eine  Hyperbel  and  eine  Ellipse 
dar,  die  den  nämlichen  Mittelpunkt  haben  wie  das  Ellipsoid, 
und  deren  Axen  mit  den  Azen  der  Projektionen  der  ErOm- 
mungskurven  zusammenfallen.  Monge  hat  diese  Eurven  die 
Hülfshyperbel  und  -Ellipse  genannt  (hyperbole  et  ellipse 
auziliaire).  Hat  man  diese  konstruiert,  und  wählt  man  die 
Eoordinaten  eines  jeden  Punktes  der  ersten  Eurve  zu  Halb- 
axen einer  Reihe  von  Ellipsen,  die  Eoordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  zweiten  zu  Halbaxen  einer  Reihe  von  Hyperbeln^ 
so  hat  man  die  Projektionen  der  beiden  Systeme  Ton  Erüm- 
mungskurven  in  der  xy-Ebene. 
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Macht  man  y^  *»  0,  so  ergeben  die  beiden  Gleichungen  (6) 

nnd  (7): 

.   bl 

Diese  Abscissen  gehören  zu  den  Nabelpunkten  (Nr.  319); 
die  gemeinsamen  Scheitel  der  Hülfshyperbel  und  -Ellipse  sind 
also  die  Projektionen  der  Nabelpunkte  auf  die  xy-J^hene. 
Diese  Scheitel  liegen  immer  im  Innern  des  Hauptschnittes, 
denn  da  der  Annahme  nach  b  kleiner  ist   als  c^  so  ist  die 

Gröfse  ~  kleiner  als  die  halbe  gröüste  Axe  X  des  EUipsoides. 

Wird  n^  —  V  gesetzt,  so  hat  die  Ellipse,  welche  die  Pro- 
jektion einer  Linie  des  ersten  Systems  bildet,  zur  grofsen  Axe 
die  gemeinsame  Axe  der  Hülfsellipse  und  -Hyperbel,  und 
ihre  kleine  Axe  ist  null.  Die  Ellipse  fallt  also  mit  der  x-Axe 
zusammen,  und  hieraus  folgt,  daCs  die  in  der  xe  gelegene 
Hauptellipse  eine  Erümmungskurve  ist.  W&chst  ft*  von  V  bis 
<^,  so  wachsen  die  beiden  Axen  der  Ellipse.  Für  fi^^^e?  fallt 
die  Ellipse  mit  der  Hauptellipse  in  der  a;y- Ebene  zusammen, 
welche  mithin  ebenfalls  eine  Krümmungskurve  ist.  Da  die 
Yariabele  ft'  nicht  grölsere  Werte  annimmt  als  c\  so  ist  die 
Hülfshyperbel  nur  bis  zu  den  Punkten  zu  nehmen,  wo  sie 
von  den  Tangenten  der  Hauptellipse,  welche  den  Axen  parallel 
sind,  geschnitten  wird. 

Die  Erümmungslinien  des  zweiten  Systemes  haben  als  Pro- 
jektionen die  Gleichungen  (6).  Ist  v*  «=  6*,  so  hat  die  Hyperbel 
in  der  xy-Ebene  zur  transversalen  Axe  die  gemeinsame  Axe  der 
Hülfshyperbel  und  -Ellipse.  Die  andere  Axe  ist  null  und  die 
Kurve  reduziert  sich  auf  die  geraden  Strecken,  welche  zwischen 
den  Nabelpunkten  xmd  der  Hauptellipse  enthalten  sind.  Nimmt 
v^  von  seinem  Maximalwert  b*  ab  bis  zum  Wert  null,  so  wird 
die  transversale  Axe  kleiner,  und  die  nicht  transversale  wächst. 
Die  erstere  wird  null  für  v*  «=  0,  die  Hyperbel  reduziert  sich 
also  auf  die  J^-Axe,  und  hieraus  folgt,  dafs  auch  der  dritte 
Hauptschnitt  des  EUipsoides  in  der  j^j?- Ebene  eine  Krüm- 
mungskurve ist. 

Alle  Ellipsen  und  Hyperbeln  in  der  xy- Ebene  kehren 
ihre  konkave  Seite  nach  den  beiden  Punkten,  welche  die  Pro- 
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jektionen  der  Nabelpunkte  sind.  Die  Erümmangsknrven  nm- 
schliefsen  diese  vier  Punkte,  die  einen  von  der  einen,  die 
anderen  von  der  anderen  Seite;  je  mehr  sie  sich  ihnen  nähern, 
um  80  enger  ziehen  sie  sich  zusammen,  nnd  wenn  sie  sie  er 
reicht  haben,  fallen  sie  mit  der  Hanptellipse,  auf  welcher  die 
Nabelpunkte  liegen,  zusammen. 

888.  FortsetBting.  Alle  Erümmungsknrven  des  EUip- 
soides  projizieren  sich  in  die  Ebene  der  groisten  und  der 
kleinsten  Axe  als  Ellipsen,  um  diese  Projektionen  zu  kon- 
struieren, genügt  die  Anwendung  einer  einzigen  Hülfsellipse. 
Denn  bezeichnen  wir  mit  x^  und  0^  die  Halbaxen  einer 
Ellipse,  welche  die  Projektion  einer  Erümmungskurye  bildet, 
so  hat  man: 

oder 

Die  Elimination  von  ft*  oder  v*  ergiebt: 

Für  die  Linien  der  einen  Krümmung  hat  man: 


(i^>b\    also     a;i>A,    g,<yx*  —  (^, 
und  für  die  der  anderen: 


V«  <  V,     also     rc,  <  A,    iSi>V^*  —  c\ 

Es  genügt  den  Quadranten  der  Hülfsellipse  zu  betrachten, 
welcher  zu  positiven  Werten  von  x  xmd  e  gehört.  Dann  sieht 
man,  dafs  die  Gerade  x^  =  A,  welche  die  Hauptellipse  berührt, 
den  Quadranten  der  Hülfsellipse  in  zwei  Teile  teilt,  von  denen 
der  eine  den  Kurven  der  ersten  Krümmung,  der  andere  denen 
der  zweiten  entspricht.     Die  Scheitel  der  Hülfsellipse  sind 


Die  Geraden,  welche  diese  Scheitel  paarweise  verbinden, 
bilden  einen  Rhombus,  dessen  Seiten  die  Gleichungen  haben 
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(9)  ^Y.  +  -f^-^ 

und  also  (Nr.  319)  durch  die  Nabelpunkte  hindurchgehen. 
Eliminiert  man  x  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  Glei- 
chungen der  Projektionen  der  Erümmungskuryen,  nämlich 

iV«  "^  (i»  -  c*)  (c*  —  ^«)  "^  ^' 
so  folgt: 

Da  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat;  so  sieht 
man,  dafs  die  Projektionen  aller  Erümmungskurven  die  yier 
Seiten  dieses  Rhombus  berühren;  sie  sind  demselben  also 
eingeschrieben.  Hieraus  folgt,  daCs  die  yier  Punkte,  in  denen 
die  Seiten  dieses  Rhombus  die  in  der  x^er-Ebene  gelegene 
Hauptellipse  berühren^  die  Nabelpunkte  sind.  Denn  wir  haben 
gesehen,  dals  diese  Hauptellipse  eine  Erümmungskurve  ist 
und  dafs  sie  auch  die  Nabelpunkte  enthält. 

889«  Differentialgleioliung  der  KjamTnmigglrQrven.    um 

die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der  Erümmungs- 
kurven  des  Ellipsoides  nach  der  allgemeinen  Methode .  in 
Nr.  320  zu  bilden,  genügt  es  die  Grofsen  p,  q,  r,  s,  t  aus  der 
Flächengleichxmg 


^-  4-  _y!„  +  _1' 1 


ZU  bestimmen  und  diese  Werte  in  die  Gleichung  (6)  der  ge- 
nannten Nummer  einzusetzen.  Einen  Teil  dieser  Rechnung 
haben  wir  schon  in  Nr.  319  ausgeführt  und  daselbst  gefunden: 

femer: 

t^  +  {l  +  9')-'^^. 

80  +pq'=  0. 
Hieraus  folgt: 

Serret,  Dlff.-  a.  Integral-Bechnong.    I.     8.  Aufl.  30 
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»  [(Pff»-  —  (1  +  P*)s]  -=  J.  P?» 

« [(1  +  a*)«  —  fq,f\ jEpi»«» 

,[(1 + 3»)r_(i  +p«)o  -  |;g;^j.'j +;;«»-  fy;i,*. 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (6)  der 
Nr.  320  und  fOhrt  man  femer  an  Stelle  von  p  und  g  ihre 
Werte  in  x  und  y  ein,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung, 
nämlich: 

(lO;        Axy  (^)  +  {f-Ar^-B)%-xy^(), 
wobei 

In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden,  wie  man 
Yon  dieser  Gleichung  auf  die  Gleichung 

zurückkommt,  die  wir  unmittelbar  auf  Grund  der  allgemeinen 
Eigenschaft  orthogonaler  Systeme  gebildet  haben,  umgekehrt 
ist  es  leicht  zu  bestätigen,  dafs  aus  der  Elimination  Ton  ft* 
zwischen  der  Gleichung  (11)  und  der  aus  ihr  durch  Diffe- 
rentiation nach  X  und  y  abgeleiteten  die  Differentialgleichung 
(10)  hervorgeht. 


g  7.  Die  NiTeaulinien  und  die  Linien  gröfsten  Falles. 

840.  Definition  der  Niveaulinien.  Ist  eine  Fläche  auf 
drei  rechtwinklige  Koordinatenebenen  bezogen,  von  denen  die 
eine,  die  rrj^-Ebene,  als  horizontal  betrachtet  wird,  so  hei&en 
die  horizontalen  Schnitte  der  Fläche  die  lSwea%iilinim. 

Für  jede  Niveaulinie  ist  d£f=0  oder,  da  djer=j)dx+gdy  ist: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dafs  in  jedem  Punkte  einer 
Niveaulinie  die  Tangente  zusammenfallt  mit  der  horizontalen 
Geraden,  welche  in  der  Tangentenebene  des  nämlichen  Flächen- 
punktes liegt.    Denn  diese  Ebene  hat  die  Gleichung 
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S  —  *  — 1>(6  —  «)  +  «(i?  —  y), 
und  der  Neigungswinkel  ihrer  horizontalen  Linie  ist  bestimmt 

durch  —  —  • 

Setzt  man  den  obigen  Wert  für  j^  in  die  Differential- 
gleichung der  Erümmungskurven  ein  (Nr.  320)^  so  folgt: 

Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  wird 
Yon  allen  den  Flächen  erfüllt ,  ftlr  welche  die  NiTeaulinien 
Erflmmungskurven  sind. 

Zu  einem  einfacheren  Resultate  gelangt  man  noch,  wenn 
man  als  Horizontalebene  die  xz-Ehene  wählt.     Dann  ist  ftlr 

die  Niveaulinien  -,-^  *»  0^  und  setzt  man  diesen  Wert  in  die 
Differentialgleichung  der  Erümmungskurven  ein,  so  wird  diese 

_Z J-  «=  0 

Für  die  Flächen,  welche  dieser  Gleichung  genügen^  ist 
die  eine  Bedingung  der  Nabelpunkte  von  selbst  erfüllt.  Diese 
Punkte  sind  also  nur  noch  durch  eine  einzige  Oleichung  be- 
stimmt, und  folglich  besitzt  jede  dieser  Flächen  eine  Kurve 
von  Nabelpunkten. 

84L  Definition  der  Linien  gröfsten  Falles.  Linie  gröfsten 
Falles  auf  einer  Fläche  nennt  man  jede  auf  der  Fläche  ge- 
legene Kurve,  deren  Tangente  in  jedem  Punkte  diejenige  unter 
den  Tangenten  der  Fläche  ist,  welche  dort  den  gröfsten  Winkel 
mit  der  horizontalen  Tangente  bildet.  Die  Tangente  solch 
einer  Kurve  ist  daher  selbst  die  Linie  groisten  Falles  inner- 
halb der  Tangentenebene,  d.  h.  sie  ist  rechtwinklig  zur  hori- 
zontalen Oeraden  in  dieser  Ebene. 

Ist  die  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Azen  bezogen,  von 
denen  die  eine,  nämlich  die  jer-Axe,  vertikal  ist,  so  hat  die 
horizontale  Gerade  in  der  Tangentenebene  den  Bicktungskoef- 
fizienten  — ^-;   die  Differentialgleichung  der  Linien  gröfsten 

Falles  ist  also 

^  «=  A. 
dx        p 

30* 
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Die  Ableitungen  p  und  q  sind  mittelst  der  Flächenglei- 
chung als  Funktionen  von  x  und  y  gegeben. 

Legt  man  durch  einen  Flächenpunkt  die  Niveaulinie  und 
die  Linie  gröfsten  Falles,  so  sind  die  Tangenten  an  diesen 
Kurven  senkrecht  zu  einander.  Die  Niveaulinien  und  die  Linien 
gröfsten  Falles  bilden  also  auf  der  Fläche  ein  orthogonales 
System. 

Sind  also  die  Niveaulinien  zugleich  Krümmungskurven, 
so  bilden  die  Linien  gröfsten  Falles  das  andere  System  von 
Krümmungskurven.  Diese  Thatsache  kann  man  auch  dadurch 
bestätigen^  dafs  man  in  die  Differentialgleichung  der  Krüm- 
mungskurven für  ^  den  Wert  ^-   einsetzt;   man  findet  dann 

dieselbe  partielle  Differentialgleichung,   welche  bei  der  Sub- 
stitution anläßlich  der  Niveaulinien  erhalten  wurde. 

842.  Anwendung  auf  das  BUipsoid.  Die  Anwendung 
der  Gleichungen  auf  das  Ellipsoid  ergiebt:     Ist 

x^  +  my^  +  njgf*  =  a* 
die  Gleichung  der  Fläche,  so  wird 

X  +  nep  =  0,     my  +  ^^2  =  0, 
also 

iL  ^^y. 

p  X 

Die  Differentialgleichung  der  Linien  gröfsten  Falles  ist 
denmach: 

^y^^    oder     ^^--"^O. 

dx  X  y  dx         X 

Die  linke  Seite  ist  die  Ableitung  von 

ly  —  mix    oder  Z-^- 

Der  Quotient  ^  ist  also  gleich  einer  Konstante  c,  und  mit- 
X  * 

hin  ist 

y  «s  caf^ 

die  Gleichung  für  die   horizontalen  Projektionen   der  Linien 
gröfsten  Falles  auf  dem  EUipsoide. 
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« 

§  8.   Definition  Ton  FUehenfamilien  dnreh  partielle 
Differentialgleichnngen. 

848.  Iiinienfläolien.  Im  Folgenden  sollen  yerschiedene 
Klassen  von  Flächen  untersucht  und  die  partiellen  Differen- 
tialgleichungen bestimmt  werden,  durch  welche  man  alle 
Flachen  der  nämlichen  Klasse  darstellen  kann. 

Unter  den  Flächen^  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen, 
sind  vor  allem  die  Linienflächen  zu  beachten,  d.  h.  die  Flächen, 
welche  durch  eine  bewegliche  Gerade  erzeugt  werden  Die 
Klasse  der  Linienflächen  teilt  sich  in  zwei  yerschiedene  Arten; 
die  eine  Art  enthält  die  Flächen,  welche  wir  abunckeJbare  ge- 
nannt haben,  die  andere  nicht  abwickelbare  oder  gekrümmte 
Flächen. 

Bezeichnen  wir  mit  rr,  y,  0  geradlinige  Koordinaten  und 
sind  a,  6,  a,  /}  Funktionen  eines  variabelen  Parameters,  so  sind 
die  Gleichungen  für  die  Erzeugenden  einer  beliebigen  Linien- 
fläche 

(1)  x^az  +  a,    y^hß  +  /3. 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  man  als  yariabelen  Parameter  irgend 
eine  der  Gröfsen  a,  b,  a,  ß,  falls  sie  sich  nicht  auf  einen  kon- 
stanten Wert  reduziert,  wählen  kann.  Man  hat  also  in  dem 
allgemeinsten  Falle  nur  drei  willkürliche  Funktionen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Bedingung  dafür,  data  die 
Gerade  (1)  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugt.  Da  eine  abwickel- 
bare Fläche  Einhüllende  einer  beweglichen  Ebene  ist,  welche 
die  Erzeugende  enthält,  so  wird  die  Gleichung  dieser  beweg- 
lichen Ebene 

(2)  [{x  -  a^  -  a)  +  A  (y  -  fc^  -  ^)  -  0, 

wobei  X  eine  bestimmte  Funktion  des  Parameters  sein  muTs, 
yon  welchem  a,  6,  a,  ß  abhängen. ;  Differentiiert  man  die  Glei- 
chung (2)  nach  dem  Parameter,  so  folgt 

(3)  5_(,fl'+«')-A(;?5'+/r)  +  A'(y-6«r-^)-0, 
und  damit  die  Fläche  eine  abwickelbare  sei,   ist  notwendig 
und  hinreichend,  dafs  das  System  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 
die  nämliche   Gerade    darstellt,    "wie    das   System   der    Glei- 
chungen (1).   Die  Gleichung  (2)  wird  durch  die  Gleichungen  (1) 
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befiriedigt,  und  damit  aach  die  Gleichung  (3)  dadiltch  erftUlt 
seiy  muTs 

sein,  bei  allen  Werten  yon  g.  Dies  giebt  die  beiden  Bedin- 
gungen 

a'+A&'-O,    a'+A^-O, 

und  demnach  durch  Elimination  von  l: 
(4)  a'/T— 6'«'— 0. 

Diese  Gleichung  drückt  die  Bedingung  für  eine  abwickel- 
bare Fläche  aus.  Der  Weg,  auf  welchem  sie  abgeleitet  ist, 
ist  derselbe  y  den  wir  bei  der  Bestimmung  der  Erümmungs- 
kurven  einschlugen.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfällt,  so  er- 
zeugt die  bewegliche  Gerade,  welche  durch  die  Gleichungen  (1) 
dargestellt  ist^  eine  gekrümmte  Fläche. 

844.    Der  Abstand  sweier  benachbarter  Bnengenden. 

Bezeichnen  wir.  den  Parameter,  von  welchem  a,  6,  a,  ß  ab- 
hängen, mit  0,  und  betrachten  wir  die  beiden  Erzeugenden, 
welche  den  Werten  0  und  6  +  A6  des  Parameters  entsprechen. 
Die  Gleichungen  dieser  Erzeugenden  sind 

X'^  ae  +  a,    x  ={a  +  Aa)  jer  +  (a  +  Aa), 

y-b0  +  ß,    y-(6  +  A6)ir  +  (^  +  A/J). 

Ist  D  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden  und  i  der 
Winkel,  den  sie  miteinander  bilden,  so  hat  man  nach  be- 
kannten Formeln: 


(5) 


j.        AaAp  — A&A« 


±  }/Ä"a»  +  A6«  +  (aA6  — 6Aa)«' 


also 


Yd^h^+l  yia  +  Aay  +  {b  +  ^by  +  t^ 


T'^±-^v^'+ ^' +1  VC"" + ^«)* +(p+ ^^y+ 1 


Aa  Aß       Ah A« 

Äe  Ae      Ae  Äe 


^/Aa\«   .   /A6\»   ,    /    A5       .Aay 

(äö)  +IaJ  +l^Äe-^Ae) 
Lälst  man  A6  nach  null  konvergieren  und  geht  zu  den 
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Grenzen  über,  so  wird  dieser  Ausdruck,  wenn  man  die  Ab^ 
leitungen  nach  6  durch  Accente  bezeichnet: 

(6)     Hin^-+lim^(a'  +  y  +  l)^^;:;:-j!: ,.,).. 

Ist  die  Bedingung  (4)  nicht  erfüllt,  so  hat  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  einen  endlichen  Ton  null  rerschiedenen  Wert, 
und  hieraus  schlieüst  man  den 

Lehrsatz  J.  Bei  einer  nickt  abwickdbaren  Limenfläehe 
wird  die  kargeste  Entfernung  evoeier  benachbarter  Erstettgenden 
mit  dem  Winkd,  wdehen  dieselben  mit  einander  baden,  in  der 
ersten  Ordnung  nuil,  wenn  d  ff —  Vu  nviA  null  ist 

846.  Die  Oylindezfläohen.  Den  einfachsten  Fall  abwickel- 
barer Flächen  bilden  die  Cylinder.  Die  bewegliche  Ebene, 
deren  Einhüllende  die  Fläche  ist,  und  die  umgekehrt  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  bildet,  ist  hier  einer  festen  gegebenen 
Geraden  parallel.  Hieraus  lälst  sich  unmittelbar  die  partielle 
Differentialgleichung  der  Fläche  bilden.     Denn  sind 

die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  parallel  zu  den  Erzeu- 
genden durch  den  Anfangspunkt  des  geradlinigen  Koordinaten- 
systemes  gelegt  ist,  und 

g  —  ^  _  j,  (I  _  rr)  +  gr  (ij  —  y) 
die   Gleichung    der   Tangentenebene    der   Fläche    im   Punkte 
X,  y,  sf,  so  wird  die  Bedingung  dafür,  daCs  diese  Ebene  der 
Geraden  parallel  ist: 

(1)  ap  +  bq^l. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  welche  alle 
cylindrischen  Flächen  mit  der  vorgeschriebenen  Richtung  der 
Erzeugenden  erfüllen  müssen. 

Man  kann  diese  auch  ableiten  aus  der  Koordinaten- 
gleichung, welche  für  die  cylindrischen  Flächen  besteht. 
Wenn  die  Gleichungen 

(2)  x  «=-  a;?  +  a,    y  =  iif  +  /5 

eine  Erzeugende  der  Fläche  darstellen,  so  hängen  a  \md  ß 
von  einem  variabelen  Parameter  ab,  und  sind  also  mit  ein- 
ander durch  eine  Gleichung 
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(3)  *(«,Ä-0 

yerbunden,  in  welcher  O  eine  willkürliche  Funktion  bedentet. 
Eine  solche  willkürliche  Funktion  von  zwei  Yariabelen  (a,  ß) 
wird  uns  später  noch  öfter  begegnen.  Hier  wie  dort  wähleu 
wir  die  Funktion  nicht  ganz  willkürlich ,  vielmehr  einmal  so, 
dalB  sie  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  der  For^ 
derung  S3   genügt,    sodann   sO;   dafs  ebenfalls  in  jener  üm- 

gebung  -^  und  j^  nicht  gleichzeitig  null  sind.  Die  Elimi- 
nation von  a  und  ß  zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
liefert 

(4)  *  (a;  —  ae^  y  —  le)  «  0, 

und  dies  ist  die  allgemeine  Funktionalgleichung  der  Cylinder- 
flächen.  um  die  partielle  Differentialgleichung  zu  erhalten, 
mufs  man  die  Funktion  <Z>  nach  der  Methode  der  Nr.  88 
eliminieren.  Differentiiert  man  die  Gleichung  (3)  oder  (4) 
partiell  nach  x  sowohl  wie  nach  y,  so  folgt 

|f(l-ap)-||6j)  =  0, 

und  die  Elimination  des  Verhältnisses  -ö—  :  -tt^  führt  auf  die 

da     cp 

partielle  Differentialgleichung  (1). 

In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden ,  wie  man 
von  der  partiellen  Differentialgleichung  umgekehrt  zu  der 
Funktionalgleichung,  welche  nur  die  Koordinaten  enthält ,  zu- 
rückkommt. 

Da  die  cylindrischen  Flächen  abwickelbar  sind,  so  bilden 
ihre  Erzeugenden  ein  erstes  System  von  ErQmmungskurven 
(Nn  325);  das  zweite  System  wird  von  den  zu  den  Erzeugenden 
senkrechten  Schnitten  geliefert. 

846.  Die  Kegelflächen.  Die  Eegelfiächen  gehören  auch 
zu  den  abwickelbaren;  die  bewegliche  Ebene,  welche  von  der 
Fläche  eingehüllt  wird,  geht  durch  einen  festen  Punkt;  sie  ist 
zugleich  die  Tangentenebene  der  Flache.  Bezeichnet  man  also 
mit  Xq^  ^0,  e^  die  geradlinigen  Koordinaten  des  festen  Scheitel- 
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punkteS;  mit  x,  y^  b  die  Koordinaten  der  Flächenpmikte^  so 
mnfs  jede  Tangentenebene  die  Gleichung  erfüllen: 

(1)  g  ^  z^^ p  {x  —  x^  +  q{j)  -  y^). 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  der  Eegel- 
flächen.  Sie  kann  auch  aus  der  allgemeinen  Funktionalglei- 
chung der  Flächen  abgeleitet  werden.     Sind 

(2)  x  —  x^~a{g  —  0^),    y  —  y^-^liB  —  »^ 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden,  so  hängen  die  Gröfsen  a 
und  h  von  einem  Parameter  ab,  d.  h.  sie  sind  unter  einander 
durch  eine  Gleichung 

(3)  O  (a,  6)  —  0 

yerbunden,  wobei  O  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet.  Die 
Elimination  von  a  und  h  ergiebt  die  Gleichung,  welche  zwischen 
den  Koordinaten  Xj  y,  b  einer  Kegelfläche  besteht,  nämlich: 

w  *fc^  '.!-?;)-»• 

DifFerentiiert  man  die  Gleichnngeii  (3)  oder  (4)  partiell 
nach  X  und  nach  y,  so  folgt: 

j^  [(« —  «o)  —  1»  (a;  -  «o)]  —  a*  piy-  Vo)  =  0, 
~  ä*  « (*  ~  ^o)  +  Jb  K^  -  ^o)  —  3  (y  -  yo)]  —  o. 

Die  Elimination  des  Verhältnisses  -^-  i-^c  fährt  anf  die 

Ca     00 

partielle  Differentialgleichung  (1),  und  umgekehrt  läfst  sich 
aus  dieser  die  Funktionalgleichnng  ableiten,  wie  in  der  Inte- 
gralrechnung gezeigt  werden  wird. 

Die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  bilden  ein  System  von 
Krümmungskurven  (Nr.  325);  das  andere  erhält  man,  wenn 
man  die  Fläche  mit  allen  Kugeln  durchschneidet,  deren  Mittel- 
punkt der  Scheitel  des  Kegels  ist. 

847.  Die  Konoidfläohen.  Die  Konoid  flächen^  welche  zur 
nicht  abwickelbaren  Art  von  Linienflächen  gehören,  werden 
Ton  einer  beweglichen  Geraden  erzeugt,  welche  stets  eine 
feste  Gerade  schneidet  und  dabei  parallel  zu  einer  festen 
Ebene  bleibt.  Die  feste  Gerade  heiM  die  Direktrix  oder 
Leitgerade,  die  feste  Ebene  die  Leitebene.    Das  hyperbolische 
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Paraboloid  ist  ein  Konoid.  Sind  in  Bezug  aaf  drei  beliebige 
Axen 

die  Gleichungen  der  Leitgeraden,  und 

Äx  +  By+C0'^O 
die  Gleichung  der  Leitebene ^  femer 
(1)  X  —  a^r  +  «;    y  ■=  &^  +  /* 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden,  so  müssen,  damit  diese  die 
Leit^erade  treffen  xmd  der  Leitebene  parallel  sind,  die  Glei- 
chungen erftQlt  sein: 

a  —  m        b  —  n 

(2)  ir=7">~^;' 

Aa  +  Bb  +  C^O. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  zwei  der  Gröüsien  a,  6,  a,  ß 
als  Funktionen  der  beiden  anderen,  und  diese  beiden  sind 
durch  eine  willkürliche  Funktion  mit  einander  verbunden. 
Um  die  partielle  Differentialgleichung  der  Fläche  zu  bilden, 
hat  man  die  Bedingungen  aufzustellen,  daCs  die  Tangenten- 
ebene in  einem  beliebigen  Punkt  x,  y,  $  der  Fläche,  deren 
Gleichung 

g  _  ^  =  j,  (g  _  a;)  +  2  (ly  -  y) 

ist,   die   Erzeugende   enthält,   oder   parallel   ist  zur  Geraden 
|=sag,  i7»"6g;  auf  diese  Weise  erhält  man 
(3)  ap  +  6«  -  1. 

Eliminiert  man  nun  die  vier  Gröüsien  a,  Z»,  a,  /3  zwischen 
den  fünf  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3),  so  erhält  man  die  par- 
tielle Differentialgleichung,  nämlich: 

W  tnjp  +  nj  — 1  ~  Am  +  Bn  +  G 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich,  wenn  man  die  Leii- 
gerade  zur  jer-Aze  und  die  Leitebene  zur  a;y-Ebene  wählt; 
alsdann  hat  man 

m  =  0,    fi  — 0,    n  =  0,    v  —  O,    -4  =  0,    JB  —  0, 
und  die  Gleichung  (4)  reduziert  sich  auf 

(f>)  i>^  +  gy  =  0- 
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In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  der  Erzeagenden, 
welche  die  e-Axe  treffen,  und  der  rcy-Ebene  parallel  sind: 

(6)  *  =  A,    y^gx. 

Die  Gr&Isen  h  nnd  g  sind  durch  eine  willkürliche  Glei- 
chung mit  einander  verbunden,  und  setzt  man 

(7)  A-9>G?), 

SO  ergiebt  die  Elimination  der  Grofsen  h  und  g  aus  den  drei 
Gleichungen  (6)  und  (7)  als  Gleichung  einer  beliebigen  Ko- 
noidflache  mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 

(8)  '-Ai)- 

Diese  besagt,  dafs  0  eine  willkürliche  homogene  Funk- 
tion nullter  Ordnung  von  x  und  y  ist.  um  die  Funktion  9  zu 
eliminieren,  kann  man  also  das  Theorem  über  homogene 
Funktionen  anwenden,  wodurch  man  wieder  auf  die  Gleichung 
(5)  geführt  wird. 

348.  Die  Botationsflftohen.  Bei  jeder  Rotationsfläche 
schneidet  die  Normale  jedes  Flächenpunktes  die  Aze.  Aus 
dieser  Eigenschaft  kann  man  unmittelbar  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung dieser  Flächen  ableiten;  denn  sind  in  Bezug 
auf  drei  rechtwinklige  Azen 

ii-x)+pa-^)-0    und     (ri^y)  +  q{t-B)  =  0 

die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  x,  y,  0,  und 

die  Gleichuugen  der  Axe  der  Fläche,  so  erhält  man,   indem 

man  £,  17,  S  ^us  diesen  vier  Gleichungen  eliminiert: 

(1)     (3  +  n){x+p0  —  ii)  —  {p  +  m)(y  +  qz  —  v)^O, 

und  dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  ableiten  aus  der  Funk- 
tionalgleichung, welche  die  Koordinaten  der  Flächenpunkte 
erfüllen  müssen.  Die  Rotationsfläche  wird  nämlich  erzeugt 
durch  einen  Ereis  von  beweglichem  Radius,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Aze  liegt,  und  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Aze  ist.  Zur  Darstellung  dieses  Kreises  dienen  die  beiden 
Gleichungen: 


476  Zehntes  Kapitel 

(2)  (^  —  f*)*  +  (y  —  v)'  +  ^  =  w, 

mx  +  «y  +  ij  =  !?. 
Die  erste  repräsentiert  eine  Engel  mit  yariabelem  Badius, 
deren  Mittelpunkt  der  Fufspnnkt  der  Axe  auf  der  xy -'Ebene 
ist,  die  zweite  eine  bewegliche  Ebene  senkrecht  zur  Axe,    Die 
Gröfsen  u  und  v  sind  durch  eine  willkürliche  Gleichung 

(3)  0(u,  t;)  — 0 

mit  einander  verbunden;  welche  die  Gleichung  der  Botations- 
fläche  wird,  wenn  man  u  imd  v  durch  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  (2)  ersetzt.  Differentiiert  man  diese  nach  x  so- 
wohl wie  nach  y,  so  folgt: 

2 II  [(*  -  /*)  +i'*3  + 1?  (»»+j»)-0, 
2||[(y-v)  +  j*]  +  |f(«  +  j)  =  0. 

Die  Elimination  von  ^ :  -g—  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

ergiebt  die  oben  gebildete  partielle  Differentialgleichung. 

Wählt  man  die  Axe  der  Botationsfläche  zur  ^e-Axe,  so 
wird  m  =  0,  ft  =  0,  n  =»  0,  v  «=0;  die  partielle  Differential- 
gleichung reduziert  sich  auf 

(4)  qx—py-^O, 

und  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  ergeben  als  Funktional- 
gleichung : 

(5)  *  {x^  +  y*,  jBf)  «=  0    oder    ;?  =  9  (aj*  +  !/"); 
wobei  q>  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

849.   Die  Krümmungsknrven  der  Botationsfl&chen.    Auf 

den  Botationsflächen  bilden  die  Meridiankurven  und  Parallel- 
kreise die  beiden  Systeme  von  Erümmungskurven.  Denn  die 
Normalen  der  Fläche^  welche  in  den  Punkten  einer  Meridian- 
kurve konstruiert  werden^  liegen  in  der  Meridianebene;  und 
die  Normalen  in  den  Punkten  eines  Parallelkreises  bilden  einen 
Botationskegel.  Man  kann  dies  auch  vermittelst  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Erümmungskurven 


bestätigen.     Denn  nach  der  Gleichung  (5)  wird 
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demnach: 

p'  -  2(p'(x'  +  y»)  x'  +  2x9>"(a^  +  y»)  2(Ta:'  +  yy'), 

2'  =  2ip'ix*  +  y')y+  2y<p"{3?  +  y»)  2(a;x'  +  yy'). 

Die  Accente  bedeuten  Ableitungen  nach  dem  Parameter, 
welcher  als  unabhängige  Yariabele  in  den  Gleichungen  der 
ErCLmmungskurren  auftritt;  bei  der  Funktion  tp  bedeuten 
freilich  die  Accente  Differentiationen  nach  dem  Argumente 
a?  +  y*  der  Funktion  9. 

Aus  der  Gleichung  (5)  folgt  aber  auch 

/-9)'(^'  +  y*)2.(a;x'+yy), 
und  sonach  ist: 

p'^2,p'{x*+f)x  +  2x<  8,  2'=29,V  +  y«)y'+2y^'/. 

Setzt  man  diese  Werte  von  p,q,p'yq   iu  die  Gleichung 

P'       ^       g 

ein,  so  erhält  man: 

/(xy-  y^)  [|>'(^J^^  -  29  i^  +  yi]  -  0. 
Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

/-o,    (f)-0. 

Für  das  eine  System  der  Erümmungskurven  ist  also 
z  asa  konst,  für  das  andere  ^  -»  konst,  womit  der  ausgesprochene 
Satz  bewiesen  ist. 

860.  Bine  allgemeine  Betrachtung.  Wenn  die  Gleichung 
einer  Flächenfamilie ,  welche  von  den  geradlinigen  Koordi- 
naten X,  y,  $  und  einem  yariabelen  Parameter  a  abhängt,  eine 
willkürliche  Funktion  dieses  Parameters  enthält,  also  von  der 
Form  ist 

so  kann  man  aus  den  Gleichungen,   welche  die  Einhüllende 
dieser  Flächen  enthält, 

die  willkürliehe  Funktion  tp  eliminieren.    Man  erhalt  auf  diese 
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Weise  eine  partielle  Differentialgleiciiimg  erster  Ordnung, 
welche  allen  Einhüllenden  angehört;  die  sich  nur  durch  die 
Beschaffenheit  der  Funktion  9  unterscheiden.  Wir  wollen  hier 
diese  Rechnung  nicht  wiederholen,  die  in  Nr.  91  ausreichend 
entwickelt  ist.  Hinsichtlich  der  Fälle  aber,  bei  denen  die 
gegebene  Gleichung  mehrere  willkürliche  Funktionen  des  Para- 
meters a  enthält,  müssen  wir  uns  auf  die  abwickelbaren 
(developpabelen)  Flächen  beschranken. 

351.  Eine  Sohar  partieller  DifferentialgLeiohmigen  erster 
Ordnung  für  die  abwickelbaren  Flächen.  Wir  betrachten 
eine  bewegliche  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung 

(1)  e  =  ttx  +  yq>{a)  +  t  («) 

dargestellt  ist,  wobei  a  einen  yariabelen  Parameter,  q>(a)  und 
^(a)  zwei  willkürliche  Funktionen  desselben  bezeichnen.  Die 
Ableitung  der  Gleichung  nach  a  ist 

(2)  0  =  x  +  yg>'{a)  +  i;\a), 

und  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  repräsentiert  alle 
abwickelbaren  Flächen. 

Der  Wert  des  totalen  Differentiales  dz  wird  erhalten, 
indem  man  die  Gleichung  (1)  differentiiert  unter  der  Annahme, 
daTs  a,  infolge  der  Gleichung  (2),  eine  Funktion  der  Yaria- 
belen X  und  y  ist.  Da  aber  infolge  dieser  Gleichung  der 
Koeffizient  von  da  verschwindet,  so  ist 

(3)  de  =  adx  +  9>  («)  ^y^ 

wie  wenn  a  konstant  wäre.     Hieraus  folgt,  dafs 

(4)  p-^cc,    q~g>(a), 

und  nun  lassen  sich  leicht  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  bilden,  die  allen  abwickelbaren  Flächen  an- 
gehören und  nur  eine  einzige  willkürliche  Funktion  ent- 
halten. Denn  die  letzten  Gleichungen  ergeben  durch  Elimina- 
tion von  a: 

(5)  q  =  <p{p)- 

Trägt  man  die  Werte  für  a  und  q>(a)  aus  den  Glei- 
chungen (4)  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man 

(6)  ^— l>a;-f  gy  +  ^(p). 

Jede  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  enthält  nur  eine  will- 
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kürliche  Funktion;  und  dies  sind  die  beiden  Gleichungen, 
welche  wir  bilden  wollten.  Noch  allgemeiner  ist  die  Glei- 
chung 

(7)  ^— l>^  +  3y+!('(P,ff), 

wo  if  eine  willkürliche  Funktion  von  p  und  q  bezeichnet.  In 
der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden,  dafs  auch  umge- 
kehrt die  Gleichung  (5)  nur  auf  abwickelbare  Flächen  führt, 
und  dafis  dasselbe  mit  einer  gewissen  Einschränkung  auch  für 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  gilt. 

858.  Die  partielle  Bifferentialgleiclixiiig  sweiter  Ordnung 

rt  —  s*  «=  0.  Um  die  willkürliche  Funktion,  welche  in  jeder 
der  drei  letzten  Gleichungen  nachgeblieben  ist,  zu  eliminieren, 
muls  man  die  partieUen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ein- 
führen. Betrachtet  man  zuerst  die  Gleichung  (5)  und  difie- 
rentiiert  sie  total,  so  folgt: 

dq  —  9>'{p)  dp  oder  sdx  +  tdy^irdx  +  sdy)  9'(p)- 
Hieraus  gewinnt  man  die  beiden  Gleichungen 

s  s=  rg/(ji)    und     t  —  sg>\p), 
also 

(8)  rt  —  s^  —  0. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  Ton  allen  abwickelbaren  Flächen  erfüllt  wird. 
Sie  sagt  aus  (Nr.  318),  dals  in  jedem  Punkte  der  Fläche  einer 
der  Hauptkrümmungsradien  unendlich  ist. 

Untersucht  man  ebenso  die  Gleichung  (7),  welche  die 
Gleichung  (6)  umfaÜBt,  indem  man  sie  total  differentiiert,  so 
folgt  die  Gleichung 

d«  =  (i)  d«  +  3  dy)  +  (*  +  IJ )  di>  +  (y  +  H)  rfj, 
die  sich,  da  de  =pdx  +  qdy,  auf 

(«+'4)*+(»+?:>s-o 

reduziert.  Setzt  man  hier  für  dp  und  dq  ihre  Werte  rdx-\-s  dy, 
nnd  sdx  -\-  tdy  ein,  so  folgt: 

(-+i:)'+(»+ii)-o. 
(«+if).+(,+i:-)<-o. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die  Differentialglei- 
chung (8);  dabei  ist  indessen  noch  zu  beachten^  dafs  diese 
Gleichungen  auch  erfüllt  sind,  indem  man 

(0)  .+  |j=,0,y  +  ||=-0 

setzt.  Eliminiert  man  nun  p  und  q  aus  den  Gleichungen  (7) 
und  (9),  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  b,  welche 
im  Allgemeinen  keine  abwickelbare  Fläche  darstellt  und  doch 
der  Gleichung  (7)  genügt.  Doch  wollen  wir  hier  auf  diesen 
Gegenstand  nicht  näher  eingehen^  welcher  der  Integralrechnung 
angehört. 

858.  Neue  Ableitung  des  Sataes,  dafs  die  Erseugenden 
einer  abwickelbaren  Fläche  Erümmungskurven  dieser  Fl&olie 
sind.  Trägt  man  die  Werte  von  p,  q,  dp,  dq  aus  den  Glei- 
chungen (4)  und  den  Wert  von  da  aus  der  Gleichung  (3)  in 
die  Gleichung  der  Erümmungskurven 

P' 3L_ 

ein,  so  erhält  man: 

(10)  «'[ ( l+9,«(a)-a9.(o)y'(a) } y'+  { a^(a) - (l+a^)ip'(a) ] x]  =-0. 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

/ii\  «'—0     ^  (l  +  g')y  (c)  — gy(tt) 

\^Li)  a  —  Kj,    ^^         1 +  ,,='(«)  — ay  («),,'(«)' 

Die  erste  Gleichung  (11)  ergiebt  a  «=:  Eonst.;  sie  bestimmt 
die  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  das  eine  System  von 
Erümmungskurven  auf  der  Fläche  bilden,  wie  schon  früher 
(Nr.  325)  bemerkt  wurde.  Die  zweite  liefert  zusammen  mit 
der  Gleichung  (2)  die  Differentialgleichung  f&r  das  andere 
System. 

854.  Die  Kanalfläclien.  Unter  einer  Eanalfläche  versteht 
man  die  Einhüllende  einer  Eugel  von  gegebenem  Radius,  deren 
Mittelpunkt  eine  willkürliche  ebene  Eurve  beschreibt.  Be- 
zeichnet man  mit  a  den  Radius  der  Eugel,  mit  a  einen  va- 
riabelen  Parameter,  mit  g>{a)  eine  willkürliche  Funktion 
von  a,  so  folgt  die  Gleichung  der  Flächen  aus  der  Elimination 
von  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen 
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(x-«)«+[y-9(«)]'  +  **-a», 
^')  («-«)  + [y-9,(«)]9,'(«)--0. 

Wir  haben  bereits  in  Nr.  92  die  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  gebildet,  welche  zu  diesen  Flächen 
gehört;  wir  sahen,  dafs  die  erste  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 

(2)  (x-a)+pz-0,    [y-9(«)]  +  «^-0, 

und  daTs  man  durch  Elimination  von  g>(a)  und  a  die  Glei- 
chung erhält: 

Wir  wollen  nun  noch  die  Erümmungskurren  der  Fläche 
bestimmen.    Aus  der  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  folgt: 

(4)        x'  +  p0'+0p'=a\     y'+qz'+zq'^q>\a)a', 

setzt  man  andererseits  die  Werte  von  x  —  a  und  y  —  g>(a) 
aus  (2)  in  die  zweite  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man: 

p  +  qg>\€c)^0    oder    ,,'(«)  *--f- 
Hieraus  und  aus  (4)  gewinnt  man: 

'    X  -i-pz         X  +pz 

1  4-     ^g      ««_>/?_-  _^_  . 
"^  y'  +  a«'  a  y'  +  fl^'' 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  fCLr  die 
Erümmungskurven  einander  gleich,  und  mithin  ist  die  Glei- 
chung dieser  Kurven: 

qa  .        pa  ^ 


oder 

x'+pz'    »    y'  +  qz'        "' 

dies  ergiebt: 

a'  —  0     oder     g'  =  0, 

d.  L 

a  SB  Eonst.     oder    0  »»  Eonst. 

Also  sind  die  Erümmungskurven  des  einen  Systemes  die 
Charakteristiken  der  Enveloppe,  welche  hier  von  gröfsten 
Ereisen  der  beweglichen  Eugel  gebildet  werden.  Diese  Eurven 
sind   zugleich   auch   die  Linien   des   gröfsten  Falles   auf  der 
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Flache^   wenn  man  die  ^y-Ebene   als   horizontal   betrachtet^ 
denn  die  Kurven  der  andern  Erünunnng  sind  die  Niveaulinien. 

856«  Die  Lüüenfläohen.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels 
betrachten  wir  den  allgemeinen  Fall  der  Linienflächen.  Die 
Gleichungen  der  Erzeugenden  enthalten  drei  willkürliche  Funk- 
tionen und  die  Elimination  von  diesen  erfordert  die  Einf&hrnng 
der  partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung.  Wir  bezeichnen 
wie  früher: 

de  ^='pdx  +  qdffy    dp^^  rdx  +  sdy^    dq  =  sdx  +  <rfy, 
und  setzen  weiter: 
dr  —  udx  +  vdy,    ds  '^  vdx  +  wdy,    dt  ««  wdx  +  &dy. 
Femer  seien 

(1)  x~ag  +  a,    y  =  bz  +  ß 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden  der  Fläche. 

Differentiiert  man  diese  nach  x  und  y^  und  bezeichnet 
man  mit  a\  b\  a\  ß'  die  Ableitungen  von  a,b^  a^ß  in  Bezug 
auf  den  Parameter  6,  von  welchem  diese  iGrIeichungen  abhängen^ 
so  wird 


(2) 


0  =  a2  4-(o'*+«')fy; 


(3) 

Hieraus  folgt: 

1 
also: 

9e  ^  ae  _  ap  — 1         hp 

dx  '  dy            aq      '^  bq—1^ 

(*) 

ap  +  bq^  1, 

(5) 

ae   ,  ,ae      ^ 

dx   '      dy 

Die  Ableitungen  a,  b'y  a\ß'  treten  in  diesen  Gleichungen 
nicht  auf. 

Differentiiert  man  nun  die  Gleichung  (4)  nach  x,  femer 
auch  nach  y,  so  erhält  man: 
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(or  +  is)  +  (o'jp  +  6'«)^^  =  0, 

Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem  man  sie 
zuvor  mit  a  und  b  multipliziert  hat,  so  folgt  auf  Grund  der 
Gleichung  (5) 

(6)  a^r  +  2abs  +  bH  =  0. 

DifiPerentiiert  man  dann  diese  Gleichung  nach  x  und  nach  y, 
so  erhält  man: 

/  «      I    o    x       1    1.1    \    I    d(a*r  +  2ab8  +  b^t)    dQ        ^ 
{a*u  +  2abv  +  b^w)  +     — ^-^^    ~  ^  ^'g^^^y 

/  «      I    o    1.        I    i.2-\    I    d(a^r  +  %ab8  +  bH)    dB        ^ 
(a^v  +  2abw  +  b^o)  +  -^-   ^  g^     ^        *  ä^  ~  ^• 

Addiert  man  endlich  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  mit  a  und  b  multipliziert  hat,  so  wird 

(7)  a»tt  +  3a*  6t;  +  Sab*i€  +  6*Ä  —  0. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  enthalten  nur  die  beiden  Funk- 
tionen a  und  b,  sie  sind  überdies  homogen  und  reichen  also 
zur  Elimination  derselben  aus.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

(8)  M  =  -— +|?1^, 

SO  folgt  aus  der  Gleichung  (6)  6  »» aM,  und  substituiert  man 
diesen  Wert  in  die  Gleichung  (7),  so  erhält  man 

(9)  u  +  SrM  +  3u?M»  +  äM»  —  0 

als   partielle    Differentialgleichung    dritter   Ordnung    für    alle 
Linienflächen. 
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Elftes  Kapitel. 
Über  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen. 

§  1.  Komplexe  Zahlen. 

856.  Definition  der  komplexen  Zckhl.  Wir  knüpfen  an 
die  Betrachtungen  an,  welche  wir  in  den  ersten  Paragraphen 
des  ersten  Kapitels  angestellt  haben.  Ist  f{e)  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  »y  so  stellt  die  algebraische  Gleichung 

(1)  AW-o 

die  Forderung  eine  Zahl  $  zu  finden,  welche  dieser  Gleichung 
genügt.  Dieses  Verlangen  ist  aber  nicht  immer  erfüllbar  im 
Bereiche  der  Zahlen,  die  wir  bisher  allein  betrachtet  haben 
und  die  wir  bereits  in  Nr.  3  als  reeUe  ZcMen  bezeichnet  haben. 
Man  weils  aber,  dafs  die  algebraische  Gleichung  (1)  immer 
Wurzeln  der  Form 

(2)  e^a  +  hi 

besitzt,  wo  a  und  h  gewöhnliche  reelle  Zahlen  sind  und  i  — 
wie  immer  im  Folgenden  —  die  imaginäre  Einheit  bedeutet^ 
d.  h.  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  aus  — 1: 

(3)  i  =  +  y^. 

Eine  Zahl  der  Form  (2)  heifst  eine  komplexe  Zahl,  Die 
Gesamtheit  aller  komplexen  Zahlen  entsteht,  wenn  wir  in  (2) 
a  und  b  alle  möglichen  reellen  Zahlwerte  annehmen  lassen. 
Sie  begreift  in  sich  die  reellen  Zahlen  selbst;  diese  entstehen, 
wenn  b  ^»0  ist,  und  die  sogenannten  rein  imaginären  Zahlen; 
diese  entstehen,  wenn  a  »>  0  ist,  und  sind  also  definiert  als 
das  Produkt  einer  reellen  Zahl  und  der  imaginären  Einheit. 
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Nachzutragen  ist  noch,  dafis  die  in  den  ersten  Nummern 
erwähnten  Rechnungsgesetze  sich  nnverandert  auf  die  Gröfsen 
der  Form  a  -|-  bi  übertragen,  eben  deshalb  nennt  man  auch  sie 
Zahlen.  Im  Besonderen  sei  der  Satz  erwähnt,  der  unmittelbar 
aus  der  Definition  von  i  folgt: 

Sat0.    Sind  a  und  b  reelle  Zahlen,  so  kann  die  Gleichung 

a  +  bi  —  0 

nur  dadurch  erfüllt  werden,  dafs  man 

a  =  0    und    6  —  0 
setzt. 

Hieraus  geht  hervor,  dais  die  reellen  und  imaginären 
Zahlen  nur  eine  Zahl,  die  Null,  gemein  haben. 

867.  Qeometrische  Dentnng  der  komplexen  ZahL  Erteilen 
wir  in  der  Gleichung 

(1)  0  =  >c  +  y» 

den  Variabelen  x  und  y  alle  möglichen  reellen  Werte,  so  erhält  z 
aUe  möglichen  komplexen  Werte  und  heifst  daher  die  komplexe 
Variabele  0.  Deuten  wir  x  und 
y  als  rechtwinklige  Koordinaten 
der  Punkte  einer  Ebene,  so  ent- 
spricht jeder  komplexen  Zahl  z 
ein  und  nur  ein  Punkt  dieser 
Ebene,  der  ebenfalls  durch  z  be- 
zeichnet werden  möge,  und  um- 
gekehrt entspricht  jedem  Punkte 
z  der  Ebene  eine  und  nur  eine 
komplexe  Z&hl  z.  JnEofern  die 
Punkte  einer  Ebene  dieser  Deu- 
tung unterworfen  werden,  heifst 
die  Ebene  die  Ebene  der  kom- 
plexen Variabelen  z. 

Ersetzen  wir  y  durch  —  y,  so  wird  aus  z  eine  neue 
komplexe  Zahl: 

(2)  z  =  x  —  yi, 

welche  die  zu  z  konjugierte  Zahl  heilst.  Ihr  Bildpunkt  z  in 
der  Ebene  der  komplexen  Variabelen  z  ist  das  Spiegelbild 
des  Punktes  z  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe. 


Kg 
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Führen  wir   in  der  Ebene  der  komplexen  Variabelen  z 
Polarkoordinaten  ein^  so  wird: 

(3)  2:  s»  p  cosdy    y  ^=^  9  sin 09^ 
und  also: 

(4)  ;?  =  (>•  (cos  (0  +  i  sin  co). 


Q  ist  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  }/a:*  +  y*  und  be- 
deutet geometrisch  die  Entfernung  des  Punktes  »  vom  Eoordi- 
natenanfange  0;  man  nennt  diese  Zahl  den  absoluten  Betrag 
(früher  auch  Modul)  der  komplexen  Zahl  z  und  bezeichnet  ihn 
wie  bei  den  reellen  Zahlen.    Man  schreibt  also: 


Ist  z  reell,  also  y  ""  0,  so  wird 

also  dasselbe,  was  wir  in  Nr.  4  als  absoluten  Betrag  der  reellen 
Zahl  X  kennen  gelernt  haben.  Der  Winkel  o,  gemessen  zwischen 
0  und  29r,  heilst  das  ArgyMMfnJt  der  komplexen  Zahl  ». 

Stellt  man  eine  komplexe  Zahl  in  der  Form  (1)  dar,  so 
sieht  man: 

Zw^  komplexe  Zahlen  sind  dann  und  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  der  reelle  Teil  der  einen  gleich  ist  dem  reellen  Teile 
der  anderen  Zahl,  und  wenn  auch  der  imaginäre  Teü  der  einen 
gleich  ist  dem  imaginären  Teile  der  anderen  Zahl 

Stellt  man  ds^egen  eine  komplexe  Zahl  in  der  Form  (4) 
dar,  so  erkennt  man: 

Zwei  komplexe  Zahlen  sind  dann  und  nur  dann  eiiumder 
gleich,  wenn  der  absoltUe  Betrag  der  einen  Zahl  gleich  dem  der 
anderen  ist,  und  wenn  auch  das  Argument  der  einen  Zahl  gleidi 
dem  der  anderen  ist» 

Geometrisch  entsprechen  zwei  gleichen  komplexen  Zahlen 
zwei  zusammenfallende  Punkte  und  umgekehrt. 

858.  Geometrische  Deutung  der  Addition  und  Sub- 
traktion. Addition  und  Subtraktion  komplexer  Zahlen  lassen 
sich  geometrisch  einfach  genug  deuten. 

Gesetzt,  man  habe  (Fig.  74)  die  Punkte  ^  und  c^  markiert, 
welche  zwei  gegebenen  komplexen  Zahlen  c^  und  c^  entsprecheiL 


* 

^ 
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Wie  findet  man  durch  geometrische  Konstruktion  den  Punkt 
c^+c^j  welcher  der  Summe  der  beiden  Zahlen  c^  und  c^  ent- 
spricht? 

Wir  verbinden  einen  der  Punkte  c^  und  c^,  etwa  c^,  mü  dem 
Koardinaknanfange  0  durch  die  Stredce  Oc^.  Ziehen  wir  nun 
durch  den  anderen  Punkt  q  eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet 
mit  Oc^,  80  ist  der  Endpunkt  c^  dieser  Strecke  der  geeudUe 
Punkt  C|  +  €^. 

Zum  Beweise  setzen  wir: 

dann  sind  (a^,  b^)  und  (o,,  &,)  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
der  Punkte  C|  und  c^.  Fällen  wir  nun  von  c,,  c^  und  Cg  Lote 
auf  die   ^-Axe    und    ziehen  p.    ^^ 

durch  C|  eine   Parallele  zur  y 

X'AiLe,  bis  sie  das  Lot^  wel- 
ches von  Cg  auf  die  x-Axe 
gefallt    war^    schneidet ,    so 

entsteht    ein    rechtwinkliges 

Dreieck,  dessen  Hypothenuse 
CiCg  die  Länge  Oc^  hat  und 
dessen  durch  c^  gehende  Ka- 
thete mit  CiCg  denselben  Win- 
kel^ bildet,  wie  die  Strecke 
Oa^  ^^^  ^^8*  D^  Dreieck  ist  also  kongruent  dem  recht- 
winkligen Dreieck  Oa^c^]  folglich  haben  seine  Katheten  die 
Längen  a,  und  b^,  und  mithin  sind  a^  +  a^  und  b^  -|-  b^  die 
Koordinaten  des  Punktes  c^.  Also  ist  die  durch  ihn  repräsen- 
tierte Zahl: 

Cj  =  («1  +  a«)  +  (6i  +  6|)  •  *  —  <^i  +  Cg, 
wie  behauptet  war. 

Aus  der  Gleichung 

(1)  ^»«-Cl  +  Cg 
folgt  umgekehrt: 

(2)  .€?!  — Cs  — c^. 

Mithin  ergiebt  sich  folgende  geometrische  Konstruktion  der 
Differenz  zweier  komplexer  Zahlen: 
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Sind  Cj  und  c,  zwei  gegebene  Zahlen  und  ^  nnd  c^ 
(Fig.  74)  die  sie  repräsentierenden  Punkte,  so  ziehe  man  Oc^ 
und  durch  Cg  eine  Strecke  CgCj  gleich  c^O  und  gleichgerichtet 
mit  c^O.  Der  Endpunkt  c^  dieser  Strecke  repräsentiert  dann 
die  Zahl  c,  —  c,. 

In  dem  Vierecke  OciC^c^  sind  die  Strecken  Oc^  und  (^iC^ 
gleich  und  parallel;  es  ist  also  ein  Parallelogramm.  Durch 
diese  Bemerkung  gewinnen  wir  eine  einfache  analytische  Dar- 
stellung der  Entfernung  zweier  Punkte  (^  und  c^.    Es  ist 

und  nach  Nr.  357  wird  die  Entfernung  Oc^  eines  Punktes  q 
vom  Koordinatenanfange  0  durch  den  absoluten  Betrag  der 
komplexen  Zahl  c,  gemessen.    Es  ist  also: 


Nach  (2)  ist  aber: 
Also  erhalten  wir: 


CjCj 


^<™8  — ks-^^l;    <J-h.: 

Die  Entfernung  ztoeier  Funkte  ist  gleich  dem  absoluten 
Setrage  der  Differenz  der  durch  die  Punkte  repräsentierten  kom- 
plexen Zahlen. 

Die  geometrische  Konstruktion  fOr  die  Summe  zweier 
Zahlen  läfst  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Summanden 
ausdehnen.     Sind 

^1}  ^29  ^8  •  •  •  ^« 

eine  Anzahl  komplexer  Zahlen  und  sind  die  sie  repräsen- 
tierenden Punkte  ebenso  bezeichnet,  so  findet  man  den  Punkt 
Ci  +  Cg  4-  •  •  •  Cn  durch  wiederholte  Anwendung  [der  oben  für 
den  Fall  n  =  2  gegebenen  Regel: 

Man  verbinde  (Fig.  75) c^,c^,,..Cn  mit  0,  ziehe  durch  c^  eine 
Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  Ocg.  Ihr  Endpunkt  istc^-l-c^. 
Durch  ihn  ziehe  man  eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  mit 
IqT,  .  . .;  schliefslich  ziehe  man  durch  Ci  +  c,  +  •  •  •  +  ^«— i 
eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  mit  Ocn*  Ihr  End- 
punkt ist  der  gesuchte  Punkt  c^  +  ^a  +  * "  ■  +  <^- 


über  Funktionen  einer  komplexen  Yariabelen. 


489 


In  Fig.  75  ist  diese  Konstruktion   für   den  Fall  n  =  4 
durchgefülirt.     Man    T?ird    bemerken,    dafs    die    Summe    der 


Langen  der  Strecken^  die  wir  bei  unserer  Konstruktion  durch- 
laufen mufsten,  um  von  0  über  c^,  Cj  +  ^>  ^i  +  ^  +  ^^s?  •  •  • 

nach  Cj  +  Cg  + h  ^»  zu  gelangen,  gleich  ist 

\c^\  +  \e,\■^-\c,\  +  '^•  +  \e,\. 
Dieser  Ausdruck   stellt  also  den  Weg   dar,   der  uns   von  0 
nach    Ci  +  ^  +  •  •  •  +  ^   geführt   hat.    Der   kürzeste   Weg 
zwischen  0  und  c^  +  Cj  +  *  •  •  +  ^n  ist  natürlich  die  Gerade 
0^  Ci  +  (?2  +  •  •  •  +  c«,  deren  Länge  durch 

K  +  Ca  H 1-  c«  I 

gegeben  wird.     Wir  haben  also: 

|Ci  +  ^2  +  ---  +  ^n|^iq|  +  ic,|  +  ...+  ic«|. 
Also  gilt  auch  für  komplexe  Zahlen  der  überaus  wichtige 

Sat/g.  Der  absolute  Betrag  einer  Summe  von  einer  end- 
lichen Beihe  von  Zahlen  ist  nicht  gröfser  als  die  Summe  ihrer 
absoluten  Beträge. 

Für  reelle  Zahlen  haben  wir  den  Satz  schon  in  Nr.  4 
kennen  gelernt. 


490  Elftes  Kapitel 

859.  Bndliolier  GreiUBwert  einer  unendlichen  Beihe  von 
Zahlen.    An  die  Spitze  dieser  Nummer  stellen  wir  die  folgende 

Definition.  Es  sei  eine  unendliche  Beihe  komplexer  Zahlen 
gegeben: 

O,  ,    €/|,     ...  1/,,     ... 

von  folgender  Eigenschaft: 

Ist  6  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  reelle  positive  Zahlj 
so  kann  man  immer  eine  ganee  positive  Zahl  n  finden,  so  dafs 

\Cn'  —C\<6 

wird  für  jede  gange  positive  Zahl  n\  die  n  übersteigt, 

Ist  diese  Forderung  erfiUU,  so  sagen  wir,  die  Beihe  der  e» 
hat  für  n  —  oo  den  Grenewert  c  und  schreiben: 

lim  Cj^  =  c. 

Wir  wollen  nun  diese  Definition  einer  kurzen  Diskussion 
unterwerfen.  Zunächst  wollen  wir  den  besonderen  Fall  be- 
trachten, dalSs  alle  c  reell  sind,  c«  wird  dann  eine  Funktion 
von  n,  und  in  Nr.  17  haben  wir  definiert ,  was  es  heifst,  die 
Funktion  f(x)  der  reellen  Veränderlichen  x  hat  für  a;  =  c» 
den  Grenzwert  Ä,  Schreibt  man  in  der  dortigen  Definition 
Cn  fClr  f{x),  und  c  für  A,  so  entsteht  genau  imsere  jetzige 
Definition;  es  besteht  nur  der  Unterschied,  dafs  unsere  Vaiia- 
bele  n  hier  auf  ganze  positive  Zahlen  beschränkt  ist,  wahrend 
in  Nr.  17  die  Veränderliche  x  für  hinreichend  grofse  x  aUe 
reellen  Werte  wachsend  durchlaufen  sollte.  Abgesehen  hiervon 
können  wir  sagen: 

Die  hier  für  komplexe  Zahlen  gegebene  Definition  eines  Grenz- 
wertes  stimmt  formal  mit  der  in  Nr.  17  für  reelle  Zahlen  ge- 
gebenen vollständig  uberein. 

Jetzt  wollen  wir  mit  unserer  Definition  auch  eine  bestimmte 
Anschauung  zu  verbinden  suchen.    In^'der  Ebene  der  komplexen 

Variabelen  e  denken  wir  uns  die  Punkte  c,  c,,  c^,  - . .  c«, 

alle  markiert  (F^.  76).  Ist  z  irgend  ein  Punkt  der  Ebene, 
so  ist  nach  Nr.  358  sein  Abstand  vom  Punkte  c  durch  den 

Ausdruck  ,  , 

\z  —  c\ 

gegeben.    Die  Gleichung 

\z  —  cl  =  <y 
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^^     ^^\ 

V 

\ 

•",+/ 

) 

1 

V                                                            J 

liefert  uns  also  alle  Punkte^  deren  Abstand  von  e  gleich  ff  ist; 
d.  h.  sie  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpankt  c 
und  dessen  Radius  6  ist.  Die  Un- 
gleichheit 

\z  —  c\>a 

liefert  uns  alle  Punkte  im  Äufseren, 
die  Ungleichheit 

\g  —  c[<ö 
alle  Punkte  im  Inneren  dieses  Kreises. 
Soll  also  die  Reihe  der  Zahlen 

^i>  ^1  •  •  •  ^>  •  •  • 
den  Grenzwert  c  ftir  n  «■  oo  besitzen,  so  heifst  dies,  dab,  von 
einem  bestimmten  n  an,  alle  Punkte 

im  Inneren  eines  Kreises  liegen,  der  um  c  mit  dem  Radius  6 
beschrieben  ist.  Da  dies  gelten  soll,  wie  klein  man  auch  den 
Radius  6  des  Kreises  wählt,  so  folgt,  dafs  in  noch  so  grofser 
Nähe  von  c  immer  noch  unendlich  viele  Punkte  unserer  Zahlen- 
reihe liegen  und  die  Stelle  c  heilst  deshalb  eine  Häufungsstelle 
fQr  die  Punkte  der  Zahlenreihe  c^,  c,,  ... 

Im  Anschlüsse  an  diese  Betrachtung  können  wir  sofort 
einen  wichtigen  Satz  ableiten.     Er  lautet: 

Satz.    Damit  die  komplexen  Zahlen 

(1)  Cn'^an+Ki 
für  n  =  cx>  den  Grenzwert 

(2)  c^a  +  hi 

besitzen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  reelle  Teil  an 
von  Cn  zum  Grenzwert  den  reellen  Teil  a  von  e,  und  dafs  der 
imaginäre  Teil  bni  von  Cn  0um  Grenzwert  den  imaginären  Teil  bi 
von  c  hat;  in  Zeichen:    Wenn 

(3)  \im{an+bni)  —  a  +  bi 

na.  OD 

ist,  so  ist  auch 

(4)  lim  an^^  a    und    lim  &«»»&; 

und  umgekehrt,  bestehen  die  Gleichungen  (4),  so  folgt  aus  ihnen  (3). 
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1.  Wir  beweisen  zunächst ,  dafs  aus  der  Gleichung  (3) 
die  beiden  Gleichungen  (4)  folgen,  nachher  das  Umgekehrte. 
Es  sei  also: 

lim  Cn  =  C] 
n=»ao 

dann  kann  man,  wenn  6  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene 
positive  Zahl  ist,  immer  ein  n  finden,  so  dafs  alle  Funkte 

C„-f.i,    ^„  +  2,    .  .  . 

im  Inneren  des  Kreises  um  c  mit  dem  Radius  ö  liegen.  Wir 
beschreiben  jetzt  um  diesen  Kreis  ein  Quadrat,  dessen  Seiten- 
strecken der  X'  und  der  y-Ane  parallel  sind  (Fig.  76);  sie 
haben  die  Länge  26.  Dann  liegen  Cn^i,  ^+>7  •  -  *  auch  im  In- 
neren dieses  Quadrates.  Sind  nun  (^n-f  i,  ^»+1);  (fln+t,  K^%),  •  •  • 
die  Koordinaten  der  Punkte  c»-f  1,  On+2;  ...  so  wird: 

Die  Projektionen  der  Strecke  cCn^i  auf  die  Koordinaten- 
axen  sind: 

a  —  ün+if     h  —  6«+i. 

Sie  sind,  da  Cn^i  in  dem  Quadrat  mit  der  Seite  26  liegt,  beide 
absolut  kleiner  als  6: 

lön+i  — a|  <<y,    |6,+i  — 6|  <6. 

Diese  Ungleichheiten  bleiben  für  jedes  grofsere  n  eben- 
falls bestehen.    Es  ist  also,  wenn  6  irgend  eine  positive  Zahl, 

\an'—a\<ö 
für  jedes  n  >  n  und  ebenso: 

I  6n' h\  <6. 

Also  folgt: 

(4)  lim  On  =  a,     lim  6„  ^  6. 

2.  Ist  nun  zweitens  vorausgesetzt,  dafs  die  Gleichungen  (4) 
bestehen,  so  folgt  aus  ihnen  rückwärts  (3).  Wir  können,  unter  r 
eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebeue  positive  Zahl  verstanden, 
die  Gleichungen  (4)  durch  die  Ungleichheiten  ersetzen: 

I  «»'  —  ö  I  <  r,     I  6,'  —  J  !  <  r, 
welche  für  jedes  n'>  n  bestehen  müssen.    Es  liegen  also  die 
Punkte  Ci»4.i,  Cn^i, .  • .  alle  im  Inneren  eines  Quadrates  (Fig.  76), 
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dessen  Mittelpunkt  c  ist  und  dessen  Seiten  den  Axen  parallel 
und  von  der  Länge  2  t  sind.  Beschreiben  wir  nm  dieses 
Quadrat  einen  Kreis,  so  ist  dessen  Radius 

<y  —  r  .  }/2. 

In  seinem  Innern  liegen  alle  Punkte  Cn^i,  On+s,  . . .,  es  wird 
auch 

\Cn'—C\<Ö 

für  jedes  n^  das  gröfser  als  n  ist.  Da  aber  gleichzeitig  mit  r 
auch  6  beliebig  vorgeschrieben  werden  kann,  so  folgt: 

(3)  lim  c»  =  c, 

wie  behauptet  war. 

880.  Die  Stelle  jer «  <x>.  Während  man  bei  den  reellen 
Zahlen  zwei  verschiedene  Arten  des  IJnendlichwerdens  unter- 
scheidet, nämlich  +  c»  und  —  oo,  führt  man  bei  den  kom- 
plexen Zahlen  nur  einen  unendlich  grofsen  Grenzwert  ein. 
Man  sagt: 

Definition,  Ist  eine  unendUche  Beihe  komplexer  Zahlen 
gegeben 

van  der  Eigenschaft,  dafs 

lim  —  —  0 

istj  SO  sagt  man,  dafs  der  Grenzwert  von  Cn  für  n  =  oo  un- 
endlich grofs  ist  und  schreibt: 


Ist 
so  wird 

und  also 
Mithin  wird: 


lim  Cn  =  oo. 


Cn  =  ^n(C0S  ©n  +  »  sin  Co«), 

1  1    .  •     •  \ 

—  =  —  (cos  O,  —  ?  Sm  (On), 


lim  -  =  0. 
r 


lim  r«  =  oo. 
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Denkt  man  sich  also  die  zu  c^,  c^,  ...  gehörigen  Bildpnnkte 
konstruiert;  so  wachsen  deren  Abstände  vom  Koordinaten- 
anfange 


von  einer  bestimmten  Stelle  an  über  jedes  Mafs:  die  Punkte  e 
entfernen  sich  immer  weiter  von  0.  Aber  man  sagt,  dafs  sie 
immer  derselben  Stelle  oo  zustrebeD^  in  welcher  Weise  sie  sich 
auch  von  0  entfernen  mögen. 

Die  letzte  Bemerkung  soll  noch  etwas  erläutert  werden. 


Pig 

77. 

OD 

2/ 

f_ 

"v" 

'^ 

00 

CX)< — 1 

\ 

\  l 

/ 

\. 

•    ->oo 

/     / 

KV 

oo           ^--^ 

/ 

-^ 

/         / 

^ 

oo 


Setzen  wir  etwa 


und  nehmen  für 


r„  (cos  (D  +  i  sin  cd) 


^l>    't7 


irgend  eine  bis  ins  Unendliche  wachsende  Reihe  positiver 
Zahlen,  während  wir  (o  einen  festen  Wert  erteilen,  so  werden 
die  Bildpunkte  auf  einer  Geraden  ins  Unendliche  rücken  (in 
Fig.  77  die  punktierte  Gerade,  die  mit  der  x-Axe  den  Winkel  m 
bildet,  und  die  wir  kurz  die  Gerade  o  nennen  wollen).  Welchen 
Wert  nun  auch  o  haben  mag,  deutet  man  die  Ebene  als  Ebene 
der   komplexen  Yariabelen   ^,    so   werden   auf  jeder   solchen 
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Geraden  die  Punkte  c»  nach  demselben  Punkte  oo  zustreben. 
In  der  Figur  ist  dies  fQr  die  Fälle: 

erläutert. 

Alle  Strahlen  durch  0  vereinigen  sich  nach  dieser  An- 
schauung in  demselben  Punkte  <x>,  die  Ebene  erscheint  somit 
als  eine  Kugel  Yon  unendlich  grolsem  Radius.  Ein  Pol  von 
ihr  ist  der  Nullpunkt;  die  durch  ihn  gehenden  Meridiane,  das 
sind  die  Strahlen  durch  0,  vereinigen  sich  schlieüslich  in  dem 
Gegenpole  von  0,  dem  Punkte  oo.  Es  ist  unnötig  hinzuzu- 
fQgen,  dals  die  Unterscheidung  gweier  Punkte  -)-  oo  und  —  oo 
auf  der  reellen  a:-Axe,  welche  wir  bei  den  reellen  Veränder- 
lichen einführten,  hier  fortfallt;  beide  vereinen  sich  ebenfalls 
im  Punkte  oo  und  sie  sind  ebensowenig  verschieden  wie  -|~  ^ 
und  —  0. 

§  2.  ünendliclie  Reihen  mit  komplexen  Gliedern. 
861.    Beihen  mit  konstanten  Gliedern. 
Definition.    Eine  Beihe 

(1)  «*o  +  Wi  +  «2  H > 

deren  Glieder  u^;  Ui^  . . .  komplexe  Zählen  sind,  heifst  "konvergent y 
wenn  die  Beihe  der  Zahlen 

Si  —  «*o»      ^2  —  «0  +  «i;      ^8  =  Wo  +  «1  +  U^,   "  •, 

5^»  -»  «0  +  «1  -I h  <*»-i>  •  •  • 

für  n  -BS  oo  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat: 

lim  Sn  =  S, 

S  heifst  die  Summe  der  Beihe  (1)  und  man  schreibt: 

S=Uq  +  Ui  +  u^-] 

Eine  Beihe^  die  nicht  konvergiert,  heifst  divergent 

Man  sieht^  dafs  die  Definition  der  Konvergenz  formal 
genau  übereinstimmt  mit  der  in  Nr.  99  für  reelle  Reihen 
gegebenen  Definition.  Überhaupt  stimmen  die  im  1.  Kapitel 
benutzten  Definitionen  des  Limes  und  der  Satz  von  den  ab- 
soluten Beträgen  (Nr.  4),  endlich  auch  die  Rechnungsgesetze 
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für  die  reellen  Zahlen  mit  den  für  die  komplexen  geltenden 
formal  vollständig  überein. 

Anf  diesen  Thatsachen  allein  fufst  aber  der  §  1  des 
5.  Kapitels.     Wir  schliefsen  daraus: 

Die  allgemeinen  Sätze  des  ersten  Paragraphen  von  Kapitel  3 
gelten  auch  für  Heiken  mit  komplexen  Gliedern. 

Im  Besonderen  wollen  wir  auch  hier  die  Definition  bei- 
behalten: 

Definition.  Eine  Beihe  heifst  unbedingt  konvergent,  wenn 
die  Beihe  ihrer  absoluten  Beträge  konvergiert. 

Von  einer  unbedingt  konvergenten  Reihe  wissen  wir  dann 
nach  Nr.  109  ^  dafs  ihr  Wert  unabhängig  ist  von  der  Anord- 
nung ihrer  Glieder.  Wir  rekapitulieren  femer  aus  Nr.  103 
den  Satz: 

Säte.     Die  Beihe 

Wo  +  «1  H 

konvergiert  unbedingt,  wenn 

lim    !*!?±i 

einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat,  der  kleiner  als  1  ist; 
dagegen  ist  sie  divergent,  wenn  jener  Grenzwert  >  1  ist. 

d62.  Potenzreihen.  Haben  wir  eine  Reihe,  fortschreitend 
nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  z  —  z^i 

<?o  +  ^  •  (^  —  O  +  c»  •  (^  —  O*  H y 


bei  welcher  der  Limes  von 


"-n  +  l 


einen  bestimmten  endlichen 


Grenzwert  hat,  dessen  Betrag  —  ist: 


lim 


^«+1 


so  folgt  aus  dem  letzten  Satze,  da 


%+i 


^«+1 


(^-^o)    — 


hf  — ifö 


wird,  dafs  die  Potenzreihe  unbedingt  konvergiert  für  alle  z^ 
die  der  Bedingung  genügen: 

k  —  ^0  ,  <  ^- 
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Sie  ist  dagegen  divergent  fdr  alle  b,  die  der  Bedingung 
I J»  —  J^o  I  >  ♦• 
genügen.    Unsere  Potenzreihe  konvergiert  daher  (vgl.  Nr.  361) 
unbedingt  für  alle  Werte  Zj  die  im  Inneren  eines  um  z^  mit 
dem  Radius  r  konstruierten  Kreises  j^  ^^ 

liegen;  sie  divergiert  dagegen  für  alle 
Werte  z  auTserhalb  dieses  Kreises. 
Der  fragliche  Ejreis  heilst  daher  der 
Kanvergenzhreis  unserer  Potenzreihe. 

Mit  diesem  Resultate  können 
vmr  uns  aber  für  das  Folgende  nicht 
begnügen.  Da  die  Potenzreihen  die 
Grundlage  für  die  Betrachtungen 
dieses  Kapitels  abgeben  sollen,  so  ist 
es  vielmehr  notig  uns  noch  genauere 
Kenntnisse  über  das  Verhalten  unserer  Potenzreihe  innerhalb 
und  auTserhalb  ihres  Konvergenzkreises  zu  machen. 

868.  Gleiohmäfsige  KonYergeiiB.   Wir  wollen  von  unserer 
Potenzreihe  den  Rest  abtrennen  und  sie  schreiben: 

^0  +  ^  (^  —  ^o)  H h  ^«-iC^  —  ^o)^~^  +  -B»; 

dann  bedeutet 

Bn  =  c«(ä  -  z^y  +  Cn+i{z  —  ifor+'  -I 

eine  unendliche  Reihe,  deren  Wert  von  dem  der  komplexen 
Variabelen  z,  sowie  dem  der  ganzen  positiven  Zahl  n  abhängt. 
Da  nun   unsere  Reihe   konvergiert,   sobald  \z  —  Zq\  <r  ist, 

«^'«*  limB.-0 

n=oo 

für  jedes  z  im  Inneren  des  Konvergenzkreises.  Erteilen  wir 
also  z  einen  festen  Wert,  der  im  Inneren  des  Konvergenz- 
kreises sich  befindet,  imd  schreiben  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Zahl  6  vor,   so  kann  man   immer   eine  Zahl   n   finden, 

wird  für  jedes  ganze  positive  n\  das  n  übersteigt.  Man 
kann  n  immer  so  gewählt  denken,  dafs  für  n  ^^n  die  letzte 
Ungleichheit  noch  nicht  gilt,  sondern  erst  von  n'  =»  n  +  1  an. 

Serret,  Diir.- n.  Integral-Beohnung.   I.    8.  Aufl.  82 
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Der  zu  findende  Wert  n  wird  sich  im  Allgemeinen  ändern 
wenn  die  Stelle  Zy  die  man  betrachtet,  eine  andere  ist.  Lälst 
man  also  6  immer  fest,  während  e  nach  nnd  nach  in  jede 
Stelle  des  Eonvergenzkreises  rückt,  so  wird  man  den  unend- 
lich vielen  Lagen  von  0  entsprechend  unendlich  viele  ganze 
positive  Zahlen  n  finden.  Um  dies  recht  anschaulich  zu  haben, 
denke  man  sich  geradezu  in  jeder  Stelle  z  des  Ereisinneren 
ein  Lot  auf  der  j?- Ebene  von  der  Gröfse  des  zugehörigen  n 
errichtet. 

Jetzt  sind  zwei  Möglichkeiten  denkbar: 

1)  Unter  den  unendlich  vielen  Werten  n  giebt  es  einen 
gröfsten  Wert.  In  diesem  Falle  kann  man  ein  n  finden,  so 
dafs  für  alle  z  im  Lmeren  des  Kreises  gleichmäüsig 

wird,  sobald  n  >n  ist. 

2)  Wie  grofs  man  auch  eine  ganze  positive  Zahl  N 
wählen  mag,  es  giebt  immer  noch  Werte  n,  welche  sie  über- 
steigen. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun,  dafs  bei  allgemeinen  konver- 
genten Reihen  mit  variabelen  Gliedern  thatsächlich  beide 
Möglichkeiten  vorkommen.  Man  hat  daher  zwei  Arten  der 
Konvergenz  zu  unterscheiden,  Reihen  der  ersten  Art  nennt 
man  gleichmäfsig  konvergent,  Reihen  der  zweiten  Art  ungleich- 
mäfsig  Jconvergent  Die  Reihen  der  ersten  Art  lassen  sich 
analytisch  sehr  bequem  behandeln,  während  die  der  zweiten 
Art  grofce  Vorsicht  bei  ihrer  Anwendung  erfordern.  Es  ist 
deshalb  eine  aufserordentlich  wichtige  Thatsache,  daXis  in 
unserem  Falle,  wo  wir  es  mit  einer  Potenzreihe  zu  thun  haben, 
im  Inneren  des  Kreises  immer  gleichmälsige  Konvergenz  vor- 
handen ist.     Es  gilt  der 

Satz.    In  der  Beihe 

Co  +  c,'{z  —  0;)  +  c^'(z  —  z^y  +  •" 


habe 


^n+l 


für  n  =  00  einen  bestimmten  endlichen  Grenzioert  - 


lim 

w=oo 


«.+1 


r 


und  es  sei  r^  irgend  eine  positive  Zahl  Meiner  als  r;  alsdann 
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konvergiert  die  Beihe  unbedingt  und  gleichmäfsig  für  aUe  Werte  e^ 
die  der  Bedingung 

genügen. 

Es  sei  nämlich  (Fig.  79)  z 
irgend  eine  Stelle,  fQr  welche 

I  ^  -  ^0  I  =  ^2 

ist^  d.  h.  die  anf  der  Peripherie 
des  Kreises  liegt ,  der  um  0^ 
mit  dem  Radius  r,  beschrieben 
ist,  nnd  es  sei  r,  <  r. 

Dann  konvergiert  unsere 
Potenzreihe  an  dieser  Stelle; 
mithin  ist  (Nr.  101)  dort: 

lim  I  c^{e  —  ifo)«  I  —  lim  I  c^r,"  |  —  0. 


n— 0© 


Ist  also  s  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive  Zahl, 
so  kann  man  immer  ein  N  finden,  so  dafs 

wird  fQr  jedes  positive  n,  das  N  übersteigt. 
Betrachten  wir  andrerseits  die  Terme: 


«1^2  1,      \<^t^t 


Cf,r, 


t'%   \}' 


c.vV 


Da  ihre  Zahl  begrenzt  ist,  können  wir  die  grofste  Zahl  unter 
ihnen  aussuchen;  sie  sei  tj  und  schliefslich  sei  M  wieder  die 
gröfsere  der  beiden  Zahlen  c  und  17.     Dann  ist  für  alle  n: 

Unser  Rest  Rn  wird  nun: 
und  daher 

Ist  nun  a  irgend  ein  Punkt  im  Inneren  des  Kreises  mit  dem 
Radius  r,,  so  sei: 

32* 
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Dann  ist: 

r,  =    ' 

und  fttr  jedes  z,  das  im  Innern  oder  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r^  liegt: 

iinfoj  <^  ü  <-  1 

Mithin  wird 

für  jedes  i9,  das  auf  der  Peripherie  oder  im  Inneren  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r^  liegt. 

Ist  nun  6  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive 
Zahl,  so  bestimme  man  n  so,  dafs 

wird.  Dies  geht,  da  --  ein  echter  Bruch  ist.  Alsdann  wird 
fOr  dieses  n  und  alle  folgenden  immer 

WO  auch  der  Punkt  e  in  oder  auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r^ 
liegen  mag. 

r^  ist  nun  der  Bedii^ung  unterworfen,  dafs  es  kleiner  als 
r,  ist,  wo  r^  seinerseits  nur  dadurch  beschränkt  ist,  dais  es 
kleiner  als  r  ist.  Mithin  ist  r^  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, dalis  es  kleiner  als  r  ist;  denn  zwischen  einer  solchen 
Zahl  r^  und  r  kann  man  immer  eine  Zahl  r^  einschieben, 
so  dafs 

ri<U<r 

wird.     Hierdurch  ist  unser  Satz  erwiesen. 

SM.  GleiohmlDrige  Konvergens  für  Beihen  mit  reellen 
Gliedern  und  für  Potensreihen  von  mehreren  Verttnderliclien. 

Man  wird  bemerken,  dafs  der  Begriff  der  gleichmäCsigen  Kon- 
vergenz sich  tinmittelbar  auch  auf  Reihen  mit  reellen  Gliedern 
überträgt. 
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Definition.    Die  reelle  Potenereihe 

«0  +  «1  (*  —  ^o)  H h  ö»- 1  (^  —  ^o)'"*  +  ^ 

heifst  gleichmäfsig  konvergent  für  alle  reellen  x,  die  der  Bedingung 
I  35  —  a?o  I  <  r  genügen,  wenn  0u  einer  (beliebig  Mein)  vor- 
geschriebenen positiven  Zahl  ö  nuin  immer  ein  n  finden  kann, 
so  dafs 

\Rn'\<^ 

wird  für  jedes  n'>n  und  für  alle  reellen  x,  die  der  Bedingung 

I  ^  —  ^0  I  <  ^  g^Mig^- 

Da  die  formale  Definition  nngeändert  bleibt^  so  gilt  auch 
der  in  der  vorigen  Nummer  gefolgerte  Satz  wörtlich  ebenso 
f&r  eine  reelle  Potenzreihe  und  eine  reelle  Yariabele  0. 

Natürlich  kann  man  den  Begriff  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz f&r  irgend  welche  Reihen  aufstellen;  deren  Glieder 
variabel  sind,  im  Besonderen  wird  man  fQr  Potenzreihen  mit 
mehr  Veränderlichen  definieren: 

Definition.    Die  Potenereihe 

»00  +  [«io(^  —  ^0)  +  öoi(»  —  »0)]  H 

+  [a«-i,o(a:  -  x,y-^  +  •  •  •  +  ao,,-i(y  —  y^Y^']  +  Bn 

heifst  gleichmäfsig  konvergent  für  alle  x,  y  eines  bestimmten 
Variabilitätsbereiches  Vi,  wenn  m  einer  (beliebig  klein)  vor- 
geschriebenen positiven  Zahl  6  immer  ein  n  gefunden  werden 
kann,  so  dafs 

\Rn'\<<f 

wird  für  jedes  ganze  positive  n'>n  und  fü/r  alle  Werte  x,  y  des 
Variabilitätsbereiches  SJ. 

Zu  dieser  Definition  ist  zweierlei  zu  bemerken: 

1.  Lediglich  der  Übersichtlichkeit  halber  ist  nur  von 
zwei  Veränderlichen  x,  y  gesprochen;  es  ist  einleuchtend  wie 
die  Definition  für  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  lautet. 

2.  Die  Definition  behält  ihre  GtQtigkeit;  mi^  man  von 
reellen  Potenzreihen  der  reellen  Veränderlichen  x,  y  oder  von 
komplexen  Potenzreihen  der  komplexen  Veränderlichen  x,  y 
reden. 
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§  3.  Funktionell  einer  komplexen  Yeränderlichen« 
866.    Gkmse  rationale  Funktionen.     Setzt  man 
0  —  x  +  yi,    ^o  =  ^o  +  yo^ 
so  wird  die  >»*•  Potenz  von  e  —  g^^ 

(1)  (.er  -  e^Y  ^  [{x  -  x^)  +  (j/ -  y^)i]-^, 

wenn  m  eine  ganzejpositive  Zahl  ist,  ebenfalls  eine  komplexe 
Zahl,  d.  h.  von  der  Form: 

(2)  {z  —  0o)"*  —  M  4-  vi  =  IV, 

wo  u  und  V  reelle  Veränderliche  sind,  die  Funktionen  der 
reellen  Veränderlichen  x  und  y  sind.  In  der  That  kann  man 
die  rechte  Seite  in  (1)  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 
endliche  Zahl  von  Summanden  zerlegen,  die  abwechselnd  reell 
und  rein  imaginär  sind. 

Ist  also  z  eine  komplexe  Veränderliche,  m  eine  ganze 
positive  Zahl  und  z^  irgend  eine,  komplexe  Eonstante,  so 
wird  auch 

(3)  w;  «.  (0  -  z^Y 

eine  komplexe  Veränderliche,  und  jeder  Stelle  z  in  der  Ebene 
der  komplexen  Variabelen  z  entspricht  eine  und  nur  eine 
Stelle  U)y  die  man  als  Punkt  in  einer  neuen  Ebene,  der  Ebene 
der  komplexen  Variabelen  w,  deuten  kann.  Man  sagt  daher 
{z  —  z^^  ist  eine  Funktion  der  komplexen  Variabelen  z  und 
spricht  von  einer  Abbildung  der  z- Ebene  auf  die  w- Ebene, 
welche  durch  die  Gleichung  (3)  hervorgerufen  wird. 

Multipliziert  man  {z  —  j?^)"*  mit  irgend  einer  komplexen 
Eonstanten  c^f  so  wird  das  Produkt  wieder  eine  komplexe 
Variabele: 

tc;  =  u  +  »i  =  Cm  •  (^  —  ^o)"*- 

Addiert  man  eine  endliche  Anzahl  solcher  Glieder  und  ver- 
mehrt die  Summe  um  irgend  eine  Eonstante  Cq,  so  entsteht 
ein  Ausdruck  von  der  Form*. 

(4)  w'  —  Co  +  Ci  (ä^  —  ^o)  H Cm(i»  —  ZqY. 

w  wird  wieder  eine  komplexe  Variabele;  d.  h.  von  der  Form 

fi;  =  U  +  Vij 
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wo  u  und  V  reelle  Funktionen  der  reeUen  Yeränderlicken  x 
und  y  sind: 

(5)  w  — 9(^,y),    V  — *(^,»).  . 

Zu  jedem  Werte  der  komplexen  Variabelen  g  gehört  vermöge 
der  Gleichung  (4)  ein  bestimmter  Wert  tc]  man  nennt  daher 
auch  in  diesem  Falle  w  eine  Funktion  der  komplexen  Variabelen  p 
und  schreibt: 

und  man  sagt^  daJb  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (4)  eine 
ganse  rationale  Funktion  von  0  definiert  wird. 

866.  Analytisolie  Funktionen.  Betrachten  wir  jetzt  eine 
Reihe,   fortschreitend   nach   ganzen,   positiven   Potenzen   von 

(1)  Cq  4-  ci  (5  —  O  +  c^ia  —  ^0)*  H ; 

welche  im  Inneren  eines  Kreises  konvergiert,  der  mit  dem 
Radius  r  um  den  Punkt  z^  beschrieben  ist.  Alsdann  wird 
jeder  komplexen  Zahl  jer,  welche  der  Bedingung 

I  ^  —  ^0  I  <  ** 
genügt,  eine  komplexe  Zahl 

(2)  tc^  _  c^  +  Ci  .  (^  —  jETo)  H ^u  +  vi 

entsprechen,  die  durch  Summation  der  Reihe  (1)  mit  jeder 
beliebigen  Annäherung  berechnet  werden  kann.  Wir  sagen 
daher: 

Durch  die  Gleichung  (2)  wird  uns  im  Inneren  unseres  Konr 
vergenekreises  eine  analytische  Funktion  w  der  komplexen  Varia- 
belen g  gegeben  und  wir  schreiben 

Man  hat  Mittel,  eine  solche  Funktion  noch  über  ihren 
Eonvergenzbereich  fortzusetzen.  Im  Gegensätze  zu  der  so 
entstehenden  gesamten  Funktion  sagt  man  auch  wohl,  die 
Gleichung  definiert  nur  ein  Element  einer  analytischen  Funk- 
tion. Wir  können  hier  in  der  Differentialrechnung  diese  Aus. 
drucksweise  entbehren,  da  sie  erst  in  der  Funktionentheorie 
ihre  eigentliche  Bedeutung  erlangt,  und  da  wir  in  der  Regel 
ohnehin  nur  „Elemente^'  von  Funktionen  betrachten. 
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867.  GrenEwerte  der  analytisohen  Funktionen.  Ganz 
analog  wie  in  Nr.  15  definieren  wir: 

Definition,  Wenn  man  sagt,  die  analytische  Funktion  f{z) 
der  "komplexen  Variabelen  0  hat  an  der  Stelle  j?  «=  c  den  Grenz- 
wert Cj  so  heifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  ö  vorgeschrieben, 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

\f{C'+K)-C\<6 

wird  für  jedes  komplexe  h\  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  wir  von  unserem  Stand- 
punkte aus  uns  vorstellen,  dafs  die  analytische  Funktion  f{0) 
im  Inneren  eines  gewissen  Kreises  durch  eine  Reihe  fort- 
schreitend nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  —  Zq  gegeben 
ist  und,  wenn  wir  die  Funktion  an  einer  bestimmten  Stelle 
z  sai  c  betrachten,  so  ist  es  selbstverständlich,  dafs  dieses  c 
im  Inneren  des  Eonvergenzkreises  der  Potenzreihe  liegt,  von 
welcher  wir  soeben  gesprochen  haben.  Dies  mag  hier  ein 
{ür  alle  Mal  bemerkt  werden. 

Wie  schon  hervorgehoben,  stimmt  unsere  Definition  des 
Grenzwertes  einer  analytischen  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  formal  vollständig  mit  der  bei  reellen  Funk- 
tionen einer  reellen  Veränderlichen  überein.  Es  gelten  also 
auch  hier  dieselben  Regeln  wie  früher  für  das  Rechnen  mit 
Grenzwerten. 

Man  wird  bemerken,  dafs  schon  in  Nr.  359  eine  analoge 
Übertragung  vorgenommen  wurde,  und  wir  wollen  die  dort 
angestellten  Betrachtungen  auch  hier  verwerten,  indem  wir 
an  die  Figur  76  anknüpfen.  Die  Ebene  der  Zeichnung  sei 
aber  diesmal  die  Ebene  der  komplexen  Variabelen  w,  die  an  z 
durch  die  Gleichung 

«  =  /•(;?) 

geknüpft  ist.     Trennen  wir  w  in   seinen   reellen   und  imagi- 
nären Teil 

80  dafs  u  und  v  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen 
X  und  y  werden: 

«♦  — 9(a;,y),    t;«^(x,jf). 
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und  setzen  wir  noch 

c  —  a  +  bi,    C^Ä  +  Bij 
80  schlielsen  wir  ganz  wie  in  Nr.  359  aus  der  Fig.  76  auf  den 
8at0.    Damit  die  analytische  Ihinktion 

(1)  w  —  f(0)  —  q)(x,  y)  +  if{x,  y)  •  i 

an  der  Stelle  jer  ■=»  a  +  &*  ^^  Grenewert  tv^  Ä  +  Bi  hdbej 
ist  notwendig  und  hinreichend^  dafs  der  reelle  und  imaginäre  Teil 
von  w  heew.  A  und  B  mm  Grenewerte  haben  an  der  Stelle 
a? «—  a,  y  "»  6;  in  Zeichen:  Wenn 

(2)  lim  f{0)  —  A  +  B'  i 
e=^c 

ist,  so  ist  auch 

(3)  lim     ip(x,y)^^  Ä    und        lim     ^(x,y)  ^^  B 


x^a^y^b 

x^a^y^h 

und  umgekehrt. 

Wir   wollen 

schlieMich 

noch    kurz   erläutern, 

was 

die 

Schreibweisen 

lim 

/•W-oo 

und 

lim  f{0)  =  C 

5  — c 

5  =  00 

Definition.  Man  sagt,  f(e)  hat  an  der  Stelle  b  —  c  den 
Greneujert  oo,  wenn  dort  jr^  den  Grenewert  null  hat.  Es  sind 
also  die  gwei  Gleichungen  äquivalent: 

lim  /*(«)  «=•  oo     und     lim  ^-r  —  0. 

Man  sagt,  f{B)  habe  an  der  Stelle  e^^oo  den  Grenewert  C, 
wenn  f\—)  «w  der  Stelle  z^^O  den  Grenzwert  C  hat.  Es  sind 
also  die  zwei  Gleichungen  äquivalent: 

lim  f{z)^C    und    lim/*(y)  =  a 

5—00  ^«=0 

Demnach  hat  z.  B.  —  an  der  Stelle  z==^0  den  Grenzwert  oo 

ß 

und  an  der  Stelle  jer «  <x>  den  Grenzwert  0. 

868.  Stetigkeit  der  analytischen  Funktionen.  Ganz  wie 
bei  den  reellen  Funktionen  reeller  Veränderlicher  ist  die 
Stetigkeit  mit  Hülfe  des  Grenzbegriffes  auch  bei  den  Funktionen 
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komplexer  Veränderlicher  zu  definierenu  Wir  yerweisen  ge- 
radezu hier  auf  die  Definitionen  in  Nr.  20  und  21.  Schreibt 
man  dort  e  für  Xj  c  für  a  und  läfst  die  Veränderlichen 
komplex  sein,  ebenso  wie  die  Zahl  h\  während  h  und  6  reell 
und  positiv  bleiben,  so  bekommt  man  die  Definition  der  Stetig- 
keit für  Funktionen  komplexer  Veränderlicher.  Mit  den  Defi- 
nitionen bleiben  auch  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen 
bestehen.  Im  Besonderen  heben  wir  aus  Nr.  23  i  den  Satz 
hervor: 

Eine  ganee  rationale  Funktion  f{e)  der  komplexen  Ver- 
änderlichen z  ist  an  jeder  Stelle  jer  «=  c  stetig. 

Sodann  beweisen  wir  jetzt  den  wichtigen 

Satz.    Die  durch  die  Gleichung 

w  —  f{z)  —  Co  +  Ci  •  (^  —  ^o)  -I 

definierte  analyüsohe  Funktion  ist  stetig  an  jeder  SteUe  ;er  =  c, 
die  im  Inneren  des  Kreises  liegt j  für  welchen  die  rechter  Rand 
stehende  Beihe  konvergiert. 
Setzen  wir  in  der  That 

fn(e)  =  ^0  +  ^1  (^  —  O  "i h  c— 1  (^  —  ^o)""S 

so  wird 

Da  aber  die  Reihe  fdr  f{e)  gleichmäfsig  konvei^ert  im 

Inneren  des  Eonvergenzkreises  (Nr.  363),  so  kann  man,  unter  y 

eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive  Zahl  verstanden, 
eine  ganze  positive  Zahl  N  finden,  so  dafs 

|ß.(^)i<| 

wird  für  jede  ganze  Zahl  n,  die  N  übersteigt.  Diese  Zahl  N 
ist  dieselbe  für  alle  e  im  Inneren  des  Eonvergenzkreises. 
Es  ist  daher  auch 

i^('')l<y 

und  durch  Subtraktion  folgt: 

I  E.(«)  -  i?.(c)  I  ^  I  E.(.)|  +  I  l?.(c)  |<  ?;  • 
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Ferner  ist  fn{js)  als  ganze  rationale  Funktion  jedenfitUs  an  der 
Stelle  if  SS  c  stetig;  es  ist  also: 

lim  fnijs)  =  fn(c). 

Man  kann  folglich  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

\a,)-f,{c)\<{- 

wird  für  alle  b^  die  der  Bedingung 

|0-c|<A 
genügen.     Für  alle  diese  0  wird  mithin: 

I  m  -  m  I  - 1 A  (*)  -  u  (c) + B,  {z)  -  ij.(o)  I 

<  I /;r*)  -  A(c)  1  + 1 Ä.  w  —  Ä.(c)  |<  tf. 

Mitbin  ist: 

oder  f{e)  ist  stetig  an  der  Stelle  f? «»  c. 

869.    DUrerentiierbarkeit   einer    analytisohen   Pcinktion. 

Betrachten  wir  den  Grenzwert 

wo  h  als  komplexe  Variabele  nach  null  konvergiert.  Wenn 
er  existiert^  so  nennen  wir  ihn  die  Ableitung  oder  den  Diffe- 
rentialquotienten von  fiji)  und  bezeichnen  ihn  durch 

Es  gilt  nun  der 

Säte.    Die  analytisdie  Funktion 

(1)  f^g)^Co^c,{g-Z,)  +  --- 

besagt  an  jeder  Stelle  0,  die  im  Inneren  des  Konvergemkreises 
der  Potengreihe  (1)  liegt,  die  Ableitung: 

(2)  r(z)-lc,  +  2c,^(0-0,)  +  3c,'i0-0,y  +  ''' 

Die  BeiJie  rechter  Hand  in  (2)  konvergiert  in  demselben  Kreise 
wie  (1). 

Zunächst  ist  die  Reihe  für  f'(si)  konvergent  für  alle  xf, 
welche  der  Bedingung 
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(«  -  O 


<1 


genügen.     Nnn  ist  aber 


(vgl.  Nr.  362)  und 


lim 


«^-+1 


also  folgt,  dab  die  Reihe  fär  f'{e)  konvergiert  für  alle  e,  die 
der  Bedingung 

(3)  \g-e^\<r 

genügen. 

Wendet  man  diese  Betrachtung  noch  einmal  an^  so  folgt, 
daJB  auch  die  Reihe 
rW  -  2  •  lc,.+  3  .  2C3(^  -  ^o)  +  4  •  3c,(i?  -  ^,)«  +  . . . 

in  demselben  Kreise  wie  die  für  f{z)  konvergiert.  Sie  kon- 
vergiert in  seinem  Inneren  unbedingt.  Also  hat  für  jedes  z^ 
das  der  Bedingung  (3)  genügt, 

(4)2.1|c,|  +  3.2|ci||«-*J  +  4.3|cJ|;j-r,|«+-.. 
einen  bestimmten  endlichen  Wert. 
Es  ist  nun  zu  zeigen,  dafs 

Ä=-0  '^ 

wird.     Wir   finden  l  ~~  ^"^   gleich   einer   Reihe,    deren 

allgemeines  Glied  ist: 

.. .  a+f=r  -  c  |(T)  P-  +  (?)  f-j  + . . .  +  »-.). 

WO  g  für  j»  —  0Q  geschrieben  ist. 
Daher  wird  die  Differenz 

gleich  einer  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist: 

(5)  ®Äc,jr-+i^^  g.-.Ä  +  (i=|>-^)g.-.A.+...j. 
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Wahlen  wir  jetzt  den  Betrag  von  h  so  klein^  dafs 

iei  +  |A|<»-x 

isty  wo  Tj  eine  positive  Zahl  kleiner  als  r  ist;  dann  wird  die 
Klammer  in  (5)  absolut  kleiner  als 

<{iei  +  |Ä|}-»<r.-«. 

Folglich  wird 

kleiner  als  eine  Beihe^  deren  allgemeines  Glied  nach  (5)  durch 

0\h\cn\rr-' 

gegeben  wird.    Diese  Reihe  ist  aber  weiter  nichts ^  als: 

||Ä|{2.1|c,|  +  3-2|c,|n+4.3|c,|rj»  +  ...}- 

Nach   (4)   hat   aber   diese   Reihe   einen   endlichen  Wert,   da 
r^<,r  ist    Ist  daher  M  der  Wert  der  Klammer,  so  wird 


ißi+iö.- öl)  _/■•(.) 


<ii^M 


h 
und,  da  für  &  "-  0  die  rechte  Seite  null  wird,  erhalten  wir: 


iim«^-^i^)=rw, 


Ä-0  ^ 

wie  behauptet  war. 

870.  Bine  Folgerung  ans  der  Stetigkeit.  Den  folgenden 
Betrachtungen  möge  zur  Vorbereitung  ein  Satz  vorangeschickt 
werden,  den  wir  in  den  früheren  Kapiteln  bei  reellen  Funk- 
tionen reeUer  Veränderlicher  direkt  der  Anschauung  entlehnt 
haben.     Er  lautet: 

Sat0.  Es  sei  Z'^c  eine  SteUe  im  Innern  des  Konvergensh 
kreises  der  f{z)  definierenden  Poiensreihe  und  f(c)  nicht  ntdl. 
Alsdann  ist  auch  in  der  Umgang  von  0  ^^  c  die  Funktion  f{d) 
nicht  null. 

Das  Wesentliche,  was  wir  von  der  analytischen  Funktion 
hier  brauchen,   ist,   daCs   sie   an   der  Stelle   z  ^^  c  stetig  ist. 
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Hieraus  und  aus  f{c)  4»  0  folgt,  daCs  auch  in  der  Umgebung 
der  Stelle  jer  «=  c  die  Funktion  f{z)  nicht  null  ist.  Der  soeben 
ausgesprochene  Satz  gilt  wortlich  ebenso  fCLr  reelle  Funktionen 
reeller  Veränderlicher:  Sind  sie  stetig  an  einer  Stelle  and 
dort  nicht  null,  so  sind  sie  auch  in  der  Umgebung  der  Stelle 
nicht  null.  Wir  haben  ihn  bisher  auch  oft  schon  benutzt, 
indem  wir  ihn  als  unmittelbar  evident  der  Anschauung  ent- 
lehnten. Der  hier  gegebene  Beweis  wird  daher  gleichzeitig 
das  Frühere  ergänzen. 

Da  f{0)  in  i?  BS  0  stetig  ist,  so  kann  man  zu  einer  vor- 
geschriebenen positiven  Zahl  6  immer  eine  positive  Zahl  h 
finden,  so  dafs 

\fic  +  h')-f{e)\«i 

ist  für  alle  Zahlen  h\  deren  Betrag  kleiner  als  h  ist  (Nr.  20). 
Wählen  wir  im  Besonderen  tf  =  |/^(c)|,  so  folgt: 

\f(c-{-h')-f{e)\<\m\, 
also  auch: 

\m\-\f{c  +  h')\<\f{c)-fyC  +  h')\<\f{c)\. 

Mithin  wird 

\f{c  +  h')\>0 

für  alle  h\  deren  Betrag  kleiner  als  h  ist;  d.  h.  f{z)  ist  in 
der  Umgebung  der  Stelle  z  ^=^c  nicht  null. 

87L  Die  Fotensreilienentwiokelung  ist  nur  anf  eine 
Weise  möglioh.  Aus  unserem  vorigen  Satze  folgern  wir 
zunächst: 

Satg.     Wenn  die  Beihe 

Co  +  Ci(^  —  ^o) -\ 

für  jeden  Wert  0  verschivindet,  tceldier  der  Bedingung 

\^  —  'fo\<^ 
genügt,  so  sind  alle  ihre  Koeffizienten  null. 
Zunächst  folgt  für  0  ^=  z^: 

Co^O. 
Angenommen  nun,  unser  Satz  wäre  nicht  richtig,  dann  giebt 
es  einen  ersten  unter  den  Koeffizienten  Cq,  <?i  ;  •  •  •  >  der  nicht 
null  ist.    Es  sei  Cm  dieser  Koeffizient.    Dann  wird  unsere  Beihe : 

(Z  —  ZQ)'^{Cm  +  Cn,+i(z  —  Z^)  -\ )• 
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Ist  nun  z  irgend  eine  von  z^  verschiedene  Stelle ,  die  in  der 
Umgebung  von  g^  liegt,  so  ist  der  erste  Faktor  {e  —  g^^  in 
unserer  letzten  Formel  nicht  null.  Der  zweite  Faktor  ist 
(Nr.  368)  eine  stetige  Funktion  von  jet,  welche  für  z  ^^  Bq  den 
von  null  verschiedenen  Wert  c^,  annimmt;  folglich  ist  er  auch 
(Nr.  370)  in  der  Umgebung  von  z  ^^  Zq  nicht  null  gegen  die 
Voraussetzung.  Also  giebt  es  keinen  ersten  unter  den  Koeffi- 
zienten Cy  der  von  null  verschieden  ist;  d.  h.  alle  c  sind  null. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  sofort  der  neue 

Satz.     Wenn  zwei  Reihen 

für  alle  Werte  z  iibereinstifnmen,  die  der]^Bedingung 

\z  —  ZQ\<r 
genügen^  so  sind  die  Beihen  identisch;  d.  h.  es  ist: 

Bildet  man  die  Differenz  beider  Reihen 

^0  -  ^0  +  (Pi  —  ^i)  (^  —  ^o)  +  •  •  •> 

so    verschwindet    diese    für    alle    z,    welche    der    Bedingung 

\z  —  ^0 1  <  *■   genügen.    Also   sind   nach   dem   vorigen    Satze 

ihre  sämtlichen  Koeffizienten  null;  d.  h.  es  ist 

Cq  "=«  <*o,     ^i  =  ^i>  •  •  •> 
wie  behauptet  war. 

872.  Die  Taylorsche  Beihe.  Unsere  bisherigen  Betrach- 
tungen gestatten  uns,  die  Taylorsdie  Reihe  auch  auf 
Funktionen  komplexer  Veränderlicher  auszudehnen.  Die  Ent- 
wickelung 

/'(^)  — ^o*+q(^~^o)H — 

konvergiere  fftr  alle  z,  die  der  Bedingung 

\z  —  Zo\<r 
genügen.     Dann    konvergieren ,    wie    durch    wiederholte    An- 
wendung des  Satzes  der  Nr.  369  folgt,  in  demselben  Bereiche 
die  Reihen 


/•(-)(«) -n.(n-l)...2.1c,  +  (n  +  l)n-3-2c«+i(jer-«„)  +  . 
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und  sie  definieren  uns  ebenfalls  nach  Nr.  369  die  successiven 
Ableitungen  von  f{ß).    Setzen  wir  nun  g  ^=a  g^^  so  finden  wir: 

f(g\^C       CM^c       f^^-c         '      f'^^c 
und  daher: 

/•w-/'W  +  ^'f/(^-''o)  +  ^'^^^ -*,)'  +  ••• 

Wir  sehen  also: 

Das  Bildungsgesetz  der  Koeffizienten  einer  Potenereihe  wird 
immer  durch  die  Taylorsche  Reihe  g^eben. 

Die  Frage  freilich,  wann  der  TayZorsche  Satz  auf  eine 
Funktion  anwendbar  ist,  werden  wir  erst  in  der  Integral- 
rechnung beantworten  können  und  zwar  —  wollen  wir  gleich 
hinzufügen  —  in  sehr  viel  befriedigenderer  Weise,  als  dies  für 
reelle  Funktionen  reeller  Veränderlicher  möglich  ist.  Vor- 
läufig müssen  wir  uns  begnügen  unsere  Ergebnisse  so  zu- 
sammenzufassen : 

Haben  wir  eine  unendliche  Beihe  komplexer  Zahlen 

^o>  ^1  ;  •  •  •  ^«  >  •  •  • 
von  der  Eigenschaft,  dafs 

hm    — -^ ,  =  — 

einen  bestimmten  endlichen  Wert  hat,  so  kann  man  immer  eine 
analytische  Funktion  f{z)  bilden,  deren  n^  Ableitung  an  einer 
willkürlich  vorgeschriebenen  Steile  0  —  ^0  ^^  ^^ 

fi-)(z,)~nlcn 
annimmt,  und  die  für  jeden  Punkt  tm  Innern  des  um  z^  mit 
dem  Badius  r  beschriebenen  Kreises  durch  die  Beihe 

f(»)  =  c^  +  Ci'(e  —  e^)'\ 

definiert  ist 

§  4.  Spezielle  analytische  Funktionen« 

873.  Die  Fonktionen  e*,  aiaz,  coaz.  Die  Funktion  e* 
haben  wir  für  reelles  z  bereits  kennen  gelernt  und  sie  in  Nr.  117 
nach  dem  TayJorschen  Satze  entwickelt.     Wir  feuiden: 

(1)  «'-i  +  r,+2'  +  --- 
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In  Nr.  105  haben  wir  auf  eine  auch  für  komplexes  z  gültige 
Weise  erkannt,  dafs  die  Beihe  für  jedweden  endlichen  Wert 
von  e  konvergiert.  Wir  definieren  deshalb  durch  die  Glei- 
chung (1)  die  Funktion  e*  fiir  jeden  komplexen  Wert  von  e. 
Der  Radius  des  Eonvergenzkreises,  dessen  Mittelpunkt  die 
Stelle  j3f  >»  0  wäre,  ist  durch  keine  Ungleichheit  beschränkt, 
oder  —  wie  man  auch  sagt  —  die  Reihe  ist  beständig  konver- 
gent Es  fallt  also  hier  das  ,,Funktionselement^  zusammen  mit 
der  ganzen  analytischen  Funktion  und,  da  somit  zu  jedem 
Werte  des  Argumentes  0  auch  nur  ein  Wert  der  Funktion  e* 
gehört,  nennen  wir  sie  eine  eindeutige  analytische  Fxmktion« 
Ganz  Analoges  labt  sich  von  den  Funktionen  sin;9  und 
cosj?  aussagen.  Wir  definieren  sie  nach  Nr.  119  durch  die 
nach  Nr.  105  beständig  konvergenten  Reihen 

(2)  8in^=  f-|^  +  |^ 


(3)  eos.-l--^y  +  |,-... 

für  jeden  komplexen  Wert  von  0  als  eindeutige  analytische 
Funktionen  der  komplexen  Variabelen  0. 

Alle  Gleichungen,  welche  fiir  reelles  0  für  die  Funktionen 
6*,  sin  0f  cos  0  als  richtig  erkannt  wurden,  lassen  sich  direkt 
aus  den  Reihenentwickelungen  ableiten  und  bleiben  daher 
auch  für  komplexe  Werte  0  richtig. 

Wir  heben  z.  B.  hervor  die  Relationen 

(4)  e*+y  =  e*-6y, 

(5)  sin (a?  +  y)  =  sin o;  cos y  +  cos xsmy^ 

(6)  cos  (a;  +  y)  =  cos  a;  cos  y  —  sin a;  siny , 

welche  für  alle  Paare  komplexer  Zahlen  x,  y  gelten.  Zum 
Beweise  der  Gleichung  (4)  z.  B.  beachte  man,  dafs  e'  und  e"* 
durch  Reihen  gegeben  werden,  deren  allgemeine  Glieder  sind 

-,     und     ^ ,  • 
n!  n! 

Multipliziert  man  beide  Reihen  nach  der  Regel  der  Nr.  110, 
so  entsteht  wieder  eine  beständig  konvergente  Reihe,  deren 
allgemeines  Glied  ist: 

Serret,  Diff.-  n.  Iniegral-Bechnong.    I.    2.  Aufl.  33 
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Das  ist  aber  genau  das  allgemeine  Glied  der  Beilie  f&r  6*+^ 
Hierdurch  ist  (4)  erwiesen,  und  auf  dieselbe  Weise  thut  man 
die  Richtigkeit  von  (5)  und  (6)  dar.  Setzt  man  in  letztere 
Gleichungen  im  Besonderen  x  ^^  0,  y  «=  2«^  so  findet  man 

(7)  sin(0  + 2«)  —  sinxr,    co8(jer  +  2«)  —  cos5. 

Also  auch  für  komplexes  z  sind  sin  0  und  cos  0  periodische 
FunkHanen  mit  der  reeüen  Periode  2%. 

Zu  den  bekannten  Formeln  fftgen  wir  eine  neue  hinzu. 
Addieren  wir  zur  Gleichung  (3)  die  mit  i  multiplizierte  Glei- 
chung (2),  so  erhalten  wir  die  Reihe  ftir  e*';  d.  h.  es  wird: 

(8)  cos  0  +  ♦  sin  jET  -=  c*'. 

Diese  von  Eitler  gefundene  Gleichung  ist  eine  der  wichtigsten 
in  der  ganzen  Mathematik.  Vertauscht  man  in  ihr  0  mit  —  0 
80  findet  man  durch  Addition  und  Subtraktion: 

(9)  COSJET  —  — '- ,     smjET— — Yi 

Aus  (8)  folgt  femer: 

(cos  j?  +  t  sin  j»)"»  =»  d^'^  «=  (cos  Wj?  +  $  sin  mz). 
So  entsteht  der 

(10)  8at0  von  Moivre.    (cos z  +  iain 0)"*  =  (cos m jet  +  i sin m jbi), 
welcher    ebenso    wie   (8)   für   jeden    komplexen   Wert  0  er- 
wiesen ist. 

Setzen  wir  in  (8)  0  -j-  2«  an  Stelle  von  z,  so  erhalten  wir: 
e(«  +  ^t)i  ■=  cos  0  -|-  i  sin  £r  -a  e*' 

oder^  wenn  man  z  für  zi  schreibt: 
(10)  e^+iifi^e-, 

das  heifst: 

Die  analytische  Funktion  e^  hat  die  rein  imaginäre  Periode  2xu 
874.  Die  rationalen  Funktionen.  Eine  ganze  rationale 
Funktion  f{z)  ist  eine  eindeutige  analytische  Funktion;  denn 
an  jeder  SteUe  0  ^^  0q  laGst  sie  sich  in  eine  Reihe  entwickeln, 
fortschreitend  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  —  Hq. 
Da  diese  Reihe  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  hat,  ist  sie  gewifs  beständig  konvergent.    Es  wird: 
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Die  Koeffizienten  berechnen  sich  nach  dem  TayJorschen  Satz; 
z.  B.  ist:  ^,    . 

Ist  z.  B.  f(ßf^  mm  0,  SO  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  durch 
0  —  s^  teilbar.    Wir  haben  den  Satz: 

Ist  z  '^^  jSq  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung, 

so  ist  ihre  linke  Seite  durch  8  —  z^  teilbar. 

Der  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen  defi- 
niert uns  die  gebrochene  rationale  Funktion: 

«  —%■ 

Wir  können  immer  annehmen  ^  dab  f(ji)  und  g(z)  an  keiner 
Stelle  der  Ebene  gleichzeitig  verschwinden.  Ist  n  der  Grad 
der  ganzen  rationalen  Funktion  g(z\  so  läfst  sich  bekanntlich 
^(^r)  in  n  lineare  Faktoren  zerlegen: 

g{z)  —  C'(z-  6i)  (z-b^)'"(z  —  6,). 
Betrachten  wir  nun  einen  der  Faktoren 

1 

an  irgend  einer  von  b  verschiedenen  Stelle  z  "^  z^  der  Ebene. 
Dann  wird: 
1  —1 


z—b 


Die  rechte  Seite  läfst 


t+i 


sich  in  eine  geometri- 
sche Beihe  entwickeln, 
die  konvergiert;  so  lange 

(0  —  z^ 
ist;  d.  h.  solange 

ist.  Beschreibt  man  also  um  Zq  einen  Kreis ,  der  durch  den 
Punkt  b  gehty  so  konvergiert  unsere  Beihe  im  Inneren  dieses 
Kreises.  Markieren  wir  daher  in  der  Ebene  die  Punkte  b^^b^y^^bn 
und  suchen  unter  den  Abstanden 

88* 
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den  kürzesten  r  aus,  so  wird  sich  die  Funktion 
1  1 


g{z)        c{s  —  b^)  (z  —  6,)  •  . .  (jp  —  bj 

in  eine  Reihe  entwickeln  lassen,  fortschreitend  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  von  js  —  0^,  die  in  dem  um  z^  mit  dem 
Radius  r  beschriebenen  Kreise  konvergiert.  Multipliziert  man 
diese  Reihe  mit  der  EntwickeluDg  fftr  f(j8),  so  entsteht  f&r 
die  rationale  Fxmktion 

(3)  „,_M»(7o  +  (7,.(0-.o)  +  -.- 

eine  Entwickelung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  e  —  Zq, 
welche  in  dem  nämlichen  Kreise  konvergiert«  Mithin  ist  auch 
die  rationale  Funktion  eine  analytische  Funktion  und,  da  zu 
jedem  Werte  0  nur  ein  Wert  w  gehört,  eine  eindeutige 
analytische  Funktion;  aber  anders  als  früher  wird  uns  durch 
eine  Reihenentwickelung  (3)  nur  ein  Element  der  analytischen 
Funktion  gegeben  und  nur  durch  den  Ausdruck  (2)  die  ganze 
analytische  Funktion. 

875.  Die  Funktion  I0.  In  Nr.  120  haben  wir  für  die 
Funktion  Z  (1  +  x)  bei  reeUem  x  eine  Reihenentwickelung 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  abgeleitet,  von  der 
wir  in  Nr.  106  auf  eine  auch  für  komplexe  Variabele  gültige 
Weise  zeigten,  dafs  sie  f^lr  alle  x  konvergiere,  deren  Betrag 
kleiner  als  1  ist. 

Setzen  wir  daher  1  -f-  a;  =  0,  mithin  x  '^  g  —  1 ,  so 
definiert  uns  die  Gleichung 

(1)         ^,==i^_(-^)V(^_... 

eine  analytische  Funktion  von  0  für  jedes  komplexe  0,  welches 
der  Bedingung 

genügt,  das  also  im  Inneren  eines  um  0  ^=^  1  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kreises  liegt. 

876.  Die  Funktion  (1  +  0)*^.  In  Nr.  125  haben  wir 
(1  +  x)^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fftr  alle 
reellen  x,  deren  Betrag  kleiner  als  1  ist  entwickelt. 
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Setzen  wir  x  ^^  ts  —  1,  so  finden  wir: 
(1)  ir  =  l  +  -7-(xr-l)+?^<^^(;»_l)»+... 

Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder  wird 

Da  nan  fQr  jedes  komplexe  m 

1.1»  —  w         1.        n  - 

hm   — r--  —  lim ::-  =»  1 

n-oo'*  +  *      n-oo  14.1 

n 

ist,  80  folgt,  dafs  der  Konvergenzbereich  unserer  Reibe  durch 

gegeben  ist  oder: 

t^  ist  eine  analytische  Funktion  der  komplexen  Variabelen  0, 
welche  für  jedes  z  im  Inneren  eines  um  z  '^  l  mit  dem  Badiiis  1 
heschri^)enen  Kreises  und  für  jedes  komplexe  m  durch  die  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  z  —  1  fortschreitende  Heike  (1) 
definiert  ist. 

§  6.   Partielle  Differentialgleidiuiigen.  —  Konforme 
Abbildung. 

877.  SigenBohaften  der  Funktion  u  und  v.  Wir  fahren 
jetzt  in  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  fort.  Nehmen  wir 
eine  analytische  Funktion,  welche  im  Inneren  eines  um  Z'^Zq 
mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Kreises  ft  durch  die  Reihen- 
entwickelung definiert  ist: 

(1)  w  =  f{z)  ^  Cq  +  C,'(Z  —  Zq)  ^ 

Wir  zerlegen  jetzt  wie  in  Nr.  366  w  in   seinen  reellen  und 
imaginären  Teil, 

(2)  w  =  u  +  vi, 

und  suchen  uns  zunächst  genauere  Rechenschaft  von  der  Defi- 
nition der  Funktionen 

(3)  w  — 9(^;y)/    v  =  t(^7y) 

zu  geben.     Setzen  wir  unter  Beibehaltung  der  alten  Bezeich- 
nnngsweise 

(4)  fn{z)  «  ipn(x,  y)  +  tnixy  y)  • »; 
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so  werden  g>n{^fy)  und  ^«(x,  y)  reelle  ganze  rationale  Fonk- 
tionen  n  —  V*^  Grades  der  reellen  Veränderlichen  x,  y]  d.  h.  es 
werden  9>«(a;,  y)  bezw.  ^»(o;,  y)  gleich  einer  Summe  von  Termen 
der  Gestalt: 


(6) 


+  flo.i(y  — yoV 
bezw.  hoix-x^y+h^i^iix—XoY-^itf-yQ)  +  • 

+  *0,il(»-»ö)S 


wo  alles  reell  ist.  Summiert  man  diese  für  A  «»  0, 1^  •  •  -  n  —  1, 
so  entsteht  fpn(pCy  y)  bezw.  ^ni^j  y)*    Da  aber 

(6)  lim  fn(e)  =  lim{9,(x,y)+V'«(x,y).i}  — /•(0)— 9(a;,y)+^(a;,y) 

ist^  so  folgt  nach  dem  Satz  der  Nr.  359,  daijs 

(7)  lim  ipn(x,  y)  =  (p(Xy  y)    und     lim  *,  (a;,  y)  =  *(ir,  y) 

ist,  und  dies  gilt  gleichmälsig  f&r  alle  Punkte  e  im  Inneren 
unseres  Kreises  ft.  Umgekehrt  folgt  aus  (7)  auch  (6).  Es 
werden  somit  (fix^y)  und  if(Xyy)  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  —  Xq  und  y  —  y^  fortschreitende  Reihen, 
welche  für  alle  Punkte  (x,y)  im  Inneren  von  ft  gleichmälsig 
konvergieren. 

Ist  0  mm  c  mm  a  -^-bi  irgcud  eine  Stelle  im  Inneren  von  ft, 
so  ist  f{0)  dort  stetig  (Nr.  368),  also  (Nr.  367): 

(8)  lim  f{z)  -  f(c)  -  9(a,  6)  +  *(a,  6) •  i, 

folglich  ist  auch  (Nr.  367): 

(9)  lim     9)(i»,y) -=  9)(a,6)     und      lim       if{Xyy)^^i>{Oyh). 

Umgekehrt  folgt  aus  (9)  auch  (8).  Aus  der  gleichmälsigen 
Konvergenz  der  Reihen  f&r  u  «»  fp{Xy  y)  und  v  '^  i>{x,  y) 
schliefst  man  analog  wie  in  Nr.  369,  dafs  die  Funktionen  tf 

und  V  innerhalb  Ä  auch  die  ersten  Ableitungen  ^>  "^y  j^f  ^ 

und  daher  auch  alle  Ableitungen  von  beliebig  hoher  Ordnung 
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besitsen,  nnd  daijs   diese  durch  gliedweise  Differentiation  der 
Reihen  gewonnen  werden.    Wir  erkennen: 
Säte.    Ist  die  analytische  Funktion 

der  komplexen  Variablen  b  '^  x  ^yi  durch  eine  nach  ganxen 
positiven  Potenzen  vo$i  0  —  0^  entwickeJbare,  in  einem  Kreise  ft 
gleichmäfsig  konvergente  Beihe  gegeben  ^  so  sind  der  reeBe  und 
imaginäre  Teil  der  Funktion  w  '^  u  -{'  vi, 
w  — 9)(ar,y),    r  —  *(a;,  y) 

durch  nach  gan0en  positiven  Potenzen  von  x  —  x^  und  y  —  y^ 
entwickelbare  Reihen  gegeben,  welche  in  St  stetig  sind  und  nebst 
den  Beihen  für  ihre  Ableitungen  in  jt  gleichmäfsig  und  unbedingt 
konvergieren. 

878.    Die  partiellen  Differentiäl^eiohtuigen  enter  Ord- 
nung.   In  Nr.  369  erkannten  wir,  daCs  Mr  jedes  0  innerhalb  ft 


(1) 


^— 0  '^ 


war,  auf  welchem  Wege  auch 
die  komplexe  Yariabele 

A  — t  +  Ji 
in   die   Stelle    %  «>  0    hinein- 
rückt.    Trennen    wir    wieder 
reell  und  imaginär^  so  wird 
u;'—f'{0)^u'+v'i 

wo  sich  über  ip'  und  i/  das- 
selbe aussagen  läjst  wie  in 
Nr.  377  von  tp  und  ^.  Miir 
hin  folgt  aus  (1): 


Fli^  81. 


«+^^. 


lim 
lb-0,Z. 


q>(x  +  k,y  +  T)  +  ip{x  +  k,y  +  l)'%  —  y(g,y)  -  ^{x, y)-i 


wie  auch  die  reellen  Variabelen  k  und  l  in  die  Null  hinein- 
rücken mögen.    Setzen  wir  im  Besonderen  Z  ^  0  und  lassen 
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dann  Tc  in  die  Null  rücken^  d.  h.  bewegt  sich  h  auf  der  Ge- 
raden von  j»  +  Ä  nach  $j  so  "wird 

(2)  u'+  v'i  ^  lim  y(^  +  i:,y)-<P(a:,y) 

*— 0  * 

ifc=.0  * 

dx     "»"     a«     '*' 

Setzen  wir  umgekehrt  erst  ä;  «=  0  und  lassen  sodann  l  nnll 
werden,  so  bewegt  sich  h  auf  der  Geraden  von  g  +  1%  nach  e 
nnd  es  wird 

u'+  v'i lim  ?i?Ly +4:::L?^(5ii^  i  +  lim  ^(^»y+j)zL^(^y) 

^  ^  äy  '        ^y      ' 

Wir  schliefsen  aus  dem  Vergleiche  von  (2)  und  (3),  indem 
wir  wieder  u  für  9  und  t?  für  ^  schreiben: 

/  .N  ?i?  e=  —  —  ^^ 

^  ^  a«  *"  oy^     cy'^       dx' 

Der  reelle  und  imaginäre  Teil  einer  Funktion  einer  komplexen 
Yariabelen  sind  also  nicht  willkürlich^  sondern  durch  die 
Gleichungen  (4)  mit  einander  verknüpft. 

Bestehen  umgekehrt  für  m  —  ip{Xy  y)  und  v  =.  if(x,  y) 
die  Gleichungen  (4),  so  wird  u  +  vi  eine  Funktion  von  x  +  yi. 
Zum  Beweise  nehmen  wir  für  die  Funktionen  tp  und  ^  Reihen 
an,  fortschreitend  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^ 
und  y  —  y^,  welche  innerhalb  fi  gleichmäfsig  konvergieren. 
Wir  haben: 


«*  =  floo  +  öio(^  —  «0)  +  «oi(y  —  Vo)  +  Ö2o(«  —  ^0)* 
+  a,,{x  —  a;^)(y  ~  y^)  +  a^{y  —  y«)*  H 

V  =  &00  +  6jo(^  —  ^0)  +  K(y  —  Vo)  +  K(^  —  ^0)' 

+  b^i(x  -  iCo)(y  —  y.)  +  *w(y  —  yo)*  H — 

und  daher  wird: 


(5) 
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|J  —  «10  +  2a»(«  — Xo)  +  «ii(y  — yo)  -\ — 

g^  —  «Ol  +  «ii(«-«o)  +  2a„(y-yo)  H 

gr^  =  ^0  +  26«)(ap  — aso)  +  Kdf  —  y^  H 

^y  —  *oi  +  &ii(^— ^o)  +  26c,(y— yo)  H — 

Die  Relationen  (4)  ergeben  daher: 

..  «10""  ^01»  ^(hQ'^'bny  «11  —  26<^8,... 

«Ol  ~  —  ^0  j    «11  =  —  2&8o;    2ao,  =»  —  6ii , . . . 
Setzt  man  demnach  zur  Abkürzung 

«oo  =  «o>  *oo"^o>  «10  — «i>  ^0  =  ^1;  ««o  =  «»>  *20  =  *«;-' 
SO  findet  man  aus  (6): 

«oi~  — *i^  hi=^\\     «11  ~  — 26a,  «0«  =  — «8> 

Trägt  man  diese  Werte  in  (5)  ein,  so  wird 

«  —  «0  +  «i(^  — ^o)  —  ^liy  —  Vo)  +  (hi^-^oT 

—  2h^{x--x^{fß  —  y^  —  a^{y  —  y^y+'" 

V  =  6o  +  &i(^— a?o)  +  «i(y  -  yo)  +  Kip^—^^ 

+2a^(x  —  x^){y  —  y,)  —  b^{y  -  y^y+-  •  -, 
und  daher: 

«^  _  M  +  vi  —  K  +  &oO  +  («1  +  ^0  {(^  -  ^o)  +  (y — yo)*} 
+  («,  +  620[(^  -  ^o)  +  (y  -  yo)^T  +  •  •  • 

=  ^0  +  ^(^"-^o)  +  c^i^  —  ^oY  H 

Es  wird  also  w  =  /*(jef)  eine  Funktion  von  x  -\-  yi  allein,  wie 
behauptet.    Wir  erkennen: 
Sat0.   Ist 

eine  analytische  Funktion  m;  =  m  +  vi  der  komplexen  Variabelen 
0^ax  +  yi,  so  genügen  ihr  reeller  und  imaginärer  Teil  u  und 
vi  den  partiellen  Differentialgleichungen  1**'  Ordnung 

,,x  du dv       du dv 

^  -'  dx       cy^     dy  dx' 


522  Elftes  Kapitel. 

Genügen  umgekehrt  u  und  v  diesen  Gleichungen^  so  ist  U'\'  vi 
eine  Funktion  der  komplexen  Variabelen  x  -{-  yi.  SänUliehe 
Funktionen  denken  wir  uns  dabei  durch  Potenereihen  definiert, 

870.  Die  partiellen  DifTerential^eiohiuigeii  sweiter  Oid- 
nnng.  Eben  haben  wir  erkannt^  daJÜB  u  und  v  nicht  beide 
beliebige  Funktionen  sind,  sondern^  dafs  sie  durch  die  Glei- 
chungen  (4)  der  vorigen  Nummer  verknüpft  sind.  Wir  werden 
jetzt  zeigen^  dafs  weder  die  eine  noch  die  andere  Funktion 
willkürlich  gewählt  werden  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt  durch  Differentiation: 

r^\        _   ^'^       ^  rA\         ^'**  ^**' 


dxdy       dx*'  ^  ^  dy*  dxdy 

Addiert  man  (1)  und  (4)  einerseits,  sowie  (2)  und  (3)  andrer- 
seitSy  so  folgt: 

dx'  "<"  dy^ ""  ^'    ä?  "*■  "a^  "■  ^• 

I^  der  Physik  definiert  man: 

Definition.  Jede  Funktion  m  der  reellen  Veränderlidien 
X  und  y,  welche  der  Gleichung 

(^)  ä^  +  gy-O 

genügt,  heifst  ein  Potential. 

Also  sehen  wir: 

Der  reelle  und  der  imaginäre  Teil  einer  analytischen  Funk- 
tion einer  komplexen  Variabelen  sind  Potentiale. 

Umgekehrt  wird  in  der  Integralrechnung  gezeigt  werden, 
dafs  zu  irgend  einem  Potentiale  u  eine  Funktion  v  gefunden 
werden  kann,  welche  den  Gleichungen  (4)  der  vorigen  Nummer 
genügt;  dann  genügt  t;  auch  der  Gleichung  (5)  dieser  Nummer 
und  ist  mithin  ebenfalls  ein  Potential;  denken  wir  uns  u, 
wie  wir  es  thun  müssen,  durch  eine  Potenzreihe  definiert,  so 
wird  V  und  mit  ihm  w  '^  u  -{-  vi  durch  eine  in  demselben 
Kreise  konvergierende  Potenzreihe  gegeben.  Die  Gleichung  (5) 
definiert  alsodie  Gesamtheit  aUer  analytischen  FunkHonen. 

880.  Konforme  Abbildung.  Wir  knüpfen  wieder  an  die 
Thatsache  an,  dals  bei  einer  analytischen  Funktion 
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(1)  «-/•(*) 

die  Ableitung 

unabhängig  von  dem  Wege  ist,  auf  welchem  l^s  nach  null 
konvergiert  Unsere  Betrachtungen  gelten  zxuiächst  nur  für 
das  Innere  des  Kreises  in  der  0* Ebene,  f&r  welches  die  f{g) 
definierende  Potenzreihe  konvergiert,  und  dasjenige  Gebiet  in 
der  IT- Ebene,  welches  das  Bild  des  Eonvergenzkreises  in  der 
u?. Ebene  ist.  Wir  werden  im  Folgenden  auf  diesen  Umstand 
nicht  wieder  besonders  aufmerksam  machen.  Wir  definieren 
weiterhin  wie  früher  das  Differential  von  f(js).  Is  dß  eine 
willkürlich  gewählte  komplexe  Zahl,  so  ordnen  wir  eine  kom- 
plexe Zahl  dw  zu,  die  wir  aus 

a/-r(*)    oder    du>~nB)dz 

bestimmen.  Dann  heiJBt  dw  das  jra  dg  gehörige  Differential 
der  Funktion  f{e)  an  der  Stelle  g.  Endlich  benutzen  wir 
wieder  die  in  Nr.  365  erläuterte  Anschauungsweise,  nach  wel- 
cher die  Gleichung  (1)  die  ^-Ebene  auf  eine  u;-Ebene  ab- 
bildet. Trennen  wir  reell  und  imaginär,  so  vermitteln  die 
zwei  Gleichungen 

(2)  \^-^i^>y) 

dieselbe  Abbildung;  dabei  sind  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  jer-Ebene,  u  und  v  die  der  u;-£bene. 

Fixieren  wir  nun  einen  Punkt  z  in  der  jer- Ebene  nebst 
dem  Bildpunkte  w  in  der  u;- Ebene  und  erteilen  (Fig.  82)  dem 
Differentiale  de  die  zwei  willkürlichen  Werte  dig  und  d^z,  so 
werden  die  zugehörigen  Werte  von  dto: 

diW'^f(ß)d^ 0,    d^w  —  f  (e)  d^z. 

Setzen  wir 

d^B^r^r^e^^^    d^g'^r^e^*, 
so  wird 

dito        dl  g        r^ 
Substituieren  wir  also  analog 
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9i  fi  ' 


und  mithin  (Nr.  357): 

Vi  ^1 


Pig.  82. 


X^Ehene 


+  ^z»\ 


-X 


tß  '^  Ebene 


+  d^w 


^t 


>"'     t 


In  Fig.  82  bestimmen  nun  die  drei  Punkte  (^e^i?  +  d^  i?, ;? + ^ ^) 
ein  Dreieck  in  derxf-Ebene  und  diedrei  Punkte(«?,tt;+difr,fr+d^M?) 
das  entsprechende  in  der  u;-Ebene.  Die  Seiten  ß^g  '\'  diZ  und 
Zy  z  '\'  d^ß  haben  die  Länge  r^  und  r^,  sie  schlieisen  mitein- 
ander den  Winkel  tp^  —  tp^  ein.  In  der  u^-Ebene  haben  die 
Seiten  WyW  -\-  d^w  und  WyW  -\-  d^w  die  Längen  q^  und  ^ 
und  schliefsen  den  Winkel  ^^  —  ^i  ®i^-  ^^i®  Gleichungen  (3) 
besagen  daher: 

Die  Dreiecke  («,  jäf+d^j»,  0+c7,£i)  wnd  (w?,!i;+diM?,  w+d^w) 
sind  einander  ähnlich , 

sie  stimmen  ja  im  Verhältnis  zweier  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  überein. 

Um  Misverständnisse  zu  vermeiden,  möge  noch  ausdrück- 
lich betont  werden:  w  ist  zwar  der  Bildpunkt  von  e,  aber 
w-^dto  im  Allgemeinen  nicht  mehr  der  Bildpunkt  von  z  -f-  dz] 
denn  to  -}-  dtv  bestimmt  sich  nicht  aus  der  Gleichung 


aondem  aus 
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Setzt  man  aber 

w  +  Am;  =  f{z  +  A^), 
so  wird  für  Aj?  «»  0 

Ls         dz 
Unser  Satz  si^  also: 

Ist  (0,ir+A|ir,jef4- AjÄ?)  ein  Dreieck  und  {u)yW-\'t^iW,w-\'^w) 
sein  Bildy  so  wird  an  der  Grenze  für  A|jer «»  A^jg;  sa  0  auch: 

Aj  t(7  A,  «7 

Aj  Ä        A,  xf 

Die  Dreiecke  konvergieren  also  nach  der  Ähnlichkeit.  Man 
sagt: 

Die  durch  eine  analytische  Funktion  w  =  f(/)  der  kom- 
plexen Variäbelen  z  bewirkte  Abbildung  der  g- Ebene  auf  die 
w-Ebene  ist  dem  Original  ähnlich  in  den  kleinsten  Teilen;  sie 
ist  mnkdbreu  oder  konform, 

88L  Winkel  sweier  Kurven.  Um  noch  etwas  genauer 
in  das  Wesen  der  konformen  Abbildung  einzudringen,  wollen 

Flg.  88. 


w^^dr-w 


fo  +  ^^^^ 


w  +J^w 


e- Ebene, 

wir  (Fig.  83)  den  Winkel  betrachten,  unter  dem  sich  zwei 
Kuryen  C^  und  (7,  in  der  0- Ebene  schneiden;  die  Bildkurren 
Ci  und  C^  in  der  u^- Ebene  schneiden  sich  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  unter  demselben  Winkel.  Dies  wollen 
wir  jetzt  zeigen. 
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Wir  können  uns  die  Karren  (7,  ond  C^  dadurch  analy- 
tisch gegeben  denken^  dafs  wir  x  nnd  y  als  Funktionen  einea 
reellen  Parameters  t  dargestellt  haben.  Indem  wir  in  die  Glei- 
chungen w— >(a:,y) 

die  der  Kurve  (7,  oder  C^  entsprechenden  Werte  von  x  und  y 
als  Funktionen  von  t  einsetzen ;  werden  u  und  v  als  Funk- 
tionen von  t  dargestellt  und  definieren  somit  wieder  eine  Kurve 
in  der  ti;- Ebene  —  die  Bildkurve  von  C^  bezw.  C,. 

Setzen  wir  im  Besonderen  t  =  t^,  so  erhalten  wir  einen 
bestinunten  Punkt  (x,  y)  auf  der  Kurve  C^  und  einen  solchen 
auf  der  Kurve  C,.  Wir  nehmen  an,  daüs  dasselbe  Wertepaar 
(Xf  y)  geliefert  wird,  wenn  wir  *  -=  ^o  ^  ^^®  Gleichungen  der 
Kurve  C^  oder  wenn  wir  f  «»  f^  in  die  Gleichungen  der  Kurve 
Q  einsetzen.     Setzen  wir  dann 

0  =  a?  +  y  t, 

so  schneiden  sich  C^  und  Q  in  dem  Punkte  B^  der  dem  Para- 
meterwerte ^  >»  ^0  entspricht.  Demselben  Parameterwerte  ent- 
spricht ein  bestimmtes  Wertepaar  (u^v),  welches  den  Bild- 
punkt 

des  Punktes  b  in  der  tr- Ebene  liefert,  indem  sich  die  Bild- 
kurven (7/  und  C/  schneiden. 

Wir  nehmen  an,  dafs  alle  vorkommenden  Funktionen  in 
der  Umgebung  der  Stelle  t  ^^  t^  und  der  entsprechenden 
Stellen  {Xyy)  und  {u,v)  der  Forderung  S3  genügen.  Erteilen 
wir  t  den  Wert  f^  -f-  A^,  der  in  der  Umgebung  von  t^  liegt^ 
so  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Punkt 

B  +  t!^^B^{x  +  yi)  +  {tü^x  +  Ajy  •  i) 
der  Kurve  C^^  ein  bestimmter  Punkt 

ß  +  l^B^{x  +  yi)  -I-  {L^x  +  t!i^y'i) 
der  Kurve  C^y  ein  bestimmter  Punkt 

to  -f  \u)  =  (u  -f-  vi)  -f  (AiM  +  ^v  •  %) 
der  Kurve  C/  und  ein  bestimmter  Punkt 

«;  +  A,  w  «=«  (u  -f-  vt)  -{^  (A,  u  -f  A,  «  •  i) 
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der  Kurve  C^']  w  ist  der  Bildponkt  von  z^  u?  -{-  A^m;  der  yon 

»  -f~  ^1^;   ^  +  ^^   ^^^    ^^^   ^  +  A,^;    d-  ^   es    ist 

Dementsprechend  erhalten  wir  das  Dreieck  {B,g'\'i^^By  j9+A|5) 
und  dessen  Bild  (w^  u;  +  A|  «7,  tr  -f-  A^u?),  die  Dreiecke  sind 
in  Fignr  83  gezeichnet,  sie  sind  im  Allgemeinen  nicht  ähnlich. 
Lassen  wir  nun  aber  A^^O  werden,  und  nehmen  an, 
dafis  an  der  Stelle  i^^t^  weder  fQr  die  Eurre  C^  noch  f&r  C, 

die  Differentialquotienten  ^  und  ~-  gleichzeitig  null  sind,  so 
bestimmen  diese  die  Tangente  im  Punkte  z  an  die  Kurve  Cj, 
in  die  die  Sehne  z^  z  -^^  ^^z  übergeht  und  die  Tangente  im 
Punkte  0  an  die  Kurve  C^,  in  welche  die  Sehne  z,  z  -j-  A^z 
übergeht    Es  werde  an  der  Stelle  t  -«  t^  fQr  die  Kurve  C^: 

-jT  —  hm  -—  —  a^  ,    -y^  —  hm  -^  —  y. 
^*      At-o^*  ^*      At-0^* 

und  für  die  Kurve  (7,: 

^-  lim  ^^-:r.',   ^«  lim  ^-y,'. 

Ebenso  wird  aber  ftlr  A^  —  0  die  Tangente  an  die  Kurve 
Ci    bestimmt  durch 

du        |.      A.M  /     dv        |.      A.«  f 

und  die  Tangente  an  (7,  bestimmt  durch 

du        ,.      A.tt  /     dv         |.      A.«  , 

Nach  bekannten  Regeln  wird  dabei: 

/       ^y(g,y)     .   .    ay(x,  y)     .       .       ^^(a;,  y)     .   .   a^(g,  y) 

und: 

.       dtp{x,y)     ,       dtpjx.y)     ,    ^^ ._  a^(ar,y)  ^ .  ,    dilf{x,y)       , 

^         dx     ^«  "•      F^y>'  ^'^      ~Ti~"^>"* ä^'*«- 

Dabei  sind  u/  und  v/  nicht  beide  null  und  auch  u^  und  v^ 
nicht  beide  null.  Denn  wäre  z.  B.  m/  — t;/=0,  so  hätte 
man: 
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Also  würde  die  Determinante 

dx  dy        dy  dx  "  \dxl  "T"  \dy/  '^Kdxl  ^  \d^)  ""  " 
sein  oder  man  hätte: 

dtp       d_Qß       d'fp       dip XV 

dx       dy        dx       dy 

Dies  schliefsen  wir  aber  aus. 

Nach  dem  in  der  vorigen  Nummer  Bewiesenen  ist  nun, 
da  für  A^  «>  0  auch  ^^b  und  /^z  verschwinden: 

lim^=  lim  ^. 
^e«o^i^      At-o^t^ 

Rechts  und  links  stehen  zwei  komplexe  Zahlen.  Sollen  diese 
gleich  sein,  so  müssen  ihre  Argumente  übereinstimmen.    Das 

Argument  der  komplexen  Zahl  ~-  ist  aber  gleich  dem  Winkel, 

den  die  Sehnen  0,  z  -\-  A^z  und  e,  z  -\-  ^z  mit  einander  bil- 
den; an  der  Grenze  A^  =  0  geht  aber  der  Winkel  in  den  der 
beiden  Tangenten  in  ^  an  die  Kurven  C^  und  Cj  über.  Ana- 
loge Betrachtungen  gelten  für  die  t(; -Ebene.  Wir  sehen  also, 
dafs  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Winkel  der 
Tangenten  in  z  der  Gröfse  und  dem  Sinne  nach  mit  dem 
Winkel  der  Tangenten  in  w  übereinstimmt.  Hierdurch  ist 
unsere  Behauptung  erwiesen. 

Wählt  man  auf  der  Tangente  an  (7^  willkürlich  einen 
Punkt  z '\' d^z  und  auf  der  Tangente  an  C^  willkürlich  den 
Punkt  z  '\-  d^z  und  berechnet  d^w  und  d^w  aus 

so  liegen  die  Punkte  d^w  und  d^w  auf  den  Tangenten  an 
C/  bezw.  Cj",  und  es  sind  die  Dreiecke 

{z,  z  +  d^z,  z  -f-  d^z)  und  (w,  w  -f  d^tv,  w  +  d^w) 
ähnlich  nach  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer. 

882.  Die  konforme  Abbildung  definiert  die  Funktionen 
einer  komplexen  Variabelen.     Wir   setzen  jetzt   umgekehrt 
voraus,  dafs  die  Gleichungen 
(2)  w  =  g?(a?,y),     v  =  ii?{x,y) 
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die   {Xj  y)-Ebene   winkeltren   auf  die   (u;  t;)-Ebene   abbilden. 
Alsdann  behaupten  wir: 

tr  —  w  +  t^» 
ist  eine  Funktion  von  ^  -|-  yt. 

Um  dies  einzusehen  fixieren  wir  einen  bestimmten  Punkt 
P{Xj  y)  in  der  {x^  y)- Ebene  und  seinen  zagehörigen  Bildpunkt' 

mg.  84. 


Pi^P,{:c+3:r,y) 


-<>- 


(tr^y)  -Ebene 


-^^ 


(uyv)  —Ehenff 


Q{UfV)  in  der  (u,  v)- Ebene.  Wir  gehen  jetzt  in  der  (x^y)- 
Ebene  längs  einer  Parallelen  zur  x-Axe  (Fig.  84)  zu  dem 
Punkte  Pjjc  +  dx,  y)  über. 

Dem  Zuwachs  dx  von  x  entsprechen^  da  y  ungeändert 
bleibt,  die  partiellen  Differentiale  von  u  und  v  in  Beziehung 
auf  x: 


a,u  =  ~|aa?,  dxV' 


^^;». 

ä^^^- 


Wir  markieren  jetzt  in  der  (Uyi;)-Ebene  auch  den  Punkt 
öl  (u  +  dxU,  V  +  d^v). 

Lassen  wir  andrerseits  x  ungeändert,  vermehren  aber  y 
um  dyy  so  schreiten  wir  in  der  (a;y)-Ebene  längs  einer  Pa- 
rallelen zur  y-Axe  vom  Punkte  {x,  y)  zum  Punkte  P%{Xy  y+^y) 
fort.  Dem  Differentiale  dy  entsprechen  die  Differentiale  von 
u  und  v\ 


dyU 


Serret,  Dlff.-  n.  Integral-Beofanung.    L    8.  Aufl. 
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und  wir  markieren  in  der  (u,  t;)- Ebene  den  Punkt  Q^(u  -f*  ^y V; 
t;  +  dyv). 

Nach  der  Definition  der  konformen  Abbildung  muÜB  jetzt 
das  Dreieck 

ähnlich  sein  dem  Dreiecke 

Der  Winkel  bei  P  ist  aber  ein  rechter^   folglich  steht 
auch  QQi  senkrecht  auf  QQ^]  d.  h.  es  ist: 

(4)  jv!"-'  —  1. 

Sodann  müssen  die  Verhältnisse 
und 


PP^        dx 


übereinstimmen.     Also  folgt: 


©  VE 


+  dy 


yv    _oy^ 


d^u^-\-b^v^        dx 

Wir  schreiben  jetzt  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  so  um^  daCs 
an  Stelle  der  Differentiale  die  Differentialquotienten  treten. 
Aus  (4)  folgt  durch  Multiplikation  mit  dxUd^u 

also^  wenn  man  durch  dxdy  diridiert: 
und  (5)  erhält  durch  Quadrieren  die  Form: 


K*'  +  K* 

•     a^u'+a^t^» 

oder: 

dx' 

^        dy^       ' 

(7) 

©•+©■ 

-m'+o'- 

Ans 

(6)  folgt 

nun,  dafs  wir 

setzen  können: 

du          dv 
dx'^^  dy' 

dv             ^du 
dx'^       ^dy' 

Substituieren  wir  dies  in  (7),   so  folgt  für  A  die  Bedingung: 


über  Funktioiieii  einer  komplexen  Variabelen. 
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A  =  +  l. 
Soll,   wie  wir  voraussetzen,   auch   der   Siun  der  Winkel  er- 
halten bleiben,  so  ist  A  —  +  1?  ^^^  ^r  finden: 

du       dv       dv  du 

dx'^dy^     dx~       Fy' 

Also  ist  nach  Nr.  378  u  +  vi  eine  Funktion  von  x  +  yi. 

888.  BeispieL  Als  Anwendung  des  Vorhergehenden  be- 
trachten wir  die  in  Fig.  85  veranschaulichte  konforme  Abbil- 
dung, welche  durch  die  Funktion  u;  —  c*  hervorgerufen  wird. 

Fig.  85. 


e- Ebene 


w-Ebene 


Trennen  wir  reell  und  imaginär,  so  wird: 
(1)  M  =  ^cosy,    t7  =  ^siny. 

Hieraus  folgt: 


(2) 


H^+t;«-e«^     £-  =  tgy. 


Den  Geraden  x  =  Eonst,  welche  in  der  jgr- Ebene  parallel  zur 
y-Axe  verlaufen,  entspricht  in  der  fc;-Ebene  die  Schar  aller 

Kreise : 

w*  +  v*  =  Konst, 

deren  Centrum  der  Punkt  0  ist.  Die  imaginäre  Axe,  d.  h. 
die  Gerade  x  =  0  sondert  die  Schar  der  Parallelen  links  von 
ihr  von  der  Schar  der  Parallelen  zu  ihrer  Rechten,  ebenso 
sondert  der  Kreis  w*  -|-  v*  =  1  mit  dem  Radius  1  alle  Kreise 

34t* 
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um  0  in  solche^  deren  Radios  kleiner  als  1  ist  und  solche,  deren 
Radius  grofser  als  1  ist.  Allen  Punkten  si  links  von  der  late- 
ralen Axe  entspricht  das  Innere  des  Kreises  u^  -^  v^  '^  1,  allen 
rechts  von  ihr  das  Aulsere.  Dies  ist  in  der  Figur  85  durch 
Schraffierung  angedeutet. 

Den  Geraden  j/ssEonst,  die  in  der  jer-Ebene  parallel  zur 
a:-Axe  verlaufen,  entspricht  in  der  u;- Ebene  der  Strahl büschel 

—  SS  Konst., 

dessen  Centrum  der  Punkt  0  ist.  Geht  y  yon  0  bis  2xy  so 
durchläuft  der  entsprechende  Strahl  —  in  der  ti;- Ebene  be- 
reits alle  Strahlen  des  Büschels.  Also  schon  dem  Streifen  in 
der  ^-EbenC;  welcher  von  der  a;-Axe  und  der  zu  ihr  paral- 
lelen Geraden  im  Abstände  2x  eingeschlossen  ist,  entspricht 
die  ganze  tt;-Ebene.  Jeder  Punkt  in  diesem  Streifen  hat 
zum  Bildpunkt  einen  und  nur  einen  Punkt  der  u;- Ebene  und 
umgekehrt.  G^ht  y  von  2jc  bis  4x,  so  entspricht  wieder 
jedem  Punkte  0  in  diesem  Streifen  ein  und  nur  ein  Bildpunkt 
fv  der  u^- Ebene.  Auf  diese  Weise  zerlegt  sich  die  ganze 
iE^-Ebene  in  Streifen  von  der  Höhe  2}r,  und  das  Bild  eines 
jeden  yon  ihnen  ist  immer  die  ganze  tt;-Ebene.  Diese  That- 
Sache  veranschaulicht  recht  deutlich  den  Umstand,  daJQs  e* 
die  Periode  2xi  besitzt;  indem  zwei  Werte  0,  die  um  2xi 
differieren,  d.  h.  die  im  Abstände  2x  senkrecht  übereinander 
stehen,  immer  densdhen  Bildpunkt  w  haben. 

Jede  Gerade  x=»Eonst  schneidet  jede  Gerade  j(»»Eonst  unter 
einem  rechten  Winkel.  Der  Eonformitat  unserer  Abbildung 
entsprechend  schneidet  auch  jeder  Ereis  u^  +  v'^sEonst  jeden 

Strahl  -    =  Eonst  unter  einem  rechten  Winkel. 
u 


Zwölftes  EapiteL 
Zerlegung  der  rationalen  Funktionen  in  Partialbr  ftclie. 


§  1*  Existenz  der  Partlalbraeli2erlegiuig« 

884.  Billleitende  Bemerkungen.  Die  Zerlegung  der  ra- 
tionalen Funktionen  ist  für  die  Analysis  von  grofser  Bedeu- 
tungy  und  wir  werden  besonders  in  der  Integralreclinung 
Gelegenheit  haben,  sie  anzuwenden.  Auch  halte  ich  es  für 
notwendig;  hier  alle  auf  diese  Theorie  bezüglichen  Entwicke- 
lungen  anzugeben,  welche  ich  in  meinem  ;,Lehrbuch  der  höheren 
Algebra''  dargestellt  habe. 

Wir  werden   zuerst   beweisen ,   dafs    sich   eine   rationale 

Funktion  ^ry  deren  Zähler  und  Nenner  beliebige,  aber  rela- 
tiv prime  Polynome  sind,  d.  h.  keinen  gemeinsamen  Teiler 
besitzen,  zerlegen  läTst  in  eine  ganze  Funktion  (welche  auch 
null  sein  kann)  und  in  Partialbrüche,  deren  Zähler  konstant, 
und  deren  Nenner  die  verschiedenen  Potenzen  der  linearen 
Faktoren  sind,  in  welche  das  Polynom  f(x)  geteilt  werden 
kann.  Wir  werden  dann  weiter  zeigen,  dafs  die  rationale 
Funktion  sich  so  nur  auf  eine  einzige  Weise  zerlegen  läfst, 
und  werden  endlich  den  Weg  angeben,  diese  Zerlegung  aus- 
zuführen. 

886.  Bxifltena  einer  Fartialbraohserlegiing.  Wir  be- 
weisen zunächst  den 

Sata.  Es  sei  a  eine  a- fache  Wurzel  der  Gleichung  f(x)'=0, 
d.  h.  es  sei  identisch 

f{x)^(x-ay.f,{x), 
wo  f  und  /i  Polynome  sind,  von  denen  das  zweite  für  X'^  a 
nicht  verschwindet     Es  sei  femer  F(x)  ein  Polynom  von  x, 
welches  ebenfalls  fürx'^a  nicht  verschwindet    Alsdann  Jcann 
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die  rationale  Funktion  -^  in  etvei  Teile  der  folgenden  Art  jser- 

legt  werden: 

Fix)  ^       A        . J\(^ 

nx)  ^  {x-^aT  "^  (aj-ar~Vx(«) 
A  bedeutet  dabei  eine  von  null  verschiedene  Konstante,   Fi{x) 
ein  Polynom, 

Denn  es  ist  identisch,  was  auch  der  Wert  von  Ä  sein  mag: 
F{x)  ^  F(x)  _  Ä  ,  F{x)  —  Af,{x) 
fix)  "(x-ar/i(a:)"(a:-ar  "^  ix^a)^f~{x)  ' 
und  damit  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in  seinem 
Nenner  nur  die  a  —  1^  Potenz  von  x  —  a  enthalt,  mnis  der 
Zähler  F(x)  —  Af^{x)  durch  x  —  a  teilbar  sein,  d.  h.  (Nr.  374) 
für  X  BS  a  verschwinden.     Setzen  wir  also 

80  wird 

Dieser  Wert  von  A  ist  endlich  und  von  null  verschieden, 
weil  /i(a)  und  F{a)  nicht  null  sind.  Wählt  man  also  für  A 
diesen  Wert  und  setzt  man 

F{x)-Af,(x)~^(x-a)F^{x), 
SO  ist 

Fjx)  ^       A  F,{x)  ^ 

fix)  ~  («  _  a)"  "^  (a:  -  af-^  f,(x)  ' 
Folgesatz.    Es  sei 

f(x)  =  (x  —  aY  (x  -hy  {x-c)y  ...{x  —  Ify 
wobei  a^bf  c. . .  l  verschiedene  Gröfsen,  und  a,  ß  , . .  k  posMoe 
ganze  Zahlen  sind,  und  es  sei  F(x)  ein  zweites  Polynom,  welches 
a,  b,  €,. .  ,1  nicht  zu  Nuüstellen  hat.    Alsdann  kann  die  rati^ 

nale  Funktion  -^—j  in  folgender  Weise  zerlegt  werden: 

Fjx)  ^ A         ,  A^  , ^g-l 

fix)         ix  -  a)"  "^  (a  — a)^~*  "^  x-a^ 


+    ,^4,        ^t         +...h^  +  Eix). 
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Dabei  bedeuten  A,  Ä^, . . .  By  B^ . . .  Ly  L^ , . .  Kansianten,  unter 
denen  Ä,  B , . ,  L  nicht  verschunnden,  und  E(x)  eine  gmnfe 
F\Miktian, 

Denn  setzt  man  wie  vorhin 

fix)^{x-aYf,(x), 
80  ist  nach  dem  ohigen  Satze: 

F(x) ^       -A ^'^^^ 


^,  W A  .    _     F,(^) 

»—1  "^  //- 


(x--a)f,(x)  ^  x-a  '^  f,(x)  ' 
Ay  A^  ...  Aa^i  sind  endliche  und  bestimmte  Konstanten, 
Fi(x),  F^(x)  . . .  Fa{x)  ganze  Punktionen.  Zu  bemerken  ist 
nur,  dsSsy  während  die  Konstante  A  niemals  gleich  null  ist, 
die  Gröfsen  A^,  A^  ...  Aa—i  auch  null  werden  können,  denn 
die  Polynome  i^,(ic),  F^ix)  . . ,  können  durch  x  —  a  teilbar 
sein.     Addiert  man  die  Gleichungen,  so  folgt 

F(x)        _       Ä  A,  , ^a -i_    ,    F^{x) 

ao  "*"   /«.       -\a  — 1  "t"  * ' '    X  -  a      ' 


Setzt  man 

f,{x)  =  {x-hyu(x) 

F  (x) 
und  verfahrt  mit  dem  Quotienten  —fy-r-  in  derselben  Weise, 

so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 
Folglich  ist 

■F(g)^         ^  .  ^1  [ ^g-l 

~(»  — 6/         (a?-^6)»''-i    ^       aj-6  f,(«) 

By  B^  . , .  sind  bestimmte  Konstante,  deren  erste  von  null  ver- 
schieden ist,  Fa^ß(x)  ein  Polynom.  Fährt  man  so  fort,  so 
erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung. 
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886.  Die  Farüalbraohserlegaiig  ist  nur  auf  eine  Welse 
mösliolL 

Die  Eindeutigkeit  der  Zerlegung  folgt  aus  der  eindeutigen 
Bestimmung  eines  jeden  Wertes  A,  Ä^ . , .,  B,  B^. . .,  VSSst 
sich  aber  auch  in  noch  allgemeinerer  Weise  durch  folgende 
Überlegung  direkt  bestätigen: 

Nimmt  man  an,  dafs  für  den  Quotienten  jr-^  zwei  ver- 
schiedene Zerlegungen  gefunden  sind: 

(^3^  "^  {x^af'  +  '  *  *  (^^^  ^  "*■  {x^b)fi-'  +  •  •  •  -^  (^)  ^ 
und 


(x—af        («  —  a)"- *  ^        (x^hf        (x-  6)^' 
so  ist  also 

_A_^  +  ...  +  E(x) —.  +  "E\x). 

a  und  a  sollen  die  höchsten  Potenzen  von  x  —  a  auf  beiden 
Seiten  angeben;  dann  ist  zu  beweisen,  dafs  a^  a  und  Ai^Ä' 
ist.  Wenn  nämlich  a  und  a  verschieden  sind^  und  a>a 
ist,   so    entnehmen  wir  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von 

und   bringen   alle  übrigen  Glieder  auf  den  gleichen 

(aj  — a) 

Nenner.     Alsdann  wird 

Ä       (p{x) 

ix-a)''  ~  (x  —  af^^itf(x)  ' 
oder 

A         (a?  —  a)yW 

fp(x)  und  tl;(x)  sind  Polynome,  von  denen  das  zweite  nicht 
durch  x  —  a  teilbar  ist.  Andererseits  ist  A  eine  Eonstante; 
es  folgt  also,  dafs  der  Wert  null  sein  mufs,  denn  für  o?  «=  a 
ergiebt  die  Gleichung  den  Wert  ^  -»  0.  Ist  also  A  nicht  gleich 
null,  so  kann  man  nicht  annehmen,  dafs  a>o[  ist;  es  ist  also 
a  SS  d.  Daraus  aber  geht  weiter  hervor,  dafs  A^=^  Ä  ist 
Denn  die  Gleichung  zwischen  den  beiden  Zerlegungen  ergiebt 
nun,  wenn  a  *^  a  ist: 

A^A'  ^  y(a?) 

(x  —  af  "^  (a?-a)""^^(«)' 
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oder 

A       A'       (Jg  —  g)  qp  (a?) 

^"""^ ^w 

Auch  hier  sind  ^{x)  und  ^(a;)  zwei  Polynome,  von  denen 
das  zweite  durch  x  —  a  nicht  teilbar  ist.  Die  Differenz  A  —  A 
ist  also  gleich  null  fOr  x  -»  o. 

Da  sonach  die  Glieder,  welche  die  höchste  Potenz  von 
X  —  a  im  Nenner  enthalten,  nach  beiden  Seiten  einander 
gleich  sind,  so  kann  man  sie  fortlassen,  und  die  Reste  sind 
einander  gleich.  Indem  man  nun  diese  Reste  ebenso  behandelt, 
erkennt  man,  dafs  auch  die  Glieder,  welche  im  Nenner  die 
höchste  Potenz  desselben  Binom  es  x  —  a  oder  irgend  eines 
anderen  enthalten,  gleich  sein  müssen,  und  fahrt  man  so  fort, 
so  erkennt  man  weiter,  dafs  überhaupt  die  Partialbrüche  in 

den  beiden  Ausdrücken  für  den  Quotienten  -— -r  einzeln  unter 

einander  gleich  sind.  Daraus  folgt  auch  schlielslich  die  Gleich- 
heit von  E{x)  und  E'{x). 

Folgerung.  Die  ganze  Funktion^  welche  bei  der  Zerlegwig 
eines  rationalen  Bruches  y^  auftritt^  ist  gleich  dem  ganzen 
Quotienten^  der  bei  der  Division  von  F(x)  durch  f(x)  erhalten  wird. 

Denn  bezeichnet  man  mit  F{x)  diesen  Quotienten  und 
mit  fp{x)  den  Rest  dieser  Division,  so  ist 

f{x)        ^W-t-/'(^) 

Da  der  Zähler  des  Bruches  ^~  von  niederem  Grade  ist 

f{x) 

als  der  Nenner,  so  wird  diese  Funktion  {\Xt  x  =^oo  gleich  null, 
folglich  kann  sie  keine  ganze  Funktion  mehr  erhalten. 

§  2.  AusfUiruifg  der  Partialbruchzerlegnng. 

887.  Spesialfally  dafs  der  Nenner  aus  lauter  einfachen 
Faktoren  besteht.  Es  sei  f(x)  *=  (a?  —  a)  (a?  —  6)  . . .  (x — Z), 
und  a,  &,  . . .  Z  seien  lauter  verschiedene  Werte.  Bezeichnet 
F{x)  ein  beliebiges  Polynom,  so  wird  nach  den  vorigen  Sätzen: 
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A,Bf , . .  L  sind  von  null  yerschiedene  Konstante^  -^(^)  ^'^ 
ganze  Funktion. 

Wie  wir  schon  sagten^  kann  man  das  Polynom  E(x)  da- 
durch erhalten^  dafs  man  die  Division  von  F(x)  durch  f(x) 
ausftlhrt,  &lls  die  Ordnung  des  Zählers  gleich  oder  groüser 
ist  als  die  des  Nenners.  Sonach  hat  man  nur  die  Grofsen 
A,By  ...  L  zu  bestimmen.  Multipliziert  man  die  Gleichung  (1) 
mit  f(x)f  so  folgt: 

und  diese  Gleichung  ist  eine  identische,  d.  h.  sie  gilt  bei  allen 
Werten  von  x.  Setzt  man  x  gleich  a,  so  werden  alle  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  null,  mit  Ausnahme  des  ersten.  Dieses 
wird  gleich  Af{a)y  wenn  man  mit  r  (ßö  die  Ableitung  der 
Funktion  f(x)  bezeichnet.     Folglich  ist 

F(a)  =  Af'{a),  also  ^  =  fg- 

Da  nun  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  ^  0 
ist;  so  hat  man 

{9^  4=^^""^      7?_^(^)        T—IS}^ 

und  die  Gleichung  (1)  wird: 

W       /-(a,)  — /'(a)(x-a)"^r(&)(a?-&)"^'"  r®(aJ-0"^^^' 
Ist  der  Grad  von  F(x)  kleiner  als  der  Grad  m  von  f(x), 
so  wird  die  ganze  Funktion  null,  und  es  ist: 

w     f^^)     r{a){x^a)  "^  f  (fc)>-&)  t- •••  r»(^-^' 

Es  sei 

Fix)  -  Po^'"-'  +  PiX-^-^  +  . . .  P„,^tx  +  P.._i. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (4)  mit  f(pc)  und  ordnet 
die  rechte  Seite  nach  abnehmenden  Potenzen  von  Xy  so  wird 
der  Koeffizient  von  x^"^  gleich 

F{a)       F(b)  F(J) 

diese  Summe  ist  gleich  dem  Koeffizienten  von  x^"^  auf  der 
linken  Seite,  also  gleich  P^;  es  ist  also 
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®         2m -^" 

wobei  das  Snmmenzeichen  £  die  Bedeatung  hat,  dafs  man  x 
durch  jede  der  m  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  —  0  ersetzen 
und  die  Summe  der  erhaltenen  Werte  bilden  soll.  Ist  die 
Funktion  F(x)  höchstens  vom  Grade  w  —  2,  so  ist  die 
Gröfse  Pq  gleich  null^  und  man  erhält  in  diesem  Falle: 

eine  Gleichung,  welche  bei  vielen  algebraischen  Untersuchungen 
nützlich  ist. 

888.  Erste  Ifethode  BurBereohntuig  der  Fartialbrüohe. 
Der  erste  Lehrsatz  der  Nr.  386,  durch  welchen  die  Möglich- 
keit der  Zerlegung  nachgewiesen  ist,  enthält  zugleich  die 
Methode,  sie  auszuführen.     Denn  setzt  man 

/•(x)  =  (a;-.a)-/;(^), 


80  erhält  man 


F{x)  A  F,(x) 


+ 


.  fix)        (x^ar    '    (x-ar-'f^ix) 

indem  man 

A~^,     und    F,{x)=  fiS^- 

setzt.  Man  hat  auf  diese  Weise  einen  Partialbruch,  und  man 
findet  die  übrigen,  wenn  man  den  nämlichen  Satz  auf  den 
Quotienten  ^  ,  . 


anwendet.  Hat  die  Gleichung  f{oc)  «^  0  lauter  einfache  Wurzeln, 
so  gelangt'  man  auf  diese  Weise  auch  wieder  zu  der  vorhin 
aufgestellten  Formel.  Aber  abgesehen  von  diesem  Falle,  er- 
fordert die  Ausführung  dieses  Prozesses  ziemlich  umständliche 
Rechnungen. 

889.  Zweite  Ifethode  stir  Bereohnung  der  Fartialbrüohe. 
Man  kann  auch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
anwenden,  die  wir  schon  in  Nr.  387  benutzt  haben.  Unter 
den  alten  Voraussetzungen,  dafs  f{x)  und  F{x)  keinen  ge- 
meinsamen Teiler  haben,  und  a  eine  a- fache  Wurzel  von  der 
Gleichung  f{x)  =»  0  ist,  setze  man: 
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^  ^    f{x)        (x-af       (aj— a)"-^  x  —  a  f{x) 

nach  Nr.  385,   Multipliziert  man  dann  die  Gleichung  mit  f{x), 
und  ersetzt  man  zugleich  x  durch  a  4*  A;  so  folgt: 

F^a^K)^Af^-±!^  +  AP^^+...A.J^+h''FJia+K). 

n  n  n 

Nun  ist  nach  der  TayJorschen  Entwickelung: 

und  trägt  man  diese  Werte  ein^  so  wird: 
F(fl)  +  ^F'(a)  +  f^  F"{a)  +  •  •  •  -^,  F^'-^^a)  +  •  •  • , 

+  ^._i  [^/'««^(a)  +  •••]+  h'Faia  +  A). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  A;  setzt  man 
also  die  Koeffizienten  der  gleichen  Potenzen  yon  h  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich;  bis  zur  Potenz  a  —  1^  so  erhält  man: 

j^r''\a)^F{a), 

Ä  Ä,  Ä         o 


Partialbnichzerlegung.  541 

Ans  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  einander  die 
Werte  A,AiyA^...  berechnen,  und  diese  Werte  sind  endlich 
und  bestimmt,  weil  f^(a)  der  Annahme  nach  von  null  ver- 
schieden ist.  So  ergeben  sich  alle  Partialbrüche,  welche  den 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  entsprechen, 
und  die  ganze  Funktion  kann  von  vornherein  durch  Division 
von  F{x)  durch  f(x)  ermittelt  werden. 

Man  kann  die  Rechnung  auch  in  folgender  Weise  aus- 
fähren: Nachdem  man  durch  Division  die  ganze  Funktion  be- 
stimmt hat,  setzt  man  den  übrigen  echt  gebrochenen  Teil  gleich 
der  Summe  von  Partialbrüchen,  in  welche  sich  derselbe  zer- 
legen lassen  mvSa,  wobei  die  Zahler  dieser  Brüche  noch  un- 
bestimmt sind.  £ntfernt  man  nun  durch  Multiplikation  alle 
Nenner  und  setzt  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erhält  man  die  zur  Bestim- 
mung dieser  Koeffizienten  notwendigen  linearen  Gleichungen. 

890.  Dritte  Methode  but  Berechnung  der  Partialbrüohe. 
Endlich  kann  man  auch  die  Zerlegung  durch  ein  Verfahren 
gewinnen,  welches  nur  algebraische  Divisionen  erfordert.  Denn 
setzt  man  wie  vorhin 

f(x)  ^(x-  aYf^ix), 

und  schreibt  man  a  +  A  an  Stelle  von  Xy  so  wird  die  Glei- 
chung (1)  der  vorigen  Nummer,  multipliziert  mit  A': 

Ordnet  man  F{a  +  A)  iind  f^{a  +  Ä)  nach  steigenden 
Potenzen  von  h  und  dividiert  dann  F{a  +  A)  durch  f^{a  +  A), 
bis  ein  Rest  von  mindestens  a**™  Grade  bleibt,  so  wird  der 
bis  dahin  erhaltene  Quotient  gerade  das  Polynom 

A  +  Ä,h  +  J3A«  + h  ^rf-iA«-^ 

sein.    Durch  diese  Division  fijidet  man  also  die  Partialbrüche, 
welche  zur  Wurzel  a  gehören. 

In  gleicher  Weise  kann  man,  unabhängig  von  einander, 
die  Partialbrüche,  welche  zu  den  verschiedenen  Wurzeln  ge- 
hören, bestimmen,  noch  einfacher  aber  wird  es  sein,  die  näm- 
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liehe  Methode  auf  den  Bruch   -.-, — t-tx-  anzuwenden,  welcher 

/l  («  +  Ä)  ' 

aus  dem  soeben  erhaltenen  Beste       ^  /  ,  , ,      durch  Abson- 

derung  des  Faktors  A'  entsteht.  Alsdann  erhält  man  die 
Glieder,  welche  sich  auf  eine  zweite  Wurzel  beziehen,  nebst 
einem  dritten  Quotienten,  mit  dem  das  Verfahren  fortzu- 
setzen ist. 

80L  FoTtsetzTuig  der  Toiigen  Methode.  Die  vorige  Me- 
thode hat  überdies  den  Vorteil,  dafs  man  fQr  die  Zähler  der 
Partialbrüche  zugleich  ihren  allgemeinen  algebraischen  Aus- 
druck kennen  lernt.  Denn  die  Division  der  Polynome  -F(a+A) 
und  /*i(a-|-A),  welche  wir  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten 
A,  Ai,  A^  . . ,  ausführen,   ist  dieselbe  wie  die  Entwickelung 

der   Funktion    .  !^i  J    in    eine    nach   wachsenden  Potenzen 

von  h  geordnete  Reihe,  und  da  sich  eine  Funktion  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  solch  eine  Reihe  entwickeln  lälst,  so 
erhält  man  dasselbe  Resultat  auch  nach  der  Mac-Laurinschen 
Formel.     Setzt  man  also 

80  Wird 

■F(a  +  Ä)  /      ,    ,v 

«  9>(a)  +  A9>'(a)  +  .^;^"(a)  +  -..(^p9(«-«(a)  +  Ä-B., 
wobei  'h^'R^  den  Rest  der  Reihe  bedeutet.     Man  erhält  also 

und  folglich  den  allgemeinen  Satz: 

Ist 

f{x)  =  (x  —  ay{z  -  ty  . . .  (a;  -  ly 

und  F{x)  eine  ganze  Funktion^  todche  durch  f{x)  dividiert  den 
ganzen  Quotienten  E{z)  und  eine  echt  gebrochene  Funktion  liefert^ 
so  unrd,  wenn  man 

<p(z)-(a.-a)«^U(x)K--&>»^...<5(:r)«(x-0^^> 
setzt: 
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f{x)  ^  ^      {x—aY  '  {x—af^^       2!(x— a)«~*  {a  —  l)\{x-^a) 

.  _Ä(5i_       _ä;(Z)       .         A'\T) I  &^^-^Ht) 

(«—0  (X— Z)^""^         2!(a;  — 0^-*"^    "(X— l)!(x— Z) 

802.  Neue  Daratelltuig  der  FartialbraohBerlegmig.   Dem 

gewonnenen  Resultate  kann  man  noch  eine  ai^re  sehr  ein- 
fache und  elegante  Form  geben ,  welche  wir  noch  aufstellen 
wollen.    Man  bezeichne  mit  F(x)  eine  rationale  Funktion,  mit 

die  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 

F(x)        ^' 
und  mit 

f»!,  fWj  . .  .  w^, 

die  Ordnungen  der  Vielfachheit  dieser  Wurzeln.  Femer  werde 
der  Kürze  halber 

g)(x)  ■*(:»  —  a:,)"»«F(a:) 

gesetzt,  wobei  q>(x)  eine  Funktion  bezeichnet,  die  för  rc  «=  fl^i 
einen  endlichen  yon  null  verschiedenen  Wert  hat. 

Denkt  man  sich  die  rationale  Funtion  F(x)  in  ihre 
Partialbrüche  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zu  der  Wurzel  x^ 
gehörigen  Brüche 

Vjx,)       .         y^(x,) y(">i-'-')(a:,) y^^'"^>(a;,) 

(x-«,r        (aJ-«ir"'  (m.-t-l)l(a;-a:J'+^  (mi-l)!(a;-a;j)' 

Nun  ergiebt  sich  diese  Summe,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

(x^x.-^tr^'^  (x-x,^tr'^'  {m,-i-l)l(x^x,-Q'-^' 

"^"•(mi-l)!(a;-a;i-f) 

die  Groüse  g  gleich  null  setzt.  Die  Funktionen  g)'(^i  +  Ö^ 
9 '(^1  +  Ö  •  •  •  können  aber  als  die  Ableitungen  von  g){xi  +  g) 
nach  der  Variabelen  t  betrachtet  werden,  nnd  man  erkennt 
leicht,  daft  der  vorige  Ausdruck  sich  auf 
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reduziert.     2)?'    ^  bezeichnet  die  tw^  —  !*•  Ableitung  nach  f. 
Da 

ist;   so   ist   die  Summe   der   auf  die  Wurzel   a?j   bezüglichen 
Partialbrüche  gleich  dem  Werte,  den  der  Ausdruck 


D\ 


,».-!  r'J'(-r.+£) 


(m,  —  1)  I      f  « —  *,  —  f 

für  S  =-  0  annimmt.    Wenn  also  die  rationale  Funktion  F(x) 
keinen  ganzen  Bestandteil  enthält,  so  ist 


'•W-.S.ir^»? 


X  —  Ä„—  £ 


In  dieser  Formel  ist  nach  den  Differentiationen  g  «»  0  zu 
setzen,  und  das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  Indices  a 
von  1  bis  f(. 

Enthält  die  Funktion  F{x)  eine  ganze  Funktion  E(x), 
so  hat  man 


^(-)-^w+irK^)T^: 


und  der  Wert  von  E{x)  läfst  sich  folgendermalsen  bestimmen. 
Bezeichnet  n  den  Überschufs  des  Grades  des  Zählers  von  F{x) 
über  den  Grad  des  Nenners,  so  wird  n  der  Grad  der  Funk- 
tion E{x),    Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  an  Stelle  von  x 

den  Wert  —  und  multipliziert  beide  Seiten  mit  jgr",  so  folgt: 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  wenn   z^F\  —  \  in  eine  Reihe 

entwickelt  wird,  welche  nach  wachseuden  Potenzen  von  b 
fortschreitet,  die  Summe  aller  Glieder,  deren  Ordnung  nicht 

gröfser  ist  als  n,  gleich  f^E^—j  ist. 
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Non  hat  man  nach  der  Mac-Laurinschen  Formel 

also  ist 

oder 
^«-^[s.p(|)l+«-/5M|)l+^/p[8.F(|)X 

Die  Nullen  bedeuten,  dafs  nach  der  Differentiation  t  «  0 
zu  setzen  ist. 

Man  kann  auch  einen  anderen  noch  einfacheren  Ausdruck 
för  das  Polynom  E{x)  finden.     Der  Koeffizient  von  S*~'  in 

der  Entwickelung  von  ?*^(-r)  i^ach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  S  ist  nämlich  gleich  dem  Koeffizienten  von  {;"  in  der  Ent- 
wickelung von  f+'i^f-T-j.  Andererseits  sind  diese  Koeffizienten 
die  Werte,  welche  die  beiden  Ausdrücke 

und 


(n-%)l        dt"—  n\  dir 

far  g  -a  0  annehmen.     Also  ist  fÖr  5  «=  0 

(n  — t)!         dt*"'         ~n!  d?* 

Demnach  wird  der  Wert  von  j&(fl;): 

^^'"'^  -  h  df»  [^^(i)  (1  +  S^  +  e*^  +  •  •  •  5"^)] 
Da  för  t  >  n 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

Beriet,  Diff.-  a.  Integral-Bechnung.    I.  S.  Aufl.  35 


0 
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Demnach  hat  man  die  folgende  Formel,  welche  die  Zer- 
legung einer  beliebigen  rationalen  Funktion  in  eine  ganze 
Funktion  und  in  Partialbrüche  darstellt: 

F(x)  - '  B'  "'^  ^^^  \y-   '   IT"-'  ^°^^""-^  ^^ 

Die  Grofse  g  mufs  nach  den  Differentiationen  gleich  null 
gesetzt  werden. 

§  3.  Anwendungen. 

808.  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Fall  eines  reellen 
Quotienten.  Die  entwickelte  Theorie  gilt  fQr  alle  rationalen 
gebrochenen  Funktionen,  die  Koeffizienten  mögen  reell  oder 
komplex  sein.  Wenn  aber  die  Koeffizienten  reell  sind,  und 
unter  den  Wurzeln  des  Nenners  f{x)  «—  0  befinden  sich  kom- 

plexe  Werte,  so  enthält  auch  die  Zerlegung  des  Bruches  -^ 

komplexe  Konstanten.  In  diesem  Falle  sucht  man  die  Zer- 
legung so  abzuändern,  dafs  auch  die  einzelnen  Brüche  eine 
reelle  Form  bekommen. 

804.  Vorbereitender  Sats.  Die  Möglichkeit  solch  einer 
Zerlegungsform  ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  Satze: 

Sats.  Ist  a^  -{-  px  +  q  das  Produkt  der  beiden  hmjugiert 
komplexen  Faktoren  des  reellen  Polynomes  f(x),  und  n  die 
höchste  Potenz  dieses  Trinomes,  welches  einen  Faktor  von  f{x) 
büdet,  so  dafs 

f(x)^{^  +  px  +  qyf,(x) 

ist,  so  kann  der  reelle  rationale  Quotient  -j^  in  folgender  Weise 
zerlegt  werden: 

F(x)__        Px+Q         ■ I\{x) ^ 

f(x)         (x'+px  +  q)*'^lx'+px  +  q)^'-'f,(x)' 
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wobei  P  und  Q  redle  Konstanten  und  F^(x)  ein  redles  Poly- 
nom ist 

Denn  es  ist  identisch: 

F{x)  ^  F(x) Px+Q  F(x)--(Px+Q)f,{x) 

fix)        (x'^+px  +  qrf,{x)         {x'  +  px  +  qr'^  (x'+px  +  qrf,(x)' 

und  man  kann  P  und  Q  so  bestimmen^  dafs  der  Zähler  des 
zweiten  Teiles  auf  der  rechten  Seite  durch  x^'{-px-\'q  teilbar 
wird;  d.  h.  dafs  er  verschwindet;  wenn  man  fQr  x  jede  der 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

x*  +  P^  +  ff  "=  0 

einsetzt.  Bezeichnen  wir  diese  Wurzeln  mit  h  -f-  ik  und  h  —  ik, 
und  setzen  wir 

F{h  ±  ik)  -  [P{h  ±  ik)  +  Q]f,(h  ±  ik)  ~  0, 
so  wird 

Fih±ik)  +  Q^^^^M±iN. 

Die  Gröfsen  M  und  N  sind  reell  und  haben  bestimmte 
endliche  Werte,  weil  der  Annahme  nach  fi{x)  nicht  mehr  teil- 
bar ist  durch  x*  -{-  px  +  q.  Die  Gleichung  zerlegt  sich  dann 
in  die  beiden 

Ph+  Q~M,    Pk  —  N, 

welche  für  P  und  Q  die  reellen  und  endlichen  Werte  ergeben: 

^       N       ^        Mk  —  Nh 


'tT  f 


Q-^ 


k'     ^  k 

Nachdem  die  Werte  von  P  und  Q  auf  diese  Weise  be- 
stimmt sind;  setzt  man 

F(x)^(Px+Q)f,{x)  _  ^  ,  . 
x*+px  +  q  ^^   ^^ 

und  2^1  (ä)  wird  ein  reelles  Polynom,  und  man  erhält 

F(x) Px+Q  . F,{x) ^ 

(x*+px  +  qrfAx)  (x'+px  +  qr        (x' +  px+ q^-^fAx)' 

was  zu  beweisen  war. 

Folgerung.   Die  rationale  gerochene  Funktion  -j^  läfst 

sich  in  folgender  Weise  zerlegen: 

86  • 
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f{x)''(x^+px+q)^'^(x'+px  +  qr'''^"'   (x^+px+q)    '^  fiix)' 

wobei  P,  Qy  P^y  Qi  -  --  reelle  Konstanten  und  Fn(x)  ein  reales 
Polynom  heeeichnen, 

805.  Reelle  Paartialbrucluierlegmig  eines  reellen  Quo- 
tienten. Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  analogen  der 
Nr.  385,  so  erhält  man  den  folgenden 

Satz,  Zerlegt  man  das  reelle  Polynom  f(x)  in  seine  redien 
Faktoren  ersten  und  »weiten  Orades  derarty  dafs 

fix)  =  (x—aY{x-ßy...(x—i;y{x^+px+qY...(a?+rx+s)^ 

istj  so  kann  man  die  rationale  Funktion  —^  in  folgender  Weise 
darstellen: 

^(^)  _  WM    I         "^       J.         "^1  ^         "^«-1 


a 


+ 


L  L,  ,  L,_, 


J I i L 

{x  —  T)^        (x  —  T)^'^    '  x  —  l 

Px+Q  P^X+Q^  Pn^l^+Q^l 

'^  (x*+px+qr'^{x^+px+i)^''^'^  "   x*+px+q' 


Bx  +  S  B^x  +  S^  ^r^ix+8^' 

■^(a.«  +  raj+«r"^(Ä*+ra;+«r-^"*""  (x^+rx+s)  * 

E(x)  hezeichnet  eine  gansse  Funktümy  die  auch  null  sein  kann, 
die  Gröfsen  Ä,  A^ . , .  Ly  Li , , .  P,  Qy  Pj,  d  . . .  sind  reeUe 
Konstanten. 

306.  Die  vorige  Zerlegung  ist  nur  auf  eine  Weise  mt^ch. 
Angenommen;  es  seien  zwei  Werte  fiir  die  nämliche'  rationale 

Funktion  --.-.-  gefunden.    Wie  in  Nr.  386  kann  man  alsdann 

die  Gleichheit  der  Partialbrüche  beweisen,  welche  zn  linearen 
Faktoren  des  Nenners  gehören.  In  gleicher  Weise  läfst  sich 
diese  aber  auch   für  die  Faktoren  zweiten  Grades  beweisen. 

Ist  nämlich  — ^ ^  -  -    das  Glied,  dessen  Nenner  die  höchste 

(x'+px  +  q)^  ' 
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Potenz  von  a;*  +  P*  +  J  ^  ^^^  ersten  fOr  -j^  gefundenen 

Zerlegung  enthalt^  und  — , — ^     ^ — r  daja  analoge  Glied  in  der 

(a?  +px  +  q)'^ 

zweiten,  so  mufii  n^^n'  sein.  Denn  nimmt  man  an,  daTs  n>n' 
wäre,  so  würde  aus  der  Gleichheit   der  beiden  Formeln  für 

-^~-   eine  Gleichung  für  den  Wert  von      ^    ^      ^ — -  folgen. 

Dieser  Wert  würde  durch  eine  Summe  von  Grölsen  dargestellt 
sein,  von  denen  keine  in  ihrem  Nenner  eine  Potenz  von 
a^  -^  px  -{-  q  enthält,  deren  Exponent  gröfser  ist  als  n  —  1. 
Bringt  man  diese  Glieder  alle  auf  gleichen  Nenner,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Px+Q       ^ 9(5) 

(x^+px  +  q)''™  (x^+px  +  q^-^ix)  ' 

oder 

q>(x)  und  if{x)  bezeichnen  Polynome,  von  denen  das  zweite 
if(x),  durch  rc*  +  P^  +  J  nicht  teilbar  ist.  Diese  Gleichung 
ist  aber  unmöglich;  denn  die  Gleichung  Px  -f-  Q  <=  0  müTste 
die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  rc*  +  pa?  +  ^  —  0  zulassen, 
was  nicht  eintreten  kann,  da  P  imd  Q  der  Voraussetzung  nach 
nicht  beide  gleichzeitig  null  sind.  Man  kann  daher  weder 
n>  n'  noch  n'  >n  annehmen,  folglich  ist  n  *^  n. 

Weiter  ist  zu  zeigen,  dafs  auch  P  *=  P'  und  Q  "^  Q'  ist. 
Denn  betrachtet  man  wiederum  die  Gleichung,  welche  zwischen 

den  beiden  Formen  von  -77^^  besteht,  und  vereinigt  man  auf 

einer  Seite  die  beiden  Terme  —; — ^-^^—^- —  und  — « ^   ,, 

{x^+px  +  qf  (x\+px-\-qf' 

auf  der   anderen    die   übrigen,    deren   Nenner    keine    höhere 

Potenz  von  «*  +  prc  +  J  ^^  ^^^  ^  —  1**  enthalt,  so  ergiebt 

sich  die  Gleichung 

(P-P>+C-g^ y(g) 

(x*-\-px-\-qr  (aj^+l>a?  +  2)*-'^(«)' 

oder 
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Auch  hier  bezeichnen  q>(x)  und  tlf(x)  Polynome,  yon  denen 
tlf{x)  jedenfalls  nicht  teilbar  ist  durch  a;*+P^  +  2>  ^^^  ®* 
folgt  also  wie  oben 

In  den  beiden  Formen  von  -^rr-  sind   also  die  Glieder, 

fix)  ^     ' 

welche  im  Nenner  die  höchste  Potenz  eines  Faktors  zweiten 
Grades  enthalten^  einander  gleich.  Läfst  man  diese  Glieder 
fort,  so  sind  die  Reste  einander  gleich ^  und  wendet  man  die- 
selbe Betrachtung  auf  diese  Funktionen  an,  so  sieht  man,  dals 
die  beiden  Formen  der  betrachteten  Quotienten  aus  Partial- 
brüchen zusammengesetzt  sind,  welche  paarweise  überein- 
stimmen; zugleich  ergiebt  sich  auch  die  Gleichheit  der  ganzen 
Funktionen,  falls  solche  vorhanden  sind. 

897.  Ifethode  der  Bereohntuig.  Um  die  Zerlegung  aus- 
zuführen, wird  man  die  ganze  Funktion  und  die  Partialbrüche, 
welche  zu  reellen  Faktoren  ersten  Grades  gehören,  so  be- 
stimmen, wie  es  in  Nr.  388  und  in  den  folgenden  Nummern 
gezeigt  wurde.  Die  Brüche,  welche  zu  rellen  Faktoren  zweiten 
Grades  gehören,  kann  man  nach  einander  mittelst  desselben 
Verfahrens  berechnen,  welches  zum  Beweise  des  ersten  Lehr- 
satzes diente.  Auch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten läfst  sich  anwenden. 

In  dem  Falle,  wo  die  komplexen  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)  =  0  alle  verschieden  sind,  kann  man  den  neuen  Ausdruck 

für  die  rationale  Funktion  -^rr--  auch  ableiten  aus  demjenigen, 
der  in  Nr.  387  aufgestellt  wurde.  Denn  sind  h  -|-  ik  und  h  —  ik 
zwei  einfache  komplexe  Wurzeln,  so  enthält  der  Bruch  -^~~ 
die  beiden  Partialbrüche 

F(h  +  ik)    1_  ,     Fjh-^ik)  1  _ 

f'(h  +  ik)'  x^h-iic     "^"     t'Qi-ik)'  x-h  +  ik' 

deren  Summe  die  Form  hat: 

Ä  +  iB       ■       Ä^iB 
x  —  h  —  ik'^x  —  h  +  ik' 

Diese  reduziert  sich  demnach  auf 
Px  +  Q 
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Px  -f-  Q 
Hieraus  folgt,  dafs  der  Partialbruch  .   _^TJj-^,  in  welchem 

P  und   Q   reelle  Konstante    sind,    die    beiden   Partialbrache 
ersetzt,  welche  zu  den  Wurzeln  A  +  ih  gehören. 

808.  Lagranges  InterpolAtionsfoimeL  Eine  ganze  Funk- 
tion der  Variabelen  x  Yom  Grade  m  ist  yoUständig  bestimmt 
wenn  man  die  Werte  dieser  Funktion  kennt,  welche  zu  m  -f- 1 
gegebenen  yon  einander  verschiedenen  Werten  von  x  gehören. 
Die  Gleichung,  durch  welche  die  Funktion  bestimmt  wird,  ist, 
wie  man  sehen  wird,  genau  die  nämliche,  welche  in  Nr.  387 
aufgestellt  wurde,  und  die  den  Wert  einer  rationalen  Funktion, 
zerlegt  in  ihre  Partialbrüche,  ausdrückt. 

Es  seien  Wq;  ^i;  ^  •  *  •  ^m  ^^^  Werte  einer  rationalen  Funk- 
tion F{x)  yom  Grade  m,  welche  zu  den  gegebenen  Werten 
x^^Xy^  . .  .Xm  der  Variabelen  x  gehören.     Wir  setzen 

f(x)  —  {x  —  Xq){x  —  x^)...{x  —  a?«), 
so  ist 

/'(^)  _  _^)_  +  JW M_, 

'    "^   ^  X  —  X^    *     X  — «.  x  —  x^ 

und  folglich 

Da  der  Grad  von  f{^  um  eine  Einheit  den  Grad  yon 
F{x)  übertriflt,  so  ist  nach  Nr.  387,  Gleichung  (4): 


und  multipliziert  man  mit  f(x)y  so  folgt: 

^  W  =  Wo(^^_^^-)(^  _^^)...(^^_^j  -^""Kx-x^i^x-x^y-^ix^^xj 

+ 

(^  —  x^)(x-x^)"-{x-x^_{i 

Diese  Gleichung,  welche  die  Lagrangesche  Tnterpolations- 
formel  heilst,  giebt  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe,  und 
diese  kann  keine  andere  Lösung  besitzen.  Denn  würde  noch 
eine  andere  Funktion  F^(z)  vom  Grade  m  existiereo,  die  von 
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F{x)  verschieden  ist  und  doch  denselben  Bedingungen  genügt, 
so  hätte  die  Gleichung 

F,{x)-F{x)^0, 
deren  Grad  nicht  höher  ist  als  w,  die  m  +  1   verschiedenen 
Wurzehi  x^,  x^  . .  ,Xm,  was  nur  so  möglich  ist,  dafs  die  Koeffi- 
zienten identisch  verschwinden. 


Bemerkungen. 


Zunächst  mögen  einige  Lehrbücher  über  Differential-  und 
Integralrechnung  aufgeführt  werden,  welche  der  Leser  nach  voll- 
endetem Studium  des  Serretschen  Werkes  zur  Hand  nehmen  kann. 
Wer  eine  allen  Anforderungen  an  Strenge  genügende  Behand- 
lung der  Grundlagen  kennen  lernen  will,  findet  eine  solche  in  ebenso 
knapper  als  klarer  Form  in: 

Genocchi-Peano,  Calcolo  differenziale  e  principii  di  calcolo  in- 
tegrale, Torino  1884. 
Dieses  Buch  wird  demnächst  auch  in  deutscher  Sprache  veröffent- 
licht und  in  den  Litteratumachweisen  vervollständigt  werden.  Mit 
mehr  Ausführlichkeit  geht  das  ebenfalls  sehr  lesbare  Werk  vor: 
J.  Tannery,  Litroduction  a  la  theorie  des  fonctions,  Paris  1886. 
Will  der  Leser  lieber  ein  deutsches  Buch  zur  Hand  nehmen,  so 
seien  ihm  die  Werke  genannt: 

0.  Stolz,  Vorlesungen  über  Arithmetik.    Leipzig  1885. 

0.  Stolz,    Grundzüge    der   Differential-    und    Integralrechnung. 

2  Bände.  Leipzig  1893—96. 
A.  Harnack,  Die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Leipzig  1881. 
Diese  drei  Werke  sind  sehr  gründlich,  aber  nicht  immer  leicht 
zu  lesen.  Alle  bisher  genannten  Bücher  legen  wenig  oder  gar  keinen 
Wert  auf  die  anschaulich -geometrischen  Kapitel  der  Differential- 
rechnung. Eine  ausgezeichnete  Ergänzung  in  dieser  Hinsicht  bildet 
das  umfangreiche,  aber  sehr  angenehm  zu  lesende  Werk: 

J.  Boussinesq,  Cours  d'änalyse.    2  Bände.    Paris  1887 — 90. 
Das  vollständigste  Buch  über  Differential-  und  Integralrechnung 
ist  wohl  augenblicklich: 

J.  Jordan,  Cours  d'analyse.    3  Bände.    Paris  1893  —  96. 
Es  vereinigt  eine  sorg^tige  Behandlung  der  grundlegenden  Be- 
griffe mit  grofser  Reichhaltigkeit  des  Inhaltes  und  steht  auf  einem 
ganz    modernen   Standpunkte.     Es   ist   als   Nachschlagewerk   dem 
reiferen  Leser  zu  empfehlen. 

Wer  rasch  in  die  Fragen  eingefCÜirt  sein  will,  welche  in  der 
letzten  Zeit  im  Vordergründe  des  mathematischen  Interesses  standen, 
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sei  namentlich  hinsichtlich  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
angelegentlichst  auf: 

E.  Picard,  Traite  d'analyse.    Paris  1891—96.    3  Bde. 
aufmerksam  gemacht. 

Einen  ausfCihrlicheren  Bericht  über  die  einschlägige  Litteratur 
wird  man  in  einem  demnächst  in  den  Göttinger  Anzeigen  er- 
scheinenden Referate  von  mir  über  Lehrbücher  der  Differential- 
und  Integralrechnung  finden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Einzelheiten. 


Erstes  Kapitel. 

1. — 6.  Eine  ausfiihrliche  Begründung  des  Zahlbegriffes  findet 
man  bei 

0.  Stolz,  Vorlesungen  über  Arithmetik. 
Unser  Text  hier  beschränkt  sich  darauf  die  Einteilung  der  Zahlen 
zu  geben,  um  die  Analogien  mit  der  in  §  2  gegebenen  Einteilung 
der  Funktionen  hervortreten  zu  lassen.  Über  die  Beziehung  des 
Eontinuums  der  reellen  Zahlen  und  des  Eontinuums  aller  Punkte 
einer  Geraden  findet  man  Ausführlicheres  bei: 

M.  Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie.    Leipzig  1882. 
Fundamental  für  unsere  jetzige  Auffassung  sind  für  den  Zahl- 
begriff  die    Entwickelungen    der  Cantorschen  Mengenlehre,    sowie 
der  Dedekindsche  Begriff  des  Schnittes.    Man  lese  bei: 

H.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra.  2  Bände.  Braunschweig  1895 
—1896. 
die  Einleitung  zum  ersten  Bande,  sowie  den  25.  Abschnitt  des 
zweiten  Bandes.  Ln  letzteren  Abschnitte  findet  man  auch  einfache 
Darstellungen  der  Beweise  für  die  Transcendenz  von  e  und  n  nebst 
Litteraturangaben. 

6  ff.  Mit  der  Nunmier  6  beginnt  das  Studium  der  reellen 
Funktionen  von  reellen  Veränderlichen.  Wer  dies  gründlich  be- 
treiben will,  dem  sei  neben  dem  oben  genanten  Buche  von  Tannerj 
noch  das  Werkchen  empfohlen: 

E.  Pascal,  Esercizii  di  calcolo  infinitesimale.    Milano  1895. 
Dieses  enthält  Studien  des  Verfassers  über  die  Eigenschaften  reeller 
Funktionen,  angestellt  an  speciellen  Beispielen. 

23.  Auf  pag.  28  Zeile  5  v.  o.  lies  „die  ^-Koordinate*'  statt: 
„das  Modell". 

Eine  Fundamentaleigenschaft  der  stetigen  Funktionen  ist  diese: 
Wenn  f(x)  stetig  ist  für  cUIe  Werte  x  in  dem  Intervalle  a  <  x  <I  6, 
so  nimmt  in  diesem  Intervalle  f(x)  alle  Werte  zwischen  f(a)  und 
f(b)  an. 
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Der  Beweis  erfordert  eine  Kenntnis  des  Zahlbegriffes  und  ist 
daher  im  Texte  übergangen.  Qleichwohl  wird,  wenn  man  genau 
zusieht,  der  Satz  im  Folgenden  fortwährend  benutzt.  Es  sei  auf 
Genocchi-Peano  Nr.  19  verwiesen. 

26.  Es  fehlt  das  folgende  Kriterium  für  die  Existenz  eines 
Grenzwertes: 

Damit  f(x)  für  x  «==  oo  einen  bestimmten  endlichen  Grenewert 
besitgt,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  man  zu  einer  (beliebig 
Mein)  vorgeschriebenen  positiven  Zahl  a  immer  eine  posiäve  Zahl  N 
fmden  kann,  so  dafs 

W)-f{'^')\<'' 

tdrd  für  alle  Wertepaare  (rc,  x'),  welche  die  Bedingungen 

x>N,     x>N 
erfüllen. 

Den  Beweis,  der  wieder  auf  dem  Begriff  der  Zahl  fufst,  findet 
man  z.  B.  bei  Grenocchi-Feano  Nr.  15. 

Setzt  man  z.  B.  f{pß)  =  S^ ,  indem  man  x  =  n  als  ganzzahlige 
Variable  ansieht,  so  wird  aus  dem  vorigen  Satze  dieser: 

Soll   lim  Sn    einen   bestimmten   endlichen   Wert  hohen,   so   ist 

n  =  » 

dafür  notwendig  und  hinreichend,  dafs  man  zu  einer  beliebig  (Mein) 
vorgeschriebenen  positiven  Zahl  a  immer  eine  ganze  positive  Zahl  N 
finden  kann,  so  dass  für  alle  ganze  positive  Zahlen  p 

I  Sn  ^«-f-j»  i  <  <y 

wird,  sobald  nur  die  ganze  Zahl  n  die  Zahl  N  übersteigt. 

Hiermit  sind  die  Sätze  der  Nr.  101  und  102  gewonnen;  man 
vergleiche  auch  die  Bemerkungen  zu  diesen  Nummern. 

28.    Hier  ist  folgender  Satz  als  evident  angenommen: 

Ist  f(x)  stetig  in  dem  Intervalle  a^^  ^b,  so  hat  es  in  ihm 
sowohl  ein  Maximum  als  ein  Minimum  —  vorausgesetzt,  dafs  es 
nicht  konstant  bleibt  in  dem  ganzen  Intervalle. 

Beweis  siehe  Genocchi-Peano,  Nr.  21. 

38  ff.  Übungsbeispiele  zur  Differential-  und  Integralrechnung 
findet  man  z.  B.  bei: 

0.  Schlömilch,  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung.   2  Bde.    Leipzig  1878—1882. 

36.  Man  vergegenwärtige  sich  an  der  in  dieser  Nummer  aus- 
geführten Differentiation  eines  Quotienten,  wie  nötig  die  bisher 
abgeleiteten  Sätze  sind.    Man  findet: 

Ay 1  Au  u  Av 

Ax        v  +  Av    Ax        v{v-{-Av)    Ax' 

Die  rechte  Seite  ist  eine  Punktion  von  x  und  Ax.  x  wird  fest- 
gehalten, die  Variabele  Ax  läfst  man  null  werden.    Welches  wird 
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der  Grenzwert  (Nr.  15)  der  rechten  Seite?  Existiert  er?  Nach  der 
vor  Nr.  33  gemachten  Annahme  haben  u  und  v  an  der  fixierten 
Stelle  X  bestimmte  endliche  Ableitungen  (Nr.  27);  diese  sind  aber 
die  Grenzwerte  der  Differenzenquotienten  für  Ax  =  0  (Nr.  32), 
also  ist  zunächst: 

,.       Ah  ,        -.      At? 

lim  -X—  =  u  ,       hm  -T—  =  V  . 

Nicht  nur  u'  und  v'  auch  u  und  v  haben  an  der  fixierten  Stelle  x 
bestimmte  endliche  Werte  (Nr.  33),  also  sind  dort  u  und  v  auch 
stetig  (Bemerkung  zu  Nr.  27).  Also  ist  nach  der  Definition  der 
Stetigkeit  (Nr.  20): 

lim   (u  +  Att)  =  lim  u(x  +  Ax)  =  u{x)  =  u , 

und  ebenso:  ,.       ,      ,    a    \ 

lim   [v  +  At;)  =  V. 

Es  ist  weiter  angenommen  (Nr.  36),  dafs  v  an  der  fixierten 
Stelle  X  nicht  null  ist;  nach  Nr.  23b  ist  jede  Eonstante,  also  auch 
1  eine  stetige  Funktion  von  o?,  also  ist  auch  nach  der  Regel  24  d: 

1  liml  1 


^^^qV  +  £^v        lim(t;  +  Av)         v 


u 


Da  auch  —  einen  endlichen,   zudem  von  Ax  unabhängigen  Wert 

hat,   so  zählt  es  fOr  den  Grenzübergang  als  Eonstante;  also   ist 
nach  denselben  Regeln: 

,.     u              u 
lim  —             — 
,.  u         V         V   u 

v{v  +  Av)        lim  {v  +  At;)         v         v* 

Nach  Regel  24c  wird  mithin: 

,.  1         Au        ..  1  ..     Au        1     f 

lim  — j— r —  -^r—  =  lim  — ,    .      •  lim  -r—  =  —  t*  , 

t?  +  At?     Ax  t;  +  At7  Ax         v      ' 

und  ebenso: 

^.  u  Av        u       , 

«(v  +  At;)    Ax        ü* 

Nach  Regel  24  b   darf  ein  konstanter  Faktor  vor  das  Zeichen  lim 
gesetzt  werden;  z.  B.  der  Faktor  —  1,  also  folgt: 

,.     /  u  Av\  u       , 

^™  \-  v{v  +  Av)  •  A^j  =  -  i^  •  ^  • 

Wenden  wir  endlich  die  Regel  24a  an,   so  folgt  durch  Addition: 

y      I 1^  _    Aw u  Av\  ^         /      1        Att\ 

\v  +  Äv    Ax        v{v-\-Av)'Ax/  ^^\v  +  AvAx/ 

.    y     / u  Av\  u^ uv^ 

■r"°^V       v(v  +  Av)"Ai)~  V  t?«  ' 
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oder 


lim 


u 

V 


UV 


54.  Wegen  der  Existenz  einer  Punktion  y  von  a:,  welche 
implicite  durch  eine  Gleichung  f{x^  y)  =  0  defixdert  ist,  vergl.  187  ff. 
Einen  von  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  unabhängigen 
Existenzbeweis  findet  man  bei  Oenocchi-Peano,  Nr.  110. 

d  t/ 
56. — 58.    Aus  den  Gleichungen  der  Nr.  58  lassen  sich  —^ 

' '  '  berechnen,  wenn  die   sogenannte  Punktionaldeterminante 

K     ^'1       I 

cF      cF  I 


ds 
dx' 


^y 


rz 


an  der  betrachteten  Stelle  nicht  null  ist.  Die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen liefert  unter  diesen  Umständen  analoge  Existenz- 
theoreme für  die  Punktionen  y,  jer,  .  .  .  Man  vergleiche  auch  den 
von  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  unabhängigen  Existenz- 
beweis für  ein  noch  allgemeineres  System  bei  Genocchi-Peano 
Nr.  116.  Im  Besonderen  fordert  die  Gültigkeit  der  Beweise  in 
Nr.  56  aufser  den  Bedingungen  der  Nr.  41,  d.  h.  aufser  der  Stetig- 
keit von  /*,  F  und  ihren  ersten  Ableitungen,  dafs  die  Determinante 


df 

K 

cy 

dz 

dF 

dF 

^~y 

dz 

nicht  null  ist.    Eine  klare  Einsicht  über  die  Art  dieser  Bedingungen 
liefert  das  Studium  der  Funktionaldeterminanten.    Man  lese  bei 
B.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipzig 
1881. 
den  §  12. 

50 — 61.  Mit  dem  Worte  Elimination  kann  man  nur  dann 
eine  klare  Vorstellung  verbinden,  wenn  man  in  jedem  gegebenen 
Palle  einen  Prozess  angiebt,  durch  welchen  die  Elimination  voll- 
zogen werden  kann  oder  soll.  Die  Resultate  erscheinen  so  abhängig 
von  der  mehr  oder  minder  willkürlichen  Wahl  dieses  Processes. 
Wir  schreiben  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  der  Nr.  61  so: 

/i  =  0,     /i  =  0,  ...  /;  =  0;    /i'=0,  ... /-/—o 

und  definieren  die  Elimination  dadurch,  dafs  wir  diese  2n  Gleichungen 
nach  den  2n  Gröfsen  y\  z\  w',  .  .  .  a,  5,  c,  .  .  .  auflösen,  indem 
wir  uns  die  f  durch  Potenzreihen  definiert  denken.  Nach  den  Be- 
merkungen zu  Nr.  56 — 58  geht  dies,  sobald  die  Determinante 
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dfx 

dfx 

87'' 

...    ^h 

'      CO  ' 

M     ... 
86  ' 

FF' 

2/; 

'      8«  ' 

86'  ■■■ 

£4' 

.     dfx 
'      8o  ' 

a/i' 

86  ' 

2y" 

'      8o  ' 

^/i'    ... 
86  ' 

nicht  null  ist.    Nun  wird  aber: 

£^'  =?/•  =  ...  =  ^^« 
8y'       8«'  '  "^  cy' 

«y'        8y  '     8«'        8a  '  "■'     8y'        8y  ' 
also  wird  die  Determinante  das  Produkt: 


+ 


=  ^/.  =  ...  =  o 

8/  "' 

84' 

8-f' 


£4 

8«' 


«/; 

a/; 

df. 

df. 

8y 

8« 

da 

db 

a/; 

df. 

dft 

df. 

öy 

dz-'- 

da 

db 

Ist  keiner  der  2  Faktoren  null,  so  ist  die  fragliche  Auflösung 
möglich  und  liefert  im  Besondem  y\  e\  •  •  •  als  Funktionen  von 
^1  ^)  ^)  '  '  '9  d&s  heiTst  ein  System  von  n  verschiedenen  Differential- 
gleichungen. Hierdurch  ist  auch  der  Sinn  der  im  Text  gehrauchten 
Wendung:  „im  Allgemeinen"  festgelegt. 

Im  Besondem  können  wir  die  in  Nr.  59  verlangte  Elimination 
von  C  und  die  Aufstellung  der  Differentialgleichung  auf  die  an- 

gegebene  Weise  leisten,  sobald  0—  und  ^  beide  von  null  ver- 
schieden sind. 

Drittes  Kapitel. 

66 ff.    Über  Differenzenrechnung  vergleiche  man: 
6.  Boole,  Finite  Differences.    London  1872. 
und: 

A.  Markoff,  Differenzenrechnung,  deutsch  von  Friesendorff  und 
Prumm.    Leipzig  1896. 
68.    Ein  Beispiel,  wo  fxy  ^  fyx  wird,  findet  man   auch  bei 
Genocchi-Peano  Nr.  123. 

76.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  Textes  lassen  sich 
die  gesuchten  Differentiale  berechnen,  sobald  die  Funktional- 
determinante 
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nicht  null  ist. 

77.    Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  des  Textes  sind: 

/^=o,    r=o, ...    /^«-*)  =  0,  ... 

Aus    den  n  ersten  Gleichungen  lassen  sich  a,  &,  c, 
Funktionen  von  x,  y.  -—-^  •  •  •  — 
terminante 


als 


^  berechnen,  sobald  die  De- 


?f<n-l)  ^fi^ 


:«-») 


ca 


cb 


nicht  null  ist.  Der  determinantenkundige  Leser  schliefst  hieraus 
nach  Baltzer  §  9,  Nr.  1  und  2,  dals  f  einer  linearen  homogenen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügt: 

deren  Koeffizienten  nicht  von  x,  y  abhangen.  Die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  lehrt,  dafs  dann  f  die  Eonstanten 
a,  &,  r,  ...  nur  in  weniger  als  n  Verbindungen  enthält.  Ist  aber 
jene  Determinante  nicht  null,  so  setze  man  die  Werte  von  a,  5,  c, . . . 

als  Punktionen   von  x,  y,  ...  — ^^  in  die   Gleichung  /^"^  =  0 


ein.    Diese  hat  zum  Koeffizienten  von  — -  den  Ausdruck  -^  • 
dieser  nicht  null,  so  entsteht  eine  Differentialgleichung  n^'  Ordnung. 


Wird 


Tiertes  Kapitel. 

91 — 98.  Für  die  Möglichkeit  der  fraglichen  Eliminationen 
ergeben  sich  bestimmte  Determinantenbedingungen ;  im  dritten  Bande 
wird  ohnehin  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
ausführlich  eingegangen.  Dabei  kommen  dann  auch  diese  Dinge 
zur  Sprache. 

94.  Es  ist  angenommen,  dafs  die  Gleichungen,  welche  die  x 
als  Funktionen  der  £  geben,  nach  den  $  auflösbar  sind;  nur  dann 
spricht  man  von  einer  Transformation  der  x  in  die  |. 
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Die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  für  die  Auflös- 
barkeit besteht  darin,  dafs  die  Funktionaldeterminante 

dXi  d  x^ 


nicht  identisch  verschwindet.    Siehe  Baltzer  a.  a.  0.  §  12. 


Fflnftes  Kapitel. 

lOL  und  102.  Die  Sätze  dieser  beiden  Nummern  sind  bereits 
in  den  Bemerkungen  zu  Nr.  26  in  einen  zusammengefafst  nnd 
durch  den  dort  gegebenen  Litteratumachweis  erledigt. 

Die  im  Text  gegebene  Darstellung  bedarf  einer  Berichtigung. 
Der  Satz  der  Nr.  101  mufs  heiXsen: 

Satz.    Ist  die  Reihe 

%  +  «1  H 

konvergent,   so   sei   c  eine   (beliebig  Hein)   vorgeschriebene  positive 
ZcM;  dann  kann  man  immer. eine  ganze  positive  Zahl  Nfinden,  so  dafs 

I  Un  +  Wn+l  H f-  «li+P-l  I  <  ^ 

ioird  für  jedes  n,  das  N  Übersteigt  tmd  für  aUe  Werte  von  p. 

Der  Beweis  hierfür  wird  genau  wie  im  Text  geführt    Bei  den 

dort  benutzten  Bezeichnungsweisen  kann  man  zu  -g-  inuner  ein  N 

finden,  so  dafs 

|s-Ä.|<| 

wird  für  jedes  w,  das  JV^  übersteigt.    Also  wird  auch: 

\S  —  Sn+p\<Y^ 

und  mithin: 

|S,  -Ä.+p|  =  |(S-Ä.+,)  +  (S.  _Ä)|<-f.  +  I  =  ff, 

wie  behauptet. 

Der  Satz  der  Nummer  102  wird  jetzt: 

Säte.  Kann  man  zu  einer  ßdiebig  Mein)  vorgesdiriebenen 
positiven  Zahl  a  immer  eine  ganze  positive  Zahl  N  finden,  so  dafs 
für  alle  p 

I  Un  +  «*«4-l  H 1-  Wn+p-l  I  <  <f 

tvird  für  jedes  n,  das  N  übersteigt,  so  ist  die  Beihe 
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H  +  ^i-i 

Jconvergent. 

Der  Beweis  bleibt  der  im  Text  gegebene;  man  wird  bemerken, 
daTs  er  den  Begriff  des  Schnittes  benutzt. 

Die  Abweichung  der  Fassung  der  Sätze  101  und  102  von 
der  im  Text  gegebenen  beruht  darauf,  daXs  «An  -f"  ' ' '  ~l~  ^n+f»— i 
gleichmälsig  fOr  alle  p  nach  null  konvergieren  muTs,  damit  der 
Satz  102  richtig  bleibt 

Nehmen  wir  beispielsweise  die  Beihe,  deren  allgemeines  Glied 

ist,  so  ist: 

S,  =  (/l  — I2)  +  (I2  — ?3)-| \-(ln  —  Hn+l)):==  —  l(n+i) 

Die  Beihe  divergiert  mithin,  da  lim  8^  =  10  =^  —  (X>  ist. 

»SS  OD 

Bilden  wir  aber  die  Differenz 

«,  -  5.+,  =  r-^  -  j-:p-;-^  =  j  (i  +  ^-?-^) , 

so  wird  f&r  jedes  p  trotzdem: 

lim(5«  -5„+p)  =  0, 
aber  es  ist  nicht  möglich  ein  J^  zu  finden,  so  daTs  fOr  alle  p 

wird,  sobald  nur  «  >  JV  ist.  Vielmehr  kann  man  zu  jedem  n  noch 
Werte  p  finden,  so  dals  die  linke  Seite  jeden  gegebenen  Wert 
übersteigt. 

108.  DaTs  man  bei  einer  bedingt  konvergenten  Beihe  durch 
passende  Anordnung  der  Glieder  jeden  beliebigen  Wert  für  die 
Summe  herausbekonmien  kann,  beweist  z.  B.  Jordan,  a.  a.  0. 1  Nr.  291. 

110.  Im  Texte  ist  nicht  erwähnt,  dals  die  Beihe  der  w  auch 
unbedingt  konvergiert.    In  der  That  wird: 

I  «Tm  I  ^  j  Wo  I    I  Vm  IH h  |  t<m  |    |  «?o  I  • 

Nun  konvergieren  die  Beihen 

|«„|  +  |«,|+...,     und     |t,J  +  |f,|+..., 

also  konvergiert  auch  nach  dem  Satze  des  Textes  die  Beihe,  deren 
allgemeines  Glied 

|«o|    \^m\-\ (-|«m|    |t;o| 

ist,  also  auch  die  Beihe  der  \wm\' 

Serret,  Diff.- Q.  Intagral-Bechnnng.   I.   2.  Aufl.  86 
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116.  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Gültigkeit  des  Tajlorschen  Lehrsatzes  sind  nenerdinga  Ton 
Pringsheim  anfgefonden  und  Ton  Stolz  (Differentialrechnung)  am 
Schlüsse  des  zweiten  Bandes  reproduziert  worden.  Im  Ührigen  sei 
für  weitere  Eigentümlichkeiten  der  Fotenzreihen  der  Leser  auf  die 
Nummern  862 — 372  des  elften  Kapitels  verwiesen.  Die  dort  an- 
gestellten Betrachtungen  gelten  unmittelbar  auch  für  reelle  Yer^ 
&nderliche.  Ausführliche  Belehrung  über  diesen  Gegenstand  findet 
man  in  der  Differentialrechnung  von  Stolz. 

126.  Der  erste  Satz  dieser  Nummer  ist  eine  Behauptung. 
Diese  fuTst  auf  dem  Satze  Ton  Abel: 

Wenn  die  Reihe 

f{x)  =  Oo  +  Ol«  +  OjX«  H 

fftr  a?  =  a?!  konvergiert,  so  wird  lim  /"(a;)  -=  f{p^%  wenn  a?  vom 

Inneren  des  Eonvergenzbereiches  in  die  Stelle  w^  hineinrückt  (Abel, 
Oeuvres  compl^tes,  Edition  par  Sjlow  et  Lie  I  pag.  223).  Hieraus 
geht  dann  hervor,  dafs  die  Gleichung  (4)  des  Textes  auch  für 
a?  =  —  1  und  a;  ^  +  1  gilt ,  wenn  nur  für  diese  Werte  die 
Reihe  rechter  Hand  konvergiert. 

120.  Man  lese  die  kritischen  Bemerkungen  von  Peano  zu 
Nr.  124—126  des  Genocchi-Peano. 

137.  Eine  der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Potenzreihen 
einer  Yariabelen  ist  die,  daüs  das  Verhältnis  des  Restes  Rn  zn  dem 
vorhergehenden  Term  n  —  l****  Grades  für  « =  oo  die  Grenze  null 
hat  (vergl.  Nr.  115,  3).  Diese  Eigenschaft  besteht  im  Allgemeinen 
nicht  mehr  für  Potenzreihen  mit  mehr  Yariabelen.  Dies  ist  ein 
fundamentaler  Unterschied. 

Sechstes  Kapitel. 

154  ff.  Weiter  gehende  Untersuchungen  über  die  Extremwerte 
von  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher  ündet  man  bei  Jordan 
a.  a.  0.  I  Nr.  396  ff. 

162.  Ob  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  stattfinden  kann, 
wenn  der  Punkt  M^  mit  einem  Punkte  K*  oder  K"  zusammen- 
fällt, ist  mittelst  der  höheren  Ableitungen  zu  entscheiden,  und 
von  Herrn  Mayer  (Berichte  der  E.  Sachs.  Gesellsch.  der  Wissensch. 
1881)  näher  untersucht  worden. 

Siebentes  Kapitel. 

178 — 180.  Die  Betrachtungen  dieser  Nummern  gehören  dem 
Gebiete  der  abzählenden  Geometrie  an.    Eine  strenge  Begründung 
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dieser  Disciplin  steht  zur  Zeit  noch  ans.    Als  mnfassendes  Nach- 
schlagewerk sei  genannt: 

Clebsch-Lindemann,  Yorlesnngen  über  Geometrie.  Leipzig  1876. 


Neuntes  Kapitel. 

261.  In  dem  Verzeichnisse  der  Darstellung  einer  Fläche  fehlt 
die,  bei  welcher  die  rechtwinkligen  Koordinaten  als  Fimktionen 
zweier  Parameter  u  und  v  gegeben  sind.  Diese  Darstellung  wird 
im  vorliegenden  Buche  gar  nicht  benutzt,  aber  gerade  sie  spielt 
in  der  eigentlichen  Flächentheorie  eine  gro&e  Bolle.  Wer  genauer 
in  die  moderne  Flächentheorie  eindringen  will,  dem  seien  die  Werke 
genannt: 

Bianchi,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie.   Leipzig  1896. 
sowie: 

Knoblauch,  Einleitung  in  die  Theorie  der  krummen  Flächen. 
Leipzig  1888. 
Das  vollständigste  Werk,  das  auch  sehr  lesbar  ist,  ist: 
Darboux,  Thforie  des  surfaces.    4  Bde.    Paris  1887—1896. 
Man  mache  sich  überhaupt  die  Thatsachen  der  Kapitel  7 — 10 
so    viel   wie    möglich    anschaulich    und    durch   Modelle    klar   und 
glaube  nicht,  dafs  man  einen  geometrischen  Satz  schon  dann  ver- 
stehe, wenn  man  nur  die  Formeln  nachgerechnet  hat,  deren  sich 
der  Autor,  den  man  gerade  vor  sich  hat,  zu^Qliger  Weise  bedient. 


Zehntes  Kapitel. 

Über  die  Eigenschaften  einer  Fläche  orientiert  man  sich  am 
besten,  wenn  man  die  Kurven  betrachtet,  die  sich  auf  ihr  ziehen 
lassen.  Diese  Aufgabe  behandelt  das  zehnte  Kapitel.  In  der  modernen 
Flächentheorie  spielt  seit  Gaufs  die  Form  des  Linienelementes  ds 
einer  beliebigen  solchen  Kurve  eine  charakteristische  Bolle.  Man 
vergleiche  die  angeführte  Litteratur. 

818.  Bei  allen  Biegungen  einer  Fläche,  die  ohne  Dehnung 
oder  Zusammenziehung  vollzogen  werden,  bleibt  die  Gaufssche  Krüm- 
mung in  jedem  Punkte  ungeändert.  Diesen  Satz  sowie  die  weiteren 
analytischen  Darstellungen  findet  man  auTser  in  den  genannten 
Quellen  im  Original  bei: 

Gaufs,  Flächentheorie  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  5). 
in  kurzer  Übersicht  auch  bei: 

Baltzer^  Theorie  der  Determinanten. 

86* 
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Elftes  Kapitel. 

866.  Den  Begriff  der  komplexen  Zahl  hat  man  heutzutage 
erweitert,  indem  man  mehr  als  2  Einheiten  nahm  und  das  kom- 
mutatiye  Gesetz  bei  der  Multiplikation  aufgab.  Wer  sich  für  die 
Natur  dieser  Zahlensysteme  und  ihre  Geschichte  interessiert,  möge 
das  21.  Kapitel  lesen  in  dem  Werke: 

Lie- Scheffers,    Vorlesungen    über    kontinuierliche    Gruppen. 
Leipzig  1893. 
868.    Einfache  Beispiele  für  nicht  gleichmäfsig  konvergente 
Reihen  findet  man  bei  Jordan,  a.  a.  0. 1  332. 

888.  Zur  Einfuhrung  in  die  moderne  Funktionentheorie  sei 
empfohlen: 

Burkhardt,  Vorlesungen  über  Funktionentheorie.  Leipzig  1897. 
sowie  die  ausführliche  Darstellung  von: 

C.  Neumann,  Vorlesungen  über  Biemanns  Theorie  der  Abelschen 
Integrale.    Leipzig  1884. 
Vollständigere  Untersuchungen  über  Potenzreihen  findet  man 
in  der  Differentialrechnung  von  Stolz. 

Zwölftes  Kapitel. 

808.  Auch  die  Partialbruchzerlegung  mit  mehrfachen  Wurzeln 
führt  zu  einem  Literpolationsprobleme,  welches  das  von  Lagrange 
als  Spezialfall  enthält.  Man  vergleiche  das  erste  Kapitel  der 
Differenzenrechnung  von  Markoff. 


Berichtigungen. 
Siehe  die  Bemerkungen  zu  Nr.  28,  101  und  102. 


Sachregister. 


(Die  Zahlen  bedeaien  die  Nunmem  der  eloselnen  Artikel.) 


A. 

Abbildung,  konf onne,  siehe  Eon- 
forme AbbilduDg. 

Ableitung,  erste  —  von  Funk- 
tionen Einer  Veränderlichen  27, 
C^ometrische  Deutung  27 ,  —  einer 
Eonstanten  29,  —  als  Differen- 
tialquotient 82,  —  als  Grenzwert 
des  Differenzenquotienten  32,  — 
einer  zusammengesetzten  Funk- 
tion 83,  40 ff.,  83,  85,  —  einer 
Summe  84,  — -  eines  Produktes  86, 
logarithmische  —  36,  --  eines 
Quotienten  36,  —  einer  Potenz 
37,  —  einer  inversen  Funktion 
44,    —   des    Logarithmus   47  f., 

—  der  Exponentialfunktion  48, 
-—  der  goniometrischen  Funk- 
tionen 61,  —  der  cyclometri- 
schen  Funktionen  63 ff.,  —  der 
impliciten  Funktionen  64,  Höhere 
— en  von  Funktionen  Einer  Ver- 
änderlichen 62  ff.,  Partielle  — en 
einer  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 67  ff. ,  Partielle  — 
als  partieller  Differentialquotient 
70,  Partielle  —  als  Grenzwert  des 
Differenzenquotienten  70,  Höhere 
— en  von  Funktionen  von  Funk- 
tionen 71  ff.,  Höhere  — en  eines 
Produktes  73,  74,  Höhere  — en 
von  impliciten  Funktionen  76,  76, 

—  einer  analytischen  Funktion 
369. 

Abwickelbare  Flächen  284ff., 
Die  Charakteristiken  sind  gerade 
Linien  284,  Die  Rückkehrkurve 
ist  eine  beliebige  Raumkurve  284, 
Abwickelung  einer  Polyederfläche 
286,  Die  Charakteristiken  sind 
Erümmungskurven  325,  353,  Dif- 
ferentialgleichung 352. 

Abzählende  Geometrie,  Be- 
merkung zu  178 — 180. 


Analytische  Funktionen,  De- 
finition durch  die  Potenzreihe  366, 
Grenzwerte  von  —  367,  Stetig- 
keit der  —  368,  Eindeutige  — 
373,  Definition  durch  Differential- 
gleichungen 1.  Ordnung  878,  De- 
finition durch  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung  37  9,  Definition 
durch  konforme  Abbildung  880. 
Vergleiche  auch  die  speziellen 
analytischen  Funktionen. 

Associatives  Gesetz  bei  der 
Addition  1,  bei  der  Multipli- 
kation 1. 

Asymptoten,  Definition  171,  — 
der  Hyperbel  221,  —  der  bidi- 
kairix  811,  314. 

B. 

Bertrandsches  Problem  163. 

Berührung,  Ordnung  der  —  von 
Tangente  und  Eurve  172,  — 
zweier  Eurven  214  f.,  299,  —  von 
Eurve  und  Fläche  266,  —  zweier 
Flächen  302. 

Betrag,  absoluter,  einer  rellen 
Zahl  3,  einer  komplexen  Zahl 
367,  Satz  von  der  Summe  der 
absoluten  Beträge  4,  358. 

Binomialreihe  125 f.,  376. 

Binormale,  Definition  263,  Rich- 
tung 264. 

Bogenlänge,  Differential  der  — 
einer  ebenen  Eurve  bei  recht- 
winkligen Eoordinaten*  193 ,  bei 
Polarkoordinaten  206,  Differen- 
tial der  —  einer  Ellipse  222, 
Differential  der  —  einer  Hyper- 
bel 223,  —  der  Parabel  224,  226, 
—  der  Cykloide  234,  der  Epi- 
cykloide  240,  —  der  logarithmi- 
schen Spirale  247,  —  einer 
Raumkurve  257  f. 
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C. 

Charakteristiken  einer  einhül- 
lenden Fläche  280  fF.,  —  einer 
abwickelbaren  Fläche  284. 

Cyclometrische  Funktionen, 
Definition  12,  Stetigkeit  28,  Ab- 
leitung 53. 

Cykloide,  Definition  231,  Tan- 
gente und  Normale  232,  Flächen- 
inhalt 233,  Rektifikation  234, 
Erümmungsradius  236,  Evolute 
236. 

Cylinderflächen  345. 

D. 

Deyeloppabele  Flächen  siehe 
Abwickelbare  Flächen. 

D  i  f  f  e  r  e  n  t  i  a  1  einer  Funktion  einer 
Veränderlichen  32,  Totales  — 
erster  Ordnung  82,  Totales  — 
höherer  Ordnung  84,  Differenz 
ausgedrückt  durch  — e  114,  137, 
Bedingung  dafür,  dafs  d}f  be- 
stand^ positiv  bleibt  158. 

Differentialgleichung,  Totale 
— en  erster  Ordnung  59  ff.,  Totale 
— en  höherer  Ordnung  77,  Par- 
tielle  —    erster   Ordnung  88  ff., 

—  der  Haupttangentenkurven  314, 

—  der   Eiünunungskurven  320, 

—  der  Cylinderflächen  345,  —  der 
Kegelflächen  346,  —  der  Konoid- 
flächen 347,  —  der  Rotations- 
flächen 348,  —  der  abwickelbaren 
Flächen  352,  —  der  Eanalflächen 
354,  —  der  Linienflächen  355. 

Differentialquotient  siehe  Ab- 
leitung. 

D i f f e rentiation  siehe  Ableitung. 

Differenzen  höherer  Ordnung  65. 

Distributives  Gesetz  bei  der 
Multiplikation  1. 

Divergenz  siehe  Reihe. 

Division  nicht  erlaubt  durch 
null  2. 

Doppelpunkt  einer  ebenen  Kurve 
183. 

Dupinsche  Indikatrix  siehe  Indi- 
katrix,' — scher  Satz  über  ortho- 
gonale Flächenscharen  332. 

e,  Transscendenz  2  Bemerkungen 
zu  1 — 5,   numerischer  Wert  45, 

c  =  lim  (l  +  —  r  45,  46,  Reihe 


für  e  45,  e  genügt  keiner  qua- 
dratischen Gleichung  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  118,  e'  siehe 
Exponentialfunktion. 

Eckpunkt  einer  ebenen  Kurve 
182,  186. 

Einhüllende,  —  Kurven  210 ff., 

—  Flächen  280  ff.,  Charakteristik 
der  Einhüllenden  Flächen  280  ff., 
Rückkehrkurve  der  Einhüllenden 
Flächen  282  f.,  289. 

Elimination  willkürlicher  Kon- 
stanten 59  ff.,  77,  Begriff  der  — 
Bemerkungen  zu  69 — 61. 

Ellipse,  Flächeninhalt  220,  Bogen- 
element  der — 222,  Evolute  der  — 
228,  Elliptische  Krümmung  einer 
Fläche  311,  Hülfsellipse  337. 

E 1 1  i  p  s  o  i  d ,  Krümmungskurven  336, 
Konstruktion  der  Krümmungs- 
kurven 337,  Differentialgleichung 
der  Krümmungskurven  339. 

Endpunkt  einer  ebenen  Kurve 
182,  185. 

Epicykloide,  Definition  237,  Glei- 
chung 238,  Tangente  und  Nor- 
male 239,  Bogenlänge  240, 
Flächeninhalt  241,  Krümmungs- 
radius 242,  Evolute  243. 

Euler,  — scher  Satz  über  Formen 
90,  139,  —sehe  Gleichung  zwi- 
schen den  Krümmungsradien  der 
Normalschnitte  308,  — sehe  Glei- 
chung: c**  =  cosief  +  »sinj5  373. 

Evolute  einer  ebenen  Kurve  200, 
201,  —  der  Ellipse  228,  —  der 
Hyperbel  229,  --  der  Parabel 
230,  —  der  Cykloide  286-,  —  der 
Epicykloide  243,  —  einer  Raum- 
kurve 291  ff. 

Evolvente  einer  ebenen  Kurve 
200,  201,  202,  Differentialglei- 
chung 203,  —  des  Kreises  244, 

—  einer  Raumkurve  291,  296. 
Exponentialfunktion,     Defini- 
tion 8,  Stetigkeit  23,  Ableitung 
48,  Reihe  105,  117,  Ordnung  des 
Null-  und  ünendlichwerdens  131, 

136,  Definition 


lim 


(•+:sr 


für  komplexe  Variabele  373, 
Periodicität  373. 
Extremwerte,  Definition  der  — 
bei  Funktionen  Einer  Veränder- 
lichen 140,  Kriterien  142, 150, 152, 
Nebenbedingungen  149,  153,  De- 
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finition  der  —  bei  Funktionen 
mehrerer  Yer&iderliclier  154,  Kri- 
terien 165,  156,  157,  Neben- 
bedingungen  166  f. 

F. 

Fermatsches  Problem  145. 

Fläche  siehe  die  einzelnen  Artikel 
wie  Koordinaten,  Tangential- 
ebene, Krümmung,  u.  s.  w. 

Flächenfamilien,  definiert  durch 
partielle  Differentialgleichungen 
343  ff.  Siehe  auch  die  spezieUen 
Familien  wie  Linienfläcnen  etc. 

Flächeninhalt,  Differential  des 
— es  einer  ebenen  Kurve  192, 
dasselbe  bei  Polarkoordinaten 
204,  —  der  Parabel  219,  —  der 
Ellipse  220,  —  der  Hyperbel  221, 
—  der  Cykloide  283,  —  der  Epi- 
cjkloide  241. 

Forderung,  —  ?C  27,  —85  zwi- 
schen 81  und  82,  —  H  zwischen 
251  und  252,  -—  3)  zwischen  259 
und  260,  —  (S  zwischen  269  und 
270,  —  5  zwischen  279  und  280. 

Form,  Definition  90,  Eulerscher 
Satz  90,  139. 

Frenetsche  Formeln  272. 

Funktion,  Reelle  —  einer  reellen 
Veränderlichen  6,  Einteilung  7, 
ganze  rationale  7,  rationale  7, 
geometrische  Repräsentation  7, 
Exponentialfunktion  8 ,  gonio- 
metrische  9,  periodische  9,  inverse 
10,  Logarithmus  11,  cyclometri- 
sche  12,  — en  mehrerer  reeller 
Veränderlicher  16  ff.,  Stetigkeit 
20  f.  Siehe  auch  die  speziellen 
Funktionsklassen. 

Funktionaldeterminante,  Be- 
merkungen zu  56,  Bemerkungen 
zu  94. 

0. 

Ganze  rationaleFunktioneiner 
reellen  Veränderlichen:  De- 
finition 5,  Stetigkeit  23,  — 
einer  komplexen  Veränder- 
lichen: Definition  365,  Stetigkeit 
368. 

Gaufssches  Krümmungsmafs 
318,  Bemerkungen  zu  318. 

Gaufssche  Kugel  260,  265. 

Geschwindigkeit,  gegeben  durch 
die  Ableitung  32. 

Goniometrische   Funktionen, 


Definition  9,  Periodicität9,  Stetig- 
keit 28,  Ableitung  51,  Reihen 
105,  119,  Definition  for  komplexe 
Variabele  373. 

Grenze  siehe  Grenzwert. 

Grenzwert,  1.  reelle  Grenz- 
werte: Definition  13  ff..  End- 
licher —  bei  unendlichem  x 
17,  Unendlicher  —  bei  endlichem 
X  18,  Unendlicher  —  bei  unend- 
lichem o;  19,  Rechnungsregeln  24ff., 

lim  sin -i- 13,  lim  (l+i-]    eOf., 

lim  (l+~)    136,  von  Brüchen 

in  unbestimmter  Form  129  ff., 
133,  von  Produkten  in  unbe- 
stimmter Form  134;  2.  kom- 
plexe Grenzwerte:  endlicher 
—  einer  unendlichen  Reihe  von 
Zahlen  359,  —  einer  analytischen 
Funktion  867. 


Hauptkrümmungsradien,  De- 
fimtion  307,  Bestimmung  der  — 
317. 

Hauptnormale  262. 

Hauptschnitte,  Definition  307, 
Die  —  berühren  die  Krümmungs- 
kurven 321. 

Haupttangenten  314,  — kurven 
314. 

Hesse,  — sehe  Determinante  179, 
— sehe  Kurve  179,  — scher  Satz 
über  Wendepunkte  180. 

Homogen,  — e  Funktion  siehe 
Form,  — e  Koordinaten  in  der 
Ebene  175,  176,  — e  Koordinaten 
im  Räume  256. 

Hyperbel,  Flächeninhalt  221, 
Bogenelement  der  —  223,  Evo- 
lute —  229,  Hyperbolische  Krüm- 
mung einer  Fläche  311,  Hülfs — 
337. 

I. 

Imaginäre  Einheit  356. 

Implicite  Funktion,  Definition 
7,  Erste  Ableitung  54,  86,  Höhere 
Ableitungen  75,  76,  86,  Extrem- 
werte 150,  162,  Existenz  187, 
Bemerkungen  zu  54  und  56. 

Indikatrix,  Definition  310,  —  als 
Bild  der  Krümmungseigenschaften 
einer  Fläche  312. 
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Interpolation  in  Logarithmen- 
tafeln 124,  Lagrangesche  — s- 
formel  398,  Bemerkungen  zu  398. 

Isolierter  Punkt  182,  183. 

K. 

Kanalflächen  354. 

Katakaustika  250. 

Kegelflächen  346. 

Kegelschnitt,  Oskulierender  — 
217,  Krümmung  der  — e  226  f. 
Siehe  auch  Ellipse,  Parabel, 
Hyperbel. 

Kettenlinie  225. 

Kommutatiyes  Gesetz  bei  der 
Addition  1,  —  bei  der  Multipli- 
kation 1. 

Komplexe  Zahlen  siehe  Zahlen. 

Konforme  Abbildung  380  ff. 

Konjugiert,  — e  Durchmesser  der 
Indikatrix  314,  — e  Hyperbeln 
311,  — e  Tangenten  314,  —  kom- 
plexe Zahlen  357. 

Konkav  und  Konvex  173. 

Konoidflächen  347. 

Konstante,  Definition  4,  Ablei- 
tung 40,  Elimination  willkürlicher 
— n  59  ff.,  77. 

Kontingenzwinkel  einer  ebenen 
Kurve  195,  derselbe  bei  Polar- 
koordinaten 209. 

Konvergenz  einer  Reihe,  De- 
finition für  reeUe  Glieder  99,  — 
für  komplexe  Glieder  361,  Kri- 
terien 101  ff.,  Bemerkungen  zu 
101  und  102,  Unbedingte  —  102, 
Gleichmäfsige  —  363,  364. 

Koordinaten,  Verschiedene  Sy- 
steme in  der  Ebene  168,  Homogene 

—  175,  176,  256,  Ein  besonderes 
— System  207,  Verschiedene  — Sy- 
steme im  Baume  251,  Lam^sche 

—  333. 
Kreisevolvente  244. 
Krümmung,    1.    einer    ebenen 

Kurve:  Definition  der  —  195, 
— sradius  196,  — smittelpunkt  198, 
— skreis  198,  218,  —  der  Kegel- 
schnitte 226 f.,  —  der  Cykloide 
235,  —  der  Epicykloide  242; 
2.  einer  Baumkurve:  Defini- 
tion der  —  260,  —sradius  261, 
—smittelpunkt  263,  — saxe  263, 
zweite  —  siehe  Torsion;  3.  von 
Kurven  auf  einer  Fläche: 
— sradius  304,  306,  Meunierscher 


Satz  305,  Hauptachnitte  307,. 
Hauptkrümmunffsradien  307, 317, 
Punkt  sphärischer  —  s.  v.  w. 
Nabelpunkt,  Krümmungskurven 
siehe  dort;  4.  einer  Fläche: 
Mittlere  —  308 ,  elliptische, 
hyperbolische,  parabolische  — 
311,  Gaufssche  —  318. 

Krümmungskreis  siehe  Krüm- 
mung. 

Krümmungskurven,  Definition 
der  —  320,  Differentialgleichung 
der  —  320,  Die  —  berühren  die 
Hauptschnitte  321,  Kriterien  für 
die  —  324,  325,  Die  Erzeugen- 
den einer  abwickelbaren  Fläche 
sind  —  325,  353,  Dupinscher 
Satz  332,  —  des  EUipsoids  336  ff., 
—  der  Botationsflächen  349. 

Krümmungsmittelpunkt  siehe 
Krümmung. 

Krümmungsradius  siehe  Krüm- 
mung. 

Kurve  siehe  die  einzelnen  Artikel» 
wie  Koordinaten,  Tangente,  Krüm- 
mung u.  8.  w. 

L. 

Lagrange  sehe  Interpolationsf or-- 
mel  siehe  Interpolation,  — s  Be- 
stimmung der  Extremwerte  mit 
Nebenbedingungen  167. 

Laueret,  Säte  von  —  324. 

L am d  sehe  Koordinaten  333. 

Lemniskate  55. 

Limes  siehe  Grenzwert. 

Linienflächen,  Einteilung  343^ 
Differentialgleichung  355. 

Linien  gröfsten  Falles  341. 

Liouville,  Satz  von  —  über  «118. 

Logarithmus,  Definition  11,  Ste- 
tigkeit 23,  Ableitung  47,  Natür- 
licher —  47,  Beihe  106,  120, 
numerische  Berechnung  der  Loga- 
rithmen 121  ff.,  Ordnung  des  Null- 
und  ünendlichwerdens  127,  De- 
finition für  komplexe  Variabele 
375. 


Mac-Laurinscher  Satz  für  Funk- 
tionen Einer  Veränderlichen  116, 
für  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlicher 138. 

Maxima  siehe  Extremwerte. 

Meunierscher  Satz  305. 
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Minima  siehe  Extremwerte. 

Mittelwertssatz  28,  Verallge- 
meinerungen des  — es  31,  66, 112. 

Modul  der  dekadischen  Logari- 
thmen 122,  einer  komplexen  Zahl 
867. 

Moivre,  Satz  von  —  373. 

Monge,  — s  Charakteristiken  280, 
— 8  Konstruktion  derErümmungs- 
kurven  des  Ellipsoids  837  f. 

Nabelpunkte,  Definition  307,  Be- 
stimmung der  —  316,  —  des 
Ellipsoids  319. 

Niveaulinien  340. 

Normale,  Länge  der  —  39,  Glei- 
chung der  —  169,  Richtung  der 
— 199,  —  einer  Fläche  253,  Haupt- 
normale, Binormale  siehe  doit. 

Normalebene  einer  Raumkurve 
252. 

Normalschnitt,  Meunierscher 
Satz  305,  Krümmungsradien  eines 
—es  307,  Eulersche  Gleichung  308. 


Ordnungszahl,  —  des  Null- 
werdens 127,  —  des  Unendlich- 
werdens 127,  —  der  Berührung 
siehe  Berührung. 

Oskulation  von  Kurven  in  der 
Ebene  216,  oskulierende  Ge- 
rade 217,  oskulierender  Kegel- 
schnitt 217,  oskulierender  Kreis 
218,  oskulierende  Flächen  267, 
303,  oskulierende  Ebene  268  f. 
B.  V.  w.  Schmiegungsebene,  osku- 
lierende Kugel  276 IF.  s.  v.  w. 
Schmiegungskugel,  — von  Kurven 
und  Flächen  300. 

Ossian-Bonnet,  — s  Verallge- 
meinerter Mittelwertssatz  66,  — s 
Differentialgleichung  329. 

Parabel,  Flächeninhalt  219,  Bogen 
der  —  224,  226,  Evolute  230, 
Parabolische  Krümmung  einer 
Fläche  311. 

Partialbruchzerle^ung   384  ff. 

Periodicität,  Definition 9,  — der 
goniometrischen    Funktionen    9, 
373,  —  der  Exponentialfunktion 
873. 
8 er r et,  Diff.-  a.  Integral-Becfanung.    I. 


Polarfläche,  Definition  287,  Be- 
ziehung zur  Rückkehrkurve  289, 
Abwickelung  der  —  294. 

Polynom  siehe  ganze  rationale 
Funkti9n. 

Potential  379. 

Potenzreihe,  Konvergenz  862, 
Gleichmäfsige  Konvergenz  363, 
—  von  mehreren  Veränderlichen 
364,  Gliedweise  Differentiation 
einer  —  369,  Die  Entwickelung 
in  eine  —  ist  nur  auf  eine  Weise 
möglich  371,  siehe  auch  unter 
Reme. 

B. 

Rationale  Funktion,  Definition  7, 
Stetigkeit  23,  Definition  für  kom- 
plexe Variabele  374. 

Reihe  (unendliche),  1. reelle  Glie- 
der: Definition  der  Konvergenz 

99,  Definition  der  Divergenz  99, 
Geometrische  —  99,  Konvergenz- 
kriterien 101  ff.,  Bemerkungen 
zu  101  und  102,  Multiplikation 
einer  —   mit    einer   Konstanten 

100,  Addition  zweier  Reihen  100, 
Unbedingte  und  bedingte  Kon- 
vergenz 103,  Gleichmäfsige  und 
un^eichmäfsige  Konvergenz  368, 
Reihenentwickelungen  spezieller 
Funktionen  siehe  unter  den  be- 
treffenden Funktionen,  Multi- 
plikation zweier  — n  110,  Be- 
merkungen zu  110,  Taylorsche 
— siehe  Taylorscher  Satz ;  2 .  k  o  m  - 
plexe Glieder:  Konvergenz  und 
Divergenz  361 ,  Gleichmäfsige 
Konvergenz  363,  364,  Bemer- 
kungen zu  363,  Beständige  Kon- 
vergenz 373. 

Rotationsflächen  348,  Krüm- 
mungskurven der  —  349. 

Rückkehrkurve  der  einhüllenden 
Flächen  282  f.,  Beziehung  zur 
Polarfläche  289. 

Rückkehrpunkt  siehe  Spitze. 

S. 

Schmiegung,  — skreis  s.  v.  w. 
Krünmiungskreis  siehe  Krüm- 
mung, — sebene  siehe  dort. 

Schmiegungsebene  268  f. 

Schmiegungskugel,  Definition 
276,  277,  Radius  und  Mittelpunkt 
278. 

Schnabelspitze  siehe  Spitze. 

2.  Aufl.  36  •• 
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Schraubenfl&che  297. 

Schraubenlinie  297 f.,  824. 

Singulare  Punkte  einer  ebenen 
Kurve  181  «F.,  Vielfacher  Punkt 
182,  183,  BflckkehrpiHikt  182, 
184,  Spitze  8.  V.  w.  Bückkehr- 
punkt, Endpunkt  182,  185,  Eck- 
punkt 182,  186,  Isolierter  Punkt 
182,  183,  Beispiel  für  einen  sin- 
gul&ren  Punkt  einer  Flache  313. 

Sphärische  Krümmung  307. 

Sphärische  Kurven  295. 

Spirale,  —  des  Archimedes  246, 
hyperbolische  —  246,  logarithmi- 
sche  —  247,  248. 

Spitze,  (Gewöhnliche  — ,  Defini- 
tion 182,  Beispiel  184,  Schnabel- 
spitze, Definition  182,  Beispiel  184. 

Stelle,  Definition  16,  Umgebung 
einer  —  40. 

Stetigkeit  von  Funktionen  Einer 
Veränderlichen  20,  von  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlicher 
21,  Sätze  über  stetige  Funktionen 
23  ff.,  —  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  228,  368,  einer  ratio- 
nalen Funktion  23,  —  einer  analy- 
tischen Funktion  367. 

Subnormale,  Länge  der  —  39, 
170,  Länge  bei  Polarkoordinaten 
208. 

Subtangente,  Länge  der  —  39, 
170,  Länge  bei  Polarkoordinaten 
208. 

T. 

Tangente,  1.  einer  ebenen 
Kurve:  gegeben  durch  die  Ab- 
leitung 27,  Länge  der  —  39, 
Gleichung  der  —  169,  Bichtung 
der  —  194,  Gleichunff  bei  Polar- 
koordinaten 206,  der  Epicy- 
kloide  239;  2.  einer  Baum- 
kurve 252,  Bichtung  269,  Kon- 
jugierte — n  814,  Haupt— n  314, 
Haupt — nkurven  314. 

Tangentialebene  einer  Fläche 
253,  255. 

Taylorscher  Satz,  — für  Funk- 
tionen Einer  Veränderlichen  112, 
Lagrangescher  Best  112,  Cauchy- 


scher  Best  113,  Gültigkeits- 
bedingungen 116,  ^  für  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlicher 
187,  —  für  komplexe  Veränder- 
liche 372. 

Torsion,  Definition  270,  — swinkel 
271,  —  der  Schraubenlinie  kon- 
stant 297. 

Transscendenz  von9r3,  von^und 
«:  Bemerkungen  zu  1 — 5. 

Transformation,  von  Differen- 
tialausdrücken 78,  79,  94  ff.,  Le- 
gendre's  —  98,  Funktionaldeter- 
minante nicht  null:  Bemerkungen 
zu  94. 

U. 

ümg^ebung  einer  Stelle  40. 

unendlich  17ff.,  siehe  auch  Grenz- 
wert, — e  Beihe  siehe  Beihe, 
Unendlichfeme  Punkte  der  pro- 
jektiven Ebene  176,  Unendhch- 
femer  Punkt  der  komplexen  Ebene 
360 

V, 

Variabele  siehe  Veränderliche. 

Variabilitätsbereich  6. 

Veränderliche,  reelle  6,  ab- 
hängige 6,  unabhängige  6,  Ände- 
rung der  unabhängigen  — ^n  78, 
94,  Änderung  aller  — n  79,  97, 
komplexe  —  357,  Ebene  der  kom- 
plexen — n  357. 

Vielfacher  Punkt  einer  ebenen 
Kurve  182,  183. 

Wendepunkte  172,  179. 
Winkelmafs,  natürliches  9. 

Z. 

Zahlen,  1.  BeelleZahleu:  Bech- 
nungsgesetze  1,  Einteilung  2, 
Geometrische  Bepräsentation  6, 
Bemerkungen  zu  6 ;  2. Komplexe 
Zahlen:  Definition  356,  Geo- 
metrische Bepräsentation  357, 
Summe  zweier  komplexer  —  358, 
Differenz  zweier  komplexer — 358. 
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